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VORREDE 

ZUR   ERSTEN    AUFLAGE. 


Es  ist  die  Aufgabe  eines  Lehrbuches  der  Physik,  einerseits  die 
physikalischen  Lehren  in  weiteren  Kreisen  bekannt  zu  machen,  anderer- 
seits denjenigen,  welche  tiefer  in  das  Gebiet  des  physikalischen  Wissens 
eindringen  wollen,  als  Vorschule  zu  dienen.  Je  nachdem  der  eine 
oder  andere  dieser  Zwecke  der  vorherrschende  ist,  wird  die  Anordnung 
des  Ganzen  eine  andere  sein.  Den  vortreflFlichen  Lehrbüchern  in 
Deutschland  gegenüber,  welche  vorwiegend  den  ersten  Zweck  zu  be- 
rücksichtigen scheinen,  ein  neues  zu  liefern,  welches,  ohne  diesen  ausser 
Acht  zu  lassen,  mehr  dem  zweiten  gewidmet  ist,  das  war  die  Aufgabe, 
welche  ich  mir,  von  competenter  Seite  dazii  aufgefordert,  bei  Abfassung 
dieses  Lehrbuches  gestellt  habe. 

Den  Anlass  gab  eine  mir  zugekommene  Aufforderung,  das  den 
gleichen  Zweck  verfolgende  Lehrbuch  des  französischen  Physikers 
Jamin  in  einer  freien  Bearbeitung,  besonders  mit  Berücksichtigung 
der  Arbeiten  deutscher  Physiker,  in  Deutschland  zu  verbreiten.  Mit 
Herrn  Jamin's  bereitwilligst  ertheilter  Genehmigung  begann  ich  eine 
Bearbeitung  des  erwähnten  Werkes;  die  Einleitung  und  zum  Theil  die 
beiden  ersten  Abschnitte  sind  aus  dieser  Bearbeitung  hervorgegangen. 
Es  musste  indess  den  deutschen  Verhältnissen  gemäss  manches  anders 
geordnet  und  hinzugesetzt  werden.  Verschiedene  Umstände,  die  grossere 
Lust  am  eigenen  Schaffen,  sowie  die  Hofl&iung,  auf  den  Schultern  der 
Vor^nger  das  Gute  ausführend,  das  weniger  Gute  vermeidend,  einen 
Schritt  vorwärts  thun  zu  können,  veranlassten  mich  dann,  nachdem 
die  Bearbeitung  schon  immer  freier  geworden  war,  mich  ganz  auf  die 
eigenen  Füsse  zu  stellen.  Von  dem  dritten  Abschnitte  an,  welcher  in 
dem  jAMlN'schen  Werke  gar  nicht  vorhanden  ist,  habe  ich  das  fran- 
zosische Original  verlassen  und  nur  ganz  vereinzelt  einige  Punkte, 
welche  mir  besonders  gelungen  schienen,  benutzt.  Die  Optik  wurde 
von  mir  bearbeitet,  ehe  der  betreffende  Theil  des  Werkes  von  Jamin 
erschienen  war. 


IV  VORREDE. 

Dem  vorwiegenden  Zwecke  gemäss  wird  man  in  diesem  Buche 
stellenweise  etwas  mehr  mathejnatischen  Apparat  angewandt  finden,  als 
es  sonst,  mit  Ausnahme  des  Buches  von  Herrn  von  Quintus-Jeilius, 
in  solchen  Werken  gebräuchlich  ist.  Indess  habe  ich  mich  ganz  streng 
in  den  Grenzen  der  Elementarmathematik  gehalten  und  nicht  mehr 
vorausgesetzt,  als  jetzt  in  Deutschland  von  solchen,  welche  die  Univer- 
sität beziehen  oder  eine  Realschule  besucht  haben,  vorausgesetzt  werden 
darf.  In  der  theoretischen  Begründung  bin  ich  dann  soweit  gegangen, 
als  sich  mit  diesen  Hülfsmitteln  gehen  liess;  und  ich  hoffe,  dass  in 
der  Lehre  von  der  Wellenbewegung,  vom  Schalle  und  vom  Lichte  in 
dem  vorliegenden  Buche  ein  Schritt  weiter  geschehen  ist,  um  die 
wichtigsten  Gesetze  auf  elementare  Weise  zu  begründen. 

Die  Angabe  der  Autoren  sowie  der  Quellen,  welche  man  in  dem 
Buche  finden  wird,  soll  zur  Einführung  in  die  physikalische  Litteratur 
dienen;  dieselbe  macht,  der  Natur  eines  Lehrbuches  entsprechend, 
keineswegs  Anspruch  auf  Vollständigkeit;  ich  glaube  aber,  dass  von 
hier  aus  sich  jeder  leicht  weiter  in  der  physikalischen  Litteratur  zu- 
recht finden  wird.  Die  Citate  sind  alle  nach  den  benutzten  Originalen 
gemacht,  ausser  bei  einigen  altem  Quellen,  welche  ich  mir  nicht  zu 
beschaffen  vermochte.  Bei  den  nicht  deutschen  Arbeiten  ist  zugleich 
meist  auf  die  deutschen  Zeitschriften  hingewiesen,  welche  Uebersetzungen 
oder  Auszüge  der  betreffenden  Abhandlungen  enthalten. 

Die  Angaben  physikalischer  Constanten  sind  sämmtlich  den  Original - 
abhaudlungen  entnommen  und  bei  der  Correctur  nochmals  verglichen ; 
die  Maasse  wurden,  wo  es  im  Original  nicht  der  Fall  war,  von  mir 
auf  Metermaass  reducirt. 

A.  Wüllner. 


VORREDE 

ZUR   ZWEITEN    AUFLAGE. 


Die  rasche  Verbreitung  der  ersten  Auflage  dieses  Buches,  welche 
bei  2500  Exemplaren  5  Jahre  nach  Vollendung  des  Werkes  eine  zweite 
Auflage  möglich  macht;  berechtigt  wohl  zu  dem  Schluss,  dass  im 
Grossen  und  Ganzen  mein  Lehrbuch  der  Physik  den  jetzigen  Bedürf- 
nissen entsprochen  hat.  Die  vorliegende  neue  Auflage  ist  deshalb 
nach  demselben  Princip  bearbeitet;  trotzdem  wird  man  aber  manches 
geändert  finden.  Eine  zweite  Auflage  hat  nämlich  nicht  nur  den 
Zwack^  die  seit  der  ersten  neu  errungenen  Resultate  der  Wissenschaft 
aufzunehmen ;  ein  Zweck,  welcher  für  spätere  Auflagen  der  vorwiegende 
ist,  sondern  ebenso  sehr  den,  die  bei  der  ersten  Auflage  weniger 
gelungenen  Theile  neu  zu  bearbeiten.  Beide  Zwecke  habe  ich  zu  er- 
reichen gesucht,  und  deshalb  ist  in  dieser  Auflage  vieles  anders  als 
in  der  frühem.  Zunächst  ist  die  Mechanik  nicht  unbeträchtlich  er- 
weitert, da  ich  glaube,  dass  man  bei  der  Art,  wie  bei  uns  in  Deutsch- 
land das  Studium  der  Naturwissenschaften  betrieben  wird,  die  Mechanik 
in  einem  Lehrbuche  der  Physik  nicht  entbehren  kann.  Ich  habe 
deshalb  von  der  Mechanik  soviel  aufgenommen,  wie  zum  Verständnisse 
der  Physik,  soweit  sie  Gegenstand  des  Buches  ist,  erforderlich  ist. 
Ebenso  ist  die  Lehre  von  der  Elasticität  der  festen  Körper  erweitert; 
ich  habe  die  physikalische  Seite  der  Elasticität  so  vollständig  wie 
möglich  vorzuführen  gesucht.  Gleiches  gilt  von  der  Theorie  der  Wellen- 
bewegung. Fast  vollständig  umgearbeitet  ist  die  Lehre  vom  Schalle, 
welche  durch  die  vielen  seit  1862  veröffentlichten  Arbeiten,  besonders 
jene  von  Helmholtz,  eine  ganz  andere  geworden  ist. 

Auch  in  der  Optik  habe  ich  mich  nicht  darauf  beschränkt,  das 
viele  Neue,  was  seit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  hinzugekommen 
ist,  einzufügen,  sondern  ich  habe  grosse  Theile  der  Reflexion  und 
Brechung,  die  Lehre  von  den  Linsen,  Emission  und  Absorption,  grosse 
Theile  der  Lehre  von  der  Interferenz,  der  Polarisation  und  Doppel- 
brechung und  der  Interferenz  des  polarisirten  Lichtes  neu  bearbeitet. 


VI  VORREDE. 

Vollständig  umgearbeitet  ist  die  Wärmelehre,  Es  ist  offenbar  an 
der  Zeit,  die  mechanische  Wärmetheorie  nicht  mehr  als  neben  der 
experimentellen  Wärmelehre  stehend  zu  behandeln;  ich  habe  deshalb 
versucht  sie  in  die  Lehre  von  der  Wärme  hineinzuarbeiten.  Die 
mechanische  Anschauung  der  Wärme  wird  deshalb  eingeführt,  sobald 
die  Erfahrungen  behandelt  sind,  welche  uns  dahin  führen  die  Wärme 
als  Bewegung  zu  betrachten,  nämlich  die  Erscheinungen  der  Strahlimg; 
es  werden  dort  zunächst  die  Annahmen  besprochen,  welche  man  über 
die  Natur  der  Wärme  gemacht  hat,  besonders  die  Annahme  von 
Clausius  und  dessen  Arbeiten  zur  Begründung  derselben.  Es  folgt 
dann  der  Satz  von  der  Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  und  dessen 
experimentelle  Begründung.  Dann  werden  die  Hauptgleiehungen  und 
der  zweite  Hauptsatz  abgeleitet,  soweit  es  innerhalb  der  Grenzen  des 
Buches  geht,  welche  dann  in  den  folgenden  Kapiteln,  in  welchen  die 
specifische  Wärme  und  die  Veränderung  des  Aggregatzustandes  l)e- 
sprochen  wird,  angewandt  werden. 

Auch  in  der  Elektricitätslehre  wird  man  manches  schon  in  der 
ersten  Auflage  Vorhandene  imigearbeitet  finden. 

In  Betreff  der  neuem  Arbeiten  bemerke  ich,  dass  im  ersten  Bande 
dieselben  bis  Ende  1868,  im  zweiten  und  dritten  bis  Ende  18G9,  im 
vierten  dagegen  noch  die  aus  dem  Jahre  1870  berücksichtigt  sind. 

Es  ist  mir  mehrfach,  theils  öffentlich  theils  privatim  der  Wunsch 
ausgesprochen  worden,  das  Buch  als  Handbuch  der  Physik  zu  bearbeiten. 
Ganz  lässt  sich  dem  nicht  entsprechen,  wenn  das  Buch  den  Charakter 
als  Lehrbuch  behalten  soll,  und  für  diesen  scheint  mir  das  Bedürfniss 
zu  sprechen.  Ich  habe  das  Buch  aber  einem  Handbuche  soviel  als 
möglich  zu  nähern  gesucht,  indem  ich  nicht  nur  in  der  Saclie  selbst, 
sondern  auch  in  der  Angabe  einzelner  Resultate  und  in  den  Citaten 
mich  einer  grossem  Vollständigkeit  beflissen  habe,  so  dass  ich  glaube 
annehmen  zu  dürfen,  dass  in  den  meisten  Fällen  das  Buch  ein  uns 
jetzt  noch  fehlendes  Handbuch  der  Physik  ersetzen  kann. 

Trotz  des  compressem  Drucjtes  ist  dadurch  natürlich  das  Buch 
um  einige  Bogen  stärker  geworden,  weshalb  jetzt  auch  jeder  der  vier 
Theile  gesondert  paginirt  und  mit  vollständigem  Inhaltsverzeichniss 
als  eigener  Band  erscheint;  ich  hoffe  aber,  dass  die  grössere  Voll- 
ständigkeit und  das  tiefere  Eindringen  in  die  Sache  diese  Vergrösserung 
des  Umfanges  nicht  unerwünscht  erscheinen  lässt. 

Aachen,  den  10.  Juni  1870. 

A.  WüUner. 
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Einleitung. 


Aufgabe  der  Physik. 

Die  uns  umgebende  Eörperwelt,  die  Natur,  können  wir  nach  einer 
doppelten  Eichtung  hin  zum  Gegenstande  unseres  Studiums  machen.  Einmal 
können  wir  suchen  die  Körper  selbst  in  der  Form  und  dem  Zustande,  in 
welchem  wir  sie  vorfinden,  kennen  zu  lernen,  zu  beschreiben  und  zu  clas- 
sificiren;  diese  Aufgabe  vei-folgen  die  beschreibenden  Naturwissenschaften 
oder  die  Naturgeschichte.  Andererseits  nehmen  wir  an  den  Körpern  eine 
Beihe  yon  Veränderungen  wahr,  die  man  unter  dem  Namen  von  Natur- 
erscheinungen zusanmienfasst ,  die  zum  Theil  ohne  zum  Theil  mit  unserm 
Zuthun  verlaufen,  die  entweder  den  augenblicklichen  Zustand  der  Körper 
bleibend  oder  nur  vorübergehend  ändern.  Das  Studium  dieser  Erschei- 
nungen, der  Ursachen,  welche  sie  hervorrufen  und  der  Folgen,  welche  sie 
für  die  Körper  haben,  an  denen  sie  stattfinden,  ist  der  zweite  Zweig  der 
Naturwissenschaften,  es  ist  der  Inhalt  der  Physik  und  der  Chemie. 

Die  uns  umgebende  Körperwelt  nehmen  wir  wahr  durch  den  Eindruck, 
welchen  die  einzelnen  Körper  auf  unsere  Sinne  machen,  indem  wir  sie  sehen 
oder  auch  bei  der  Berührung  fühlen ;  was  eigentlich  der  Inhalt  dieser  Kör- 
per ist,  das  wissen  wir  nicht;  um  diesen  uns  unbekannten  Inhalt  aber 
allgemein  zu  bezeichnen  hat  man  ihm  einen  Namen  beigelegt,  man  nennt 
ihn  die  Materie.  Die  Materie  ist  also  die  Trägerin  der  Eigenschaften,  welche 
die  Körper  besitzen,  sie  ist  die  Ursache  der  Eindrücke,  welche  sie  auf  unsere 
Sinne  machen. 

Die  Erscheinungen,  welche  die  Körper  verändern,  und  deren  Studium 
der  Inhalt  der  Physik  und  Chemie  ist ,  können  wir  also  genauer  dahin  de- 
finiren,  dass  es  Veränderungen  sind,  die  an  und  in  der  Materie  stattfinden. 

Wir  erkennen  die  Materie  nur. durch  ihre  Eigenschaften;  da  wir  nun  an 
den  verschiedenen  Körpern  verschiedene  Eigenschaften  vorfinden,  so  müssen 
wir  schliessen,  dass  es  auch  verschiedene  Materien  gibt.  Es  gibt  nun  eine 
Beihe  von  Erscheinungen,  welche  die  Eigenschaften  der  Materien,  an  denen 
sie  stattfinden,  bleibend   verändern;   es  sind  das  vorzugsweise  solche,  bei 
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welchen  mehrere  Materien  sich  zu  einer  neuen  vereinigen,  oder  aus  einer 
Materie  andere  abgeschieden  werden.  Das  Studium  dieser  Erscheinungen 
und  ihrer  Folgen  für  die  einzelnen  Materien  ist  die  Aufgabe  der  Chemie. 
Sie  hat  demnach  zunächst  die  verschiedenen  Materien  kennen  zu  lernen  und  zu 
classificiren ;  sie  hat  dabei  gefunden,  dass  es  eine  gewisse  Anzahl  Materien 
gibt,  aus  denen  sich  nicht  mehr  andere  abscheiden  lassen,  und  dass  aus  diesen 
einfachen  Materien  sich  alle  in  der  Natur  befindlichen  Körper  herstellen,  in- 
dem zwei  oder  mehr  dieser  einfachen  Materien  zu  einer  dritten  neuen  zu- 
sammentreten. Sie  hat  dann  femer  die  zusammengesetzten  Körper  in  ihre 
einfachen  Bestandtheile  zu  zerlegen  und  aus  den  einfachen  Materien  die  zu- 
sammengesetzten herzustellen.  Die  Aufgabe  der  Chemie  ist  daher  fest  bestimmt 
und  begrenzt,  sie  hat  die  jeder  Materie  eigenthümlichen ,  ihr  besonders  zu- 
kommenden und  sie  von  den  andern  unterscheidenden  Eigenschaften  zu  unter- 
suchen und  sich  mit  allen  den  Erscheinungen  zu  befassen,  welche  die  innere 
Zusammensetzung  der  Körper  verändern. 

Die  Physik  lässt  alle  Erscheinungen,  welche  die  Zusammensetzung  der 
Körper  verändern,  ausser  Acht,  sie  beschäftigt  sich  mit  denen,  welche  die 
Eigenschaften  der  Materie,  an  denen  sie  stattfinden,  nicht  bleibend,  welche  also 
die  innere  Zusammensetzung  der  Körper  nicht  wesentlich  verändern.  Sie  hat 
daher  Eunächst  die  Eigenschafken  der  Körper  zu  untersuchen,  welche  allen 
den  verschiedenen  Materien  gemeinschaftlich  zukommen,  dieselben  verfolgend 
in  den  drei  Zuständen,  in  welchen  wir  sie  vorfinden,  in  dem  festen,  flüssigen 
und  luftfÖrmigen.  Sie  hat  die  festen,  die  flüssigen  und  gasförmigen  Körper  in 
ihren  Eigensohafben  und  den  uns  an  ihnen  gebotenen  Erscheinungen  zu  unter- 
suchen, die  ihnen  als  solche  und  unabhängig  davon  zukommen,  welche  von  den 
durch  die  Chemie  erkannten  Materien  gerade  den  Körper  bilden.  Die  Erschei- 
nungen dieser  Art,  welohe  uns  die  Natur  an  der  Materie  zeigt,  können  wir, 
wie  sich  später  teigen  wird,  in  fünf  grosse  Gruppen  ordnen,  in  die  Bewegungs- 
orsoheinungen ,  die  Erscheinungen  des  Lichtes,  der  Wärme,  des  Magnetismus 
und  der  Eloktricität.  Alle  Erscheinungen ,  die  wir  kennen ,  lassen  sich  in  eine 
dieser  Gruppen  einordnen,  die  Betrachtung  und  Untersuchung  dieser  fünf 
Erschoinungsgruppen  ist  daher  die  Aufgabe  der  Physik. 

Kethode  der  Physik. 

Wenn  man  das  Studium  der  mathematischen  Wissenschaften  beginnt,  so 
genügen  als  Grandlage  einige  wenige  allgemeine,  a  priori  feststehende  Sätze, 
aus  welchen  man  dwrck  sti^enge  logische  Schlüsse  Folgerungen  zieht,  welche 
ebenso  aiober  sind  als  jene  allgemeinen  Sätze  selbst.  Diese  Wissenschaften 
sind  aus  B^priffen  susammengesetzt,  welche  lediglich  den  Gesetzen  des  Den- 
kens unterworf»  sind.  Anders  ist  es  bei  dem  Studium  der  physischen  Welt^ 
wir  kennen  dort  nicht  von  einigen  wenigen  g^ebenen  allgemeinen  Sätzen 
kttsgetieii  und  aas  diesen  die  Kenntniss  der  Natur  nach  den  Geeetzen  des 
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Denkens  ableiten.  Denn  die  Natur  ist  etwas  ausser  uns  Existirendes,  von  dem 
wir  nur  durch  die  Wahrnehmungen  unserer  Sinne  etwas  erfahren.  Die  Grund- 
lage der  ganzen  Naturwissenschaften  bildet  daher  die  Erfahrung  dessen  was 
in  der  Natur  vor  sich  geht.  Zu  dieser  Erfahrung  gelangen  wir  aber  lediglich 
durch  vorsichtige,  genaue  und  ins  Einzelne  gehende  Beobachtungen.  Ein 
einfaches  Anschauen  der  Natur  genügt  dazu  nicht;  denn  die  Natur  ist  ein 
verwickelter  Mechanismus,  und  die  Erscheinungen,  die  sich  unsem  Augen 
darbieten,  entstehen  durch  das  Zusammenwirken  der  verschiedensten  üm- 
stftnde.  Eine  einfache  Anschauung  dieser  Erscheinungen  liefert  uns  ebenso 
wenig  Aufschluss  über  die  zusammenwirkenden  umstände  und  die  bedingen- 
den Krftfte,  wie  uns  eine  Betrachtung  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  die  Ein- 
richtung des  ihn  treibenden  Mechuiismus  kennen  lehrt.  Wollen  wir  über 
diesen  Aufklärung  haben,  so  müssen  wir  das  Uhrwerk  auseinandernehmen,  die 
Eingriffe  der  einzelnen  Bäder  verfolgen,  bis  wir  zuletzt  in  der  sich  aufwinden- 
den Feder  oder  dem  fallenden  Gewichte  die  Triebkraft  finden ,  die  das  Werk 
in  Bewegung  setzt. 

Wie  hier  bei  der  Uhr,  so  müssen  wir  auch  bei  dem  Studium  der  Natur- 
erecheinungen  verfahren,  wir  müssen  jede  Erscheinung  zunächst  in  ihrem 
YBrlaufe  auf  das  genaueste  beobachten  und  in  alle  ihre  Eihzelnheiten  einzu- 
dringen suchen,  wir  müssen  sie  in  ihren  verschiedenen  Phasen  begleiten  und 
in  ihren  einzelnen  Umständen  messend  verfolgen. 

Dass  nur  durch  die  Beobachtung  das  Fundament  gewonnen  werden  kann, 
auf  dem  sich  der  Bau  der  Naturwissenschaften  erheben  kann ,  das  beweist  die 
Geschichte  dieser  Wissenschaften  aufs  deutlichste.  Jahrhunderte  lang  glaubte 
man  auf  rein  speculativem  Wege  die  Naturgesetze,  den  Mechanismus  der 
ganzen  Natur  auffinden  zu  können,  die  Folge  dieses  Irrthums  war  der  absolute 
Stillstand  in  der  Erkenntniss  der  Natur;  selbst  die  einfachsten  Erscheinungen, 
deren  Gesetze  jetzt  jeder  erkennt,  wurden  missverstanden,  weil  man  es  ver- 
schmäite  die  Natur  selbst  zu  befragen.  Bis  an  das  Ende  des  Mittelalters ,  bis 
zu  den  Zeiten  Galileis  glaubte  man,  dass  Körper  von  verschiedenem  Gewichte 
mit  verschiedener  Geschwindigkeit  zu  Boden  fallen,  dass  der  schwerere  in 
demselben  Yerhältniss  rascher  falle  als  ein  leichterer ,  wie  er  schwerer  ist  als 
dieser,  man  glaubte  es  auf  die  Autorität  des  Aristoteles,  der  an  einer  Stelle 
seiner  Schrift  über  den  Himmel  den  Satz  aufgestellt  hatte,  dass  derjenige  Kör- 
per der  sdiwerere  ist,  welcher  bei  gleichem  Inhalt  schneller  abwärts  geht. 
Die  einfachste  Beobachtung  zweier  verschiedener  fallender  Körper  hätte  dia 
Unhaltbarkeit  dieser  Ansicht  bewiesen,  man  hätte  gesehen,  dass  sich. bei 
Körpern  selbst  des  verschiedensten  Gewichts  nur  äusserst  geringe  Unterschiede 
in  der  Fallgeschwindigkeit  zeigen,  man  hätte  gefunden,  dass  im  luftleeren 
Baume  auch  diese  kleinen  Unterschiede  verschwinden. 

In  welcher  Weise  exakte  Beobachtungen  und  Messungen  die  Fortschritte 
der  Wissenschaft  bedingen ,  das  zeigt  in  auffallender  Weise  die  Geschichte  der 
ältesten  unter  den  Naturwissenschaften,  der  Astronomie.    Die  Beobachtungen 
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der  griechischen  Astronomen  besonders  der  alexandrinischen  Schule  hatten  zur 
Erklärung  des  Ganges  der  Gestirne  zu  dem  ptolemäischen  Weltsysteme  ge- 
führt, nach  welchem  die  Erde  im  Mittelpunkte  des  Weltsystems  steht,  und 
die  Planeten ,  sowie  die  Sonne  in  den  verwickeltsten  Bahnen  um  dieselbe  sich 
bewegen.  Fast  zwei  Jahrtausende  hielt  man  an  diesem  Systeme  fest,  bis 
Nicolaus  Copemicus  im  Beginne  des  16.  Jahrhunderts  zunächst  auf  formelle 
Gründe  gestützt  das  nach  ihm  benannte  System  aufstellte,  nach  welchem  die 
Sonne  den  Mittelpunkt  unseres  Weltsystems  bildet,  um  welche  unsere  Erde 
und  die  übrigen  Planeten  in  nahe  kreisförmigen  Bahnen  kreisen.  Zunächst 
stand  dann  Theorie  gegen  Theorie,  deren  letztere  gegen  die  erstere  nur  den 
Vorzug  der  grösseren  Einfachheit  hatte.  Die  Beobachtungen  und  Messungen 
Eepplers  waren  es  aber,  welche  den  Beweis  lieferten,  dass  die  grössere  Ein- 
fachheit der  Wirklichkeit  entsprach :  Jahrelang  bestimmte  er  mittels  täglicher 
Messungen  die  Stellungen  des  Mars  und  die  Zeiten,  welche  er  brauchte,  um 
von  einer  zur  andern  zu  gelangen.  Die  Frucht  dieser  Beobachtungen  und  der 
auf  sie  gestützten  Rechnungen  waren  die  beiden  ersten  Kepplerschon  Gesetze, 
welche  er  im  Jahre  1609  dahin  aussprach,  dass  die  Bahn  der  Planeten  Ellipsen 
seien,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht,  und  dass  die  von  den 
Ldtstrahlen  derselben  in  gleichen  Zeiten  durchlaufenen  Räume  gleich  seien. 
Nach  weitem  neunjährigen  Messungen  und  Bechnungen  fügte  er  dann  im 
Jahre  1618  das  dritte  Gesetz  hinzu,  dass  die  Quadrate  der  ümlaufszeiten  sich 
verhalten  wie  die  Kuben  der  mittlem  Entfernungen.  Diese  Gesetze  waren  es, 
welche  dann  50  Jahre  später  den  Geist  Newtons  in  den  Stand  setzten  den 
Mechanismus  unseres  Sonnensystems,  die  Kräfte,  welche  es  in  Bewegung  er- 
halten und  die  Gesetze,  nach  welchen  dieselben  wirken,  zu  erkennen. 

Wenn  auch  die  Beobachtung  der  Naturerscheinungen  das  Fundament  der 
Naturwissenschaften  ist,  so  reicht  sie  allein  zur  Erkenntniss  der  Natur  nicht 
ans.  Die  meisten  Naturerscheinungen ,  die  ohne  unser  Zuthun  verlaufen ,  sind 
nämlich  so  verwickelter  Natur,  dass  es  nicht  möglich  ist,  die  Einzelnheiten 
desselben  zu  erkennen  und  die  verschiedenen  Umstände ,  welche  sie  beeinflus- 
sen ,  zu  trennen.  So  lange  man  deshalb  nur  auf  die  Beobachtung  der  sich  uns 
in  der  Natur  darbietenden  Erscheinungen  beschränkt  war,  blieb  der  Fort- 
schritt der  Naturwissenschaften  nur  ein  langsamer.  Bei  dem  Wiederaufleben 
der  Naturwissenschaften  im  16.  Jahrhundert  erfand  man  dann  aber  die  Kunst 
die  Naturerscheinungen  selbst  hervorzurufen,  ihren  Verlauf  zu  regeln  und  die 
Umstände,  unter  denen  sie  sich  zeigen,  zu  ändern ,  man  erfand  die  Kunst  Ver- 
suche anzustellen;  diese  Kunst  ist  es,  welche  im  Laufe  der  letzten  zwei  Jahr- 
hunderte die  Kenntniss  der  Naturerscheinungen  so  weit  gefördert,  durch  welche 
Physik  und  Chemie  jener  stolze  Bau  geworden,  den  wir  jetzt  be wundem. 

Der  Versuch  lehrt  uns  aber  nicht  allein  die  Gesetze  jener  Erscheinungen 
kennen,  die  wir  auch  ohne  unser  Zuthun  beobachten,  er  führt  uns  gleichzeitig 
zu  ganz  neuen  Erscheinungen,  deren  Existenz  man  ohne  denselben  gar  nicht 
ahnen  konnte.     Man  hat  zufUllig,    schon  im  Alterthume  die  Beobachtung 
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gemacht,  dass  geriebener  Bernstein  die  Fähigkeit  buäitzt  leichte  ihm  nahe 
gebrachte  Körpertheilchen,  wie  Strohhalme  anzuziehen;  indem  man  den  Ver- 
such wiederholte  und  auch  andere  Körper  demselben  unterwarf,  fand  man  die 
Mittel  diese  Kraft  in  höherm  Maasse  hervorzurufen,  man  construirte  Maschinen, 
welche  zeigten,  dass  die  im  Bernstein  schlummernde  Kraft  in  schmetternden 
Fanken  Glas  durchbohren  und  brennbare  Körper  entzünden  kann.  ZufiUlig 
fand  man,, dass  zwei  verschiedene  Metalle,  wenn  sie  nach  der  Berührung 
wieder  getrennt  werden,  dieselbe  Fähigkeit  besitzen,  Wie  der  geriebene  Bern- 
stein; eine  Wiederholung  und  Abänderung  dieses  Versuches  lehrte  uns  in  der 
Berührung  verschiedener  Körper  eine  neue  noch  viel  mächtigere  Quelle  der 
Elektricität  kennen,  deren  Ströme  jetzt  unsere  Telegraphendrähte  durchlaufend 
fast  momentan  die  Gedanken  der  Menschen  in  die  entferntesten  Gegenden 
tragen. 

Die  Kunst  des  Experimentirens  förderte  die  Naturwissenschaften  ebenso 
wie  durch  die  Entdeckung  neuer  Thatsachen ,  durch  die  Erfindung  neuer  Ap- 
parate; jeder  derselben  vermehrt  unsem  Einfluss  auf  die  Kräfte  der  Natur, 
nicht  neue  Kräfte  schaffend,  sondern  die  vorhandenen  nach  unserm  Willen 
regelnd  und  die  ohne  dieselben  verborgenen  unsem  Zwecken  dienstbar  ma- 
chend ;  jeder  derselben  eröffnet  daher  unserer  Forschung  ein  neues  Feld.  So 
hat  die  Luftpumpe  uns  den  Druck  der  Luft  bewiesen,  sie  macht  uns  fähig  die 
Eigenschaften  der  Gase  aufzufinden;  vieles  hat  uns  die  Elektrisirmaschine, 
die  voltaische  Säule  offenbart;  man  vermag  nicht  zu  Übersehen,  welche  Ent- 
deckungen sie  der  Zukunft  vorbehalten. 

Neben  diesen  Apparaten,  welche  bestimmt  sind,  unserer  Beobachtung 
neue  Erscheinungen  vorzuführen ,  gibt  es  andere  von  nicht  geringerer  Wich- 
tigkeit, deren  Aufgabe  es  ist,  die  beobachteten  Thatsachen  zu  isoliren  und 
messend  zu  verfolgen,  so  das  Barometer,  das  Thermometer,  das  Femrohr,  und 
die  ganze  Beihe  von  feinen  Messapparaten ,  die  allein  im  Stande  sind  unsem 
Beobachtungen  die  erforderliche  Genauigkeit  zu  geben.  Beide  Arten  von  In- 
strumenten haben  die  gleiche  Bedeutung,  die  erstere,  indem  sie  unsere  Kennt- 
niss  erbreitert,  die  letztere,  indem  sie  dieselbe  vertieft. 

Die  Beobachtungen  und  Versuche  liefern  uns  in  einer  Menge  von  That- 
sachen das  Material,  dessen  Verwerthung  dann  die  Thätigkeit  des  menschlichen 
Geistes,  den  combinirenden  Scharfsinn  unseres  Verstandes  verlangt.  Denn 
einer  Kenntniss  der  Natur  können  wir  uns  nur  rühmen,  wenn  wir  das  Be- 
dingende der  einzelnen  Naturerscheinungen  erkannt  haben,  wenn  wir  die 
Gesetze  kennen,  welche  ihre  gegenseitige  Abhängigkeit  darstellen.  Diese 
Kenntniss  erlangen  wir  erst,  wenn  wir  durch  Combination  der  einzelnen  Be- 
obachtungen das  ihnen  Gemeinsame  und  ihren  Verlauf  aufsuchen.  Ein  Beispiel 
wird  zeigen ,  in  welcher  Weise  man  zu  einem  solchen  Gesetze  gelangt.  Wenn 
ein  Lichtstrahl  in  seiner  Bahn  auf  eine  glatte  Fläche  trifl^,  so  wird  er  von 
derselben  immer  zurückgeworfen,  und  man  sieht  bald,  dass  die  Richtung, 
nach  weldier  der  Strahl  zurückgeworfen  wird,  verschieden  ist,  je  nach  der 
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Riebtung,  in  welcher  der  Strahl  die  ÜSche  txiSL  Die  Erscheimmg  der  Za- 
rfkcknerfujkg  ist  niu  deshalb  erst  dann  Tollstfindig  bekannt,  wenn  wir  für 
jeden  einfallenden  Strahl  aach  die  Richtung  des  znrfickgeworlenen  kennen, 
wenn  wir  also  das  Gesetz  kennen,  welches  die  Richtnng  dieser  beiden  Strahlen 
mit  einander  verknfipft.  Wir  erhalten  dasselbe ,  indem  wir  zunichst  in  einer 
Reihe  Ton  Versuchen  die  Richtungen  des  einüsdlenden  und  des  zu  ihm  ge- 
hörigen* zurückgeworfenen  Strahles  messend  bestimmen,  nnd  nun  die  so 
gefondenen  Richtungen  mit  einander  yergleichen.  Man  findet  dann,  dass  die 
Winkel,  welche  beide  Strahlen  in  der  Ebene,  welche  durch  den  einfallenden 
Strahl  und  die  an  der  Stelle,  an  welcher  derselbe  die  FlSche  trifft,  errichtete 
Normale  gelegt  wird,  mit  der  Normale  bilden,  immer  gleich  sind.  Aus  dieser 
Vergleichung  erhftlt  man  dann  das  Gesetz:  „Der  Zurückwerfungswinkel  ist 
dem  Einfallswinkel  gleich/*  Man  sieht,  dieses  Gesetz,  und  so  jedes  andere 
physikalische  Gesetz,  ist  eine  mathematische  Beziehung  zwischen  den  eine 
Erscheinung  bedingenden  veränderlichen  Grössen. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  physikalischen  Gesetze  sind  der  gemein- 
same Ausdruck  einer  Reihe  einzelner  Thatsachen;  ihre  Bedeutung  ist  aber 
noch  eine  weitere,  sie  drücken  nicht  nur  die  Thatsachen  aus,  welche  wir  zu 
ihrer  Ableitung  benutzten,  sondern  sie  enthalten  auch  alle  Erscheinungen  in 
sidi,  die  aus  jenen  Thatsachen  folgen.  Man  habe  z.  B.  einen  Spiegel  von 
beliebiger  aber  geometrisch  bestimmter  (Gestalt,  und  es  fallen  auf  ihn  Licht- 
strahlen, welche  von  einer  in  bestimmter  Entfernung  aufgestellten  Flamme 
herkommen.  Das  eben  erwähnte  Beflexionsgesetz  setzt  uns  in  den  Stand  die 
Wirkung  des  Spiegels  zu  bestimmen,  ohne  den  Versuch  zu  Hilfe  zu  nehmen; 
denn  nach  jenem  Gesetze  kann  man  den  Weg  jedes  Lichtstrahles  nach  der 
Reflexion  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie  ableiten.  Wie  in  diesem  so 
ist  es  in  allen  Fällen;  jedes  physikalische  Gesetz  schliesst  eine  Reihe  von 
Folgesätzen  in  sich,  welche  aus  jenem  sich  ableiten  lassen;  das  Mittel  diese 
Sätze  abzuleiten  ist  die  Mathematik,  man  hat  die  Gesetze  mathematisch  zu 
formuliron,  und  indem  man  dann  dieselben  als  Ausgangspunkte  nimmt,  aus 
ihnen  nur  durch  mathematische  Entwicklungen  die  Folgerungen  zu  ziehen. 

Daraus  erhellt  die  äusserst  wichtige  Rolle,  welche  die  Mathematik  in 
der  Entwicklung  der  Physik  spielt.  Sie  ist  ebenso  wichtig  als  die  Versuche, 
denn  sie  dient  dazu  diese  zusammenzufassen  und  zu  berechnen ,  die  erhaltenen 
Gesetze  auszudrücken  und  aus  diesen  die  weiteren  Folgen  abzuleiten.  Die 
Mathematik  ist  für  den  Physiker  eine  Sprache  und  ein  Instrument.  Da  man 
die  Mathematik  nur  anwenden  kann,  wenn  die  Wissenschaft  von  unbestimmten 
Erfahrungen  zu  genau  gemessenen  Beziehimgen  fortgeschritten  ist,  wenn  sie 
begonnen  hat,  die  einzelnen  Thatsachen  in  ihrer  Gesetzmässigkeit  zusammen- 
zufassen, so  kann  man  behaupten,  dass  der  Grad  des  Fortschrittes  in  unserer 
Wissenschaft  bestimmt  wird  nach  der  Anwendung  der  Mathematik. 

Li  jedem  Zweige  der  Physik  gibt  es  gewisse  Gruppen  von  Erscheinungen, 
welche  sich  alle  aus  einem  fundamentalen  Gesetze  ableiten  lassen.    So  unter 
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den  LichterBcheinungen  die  Erscheinungen  der  Reflexion  und  Brechung,  die 
der  Interferenz  und  Beugung;  die  Gesetze  dieser  Erscheinungen  sind  jetzt  voll- 
stftndig  bekannt;  und  indem  man  sie  als  Grundlage  nimmt,  ist  es  leicht,  nur 
durch  mathematische  Entwicklungen  die  Gesetze  der  Fortpflanzung  des  Lichtes 
durch  eine  beliebige  Eeihe  von  Mitteln  und  unter  den  verschiedensten  Um- 
ständen zu  erhalten.  Wären  alle  Gesetze  der  Optik  oder  überhaupt  eines 
Zweiges  der  empirischen  Wissenschaften  bekannt,  so  könnte  man  den  Weg 
der  Erfahrung,  welche  zu  deren  Auffinden  diente,  verlassen,  und  mit  ge- 
änderter Methode  nur  durch  mathematische  Deductionen  ihre  Folgerungen 
erhalten.  Die  Physik  hat  diesen  Punkt  noch  lange  nicht  erreicht;  aber  dahin 
zu  gelangen,  ist  eine  Aufgabe,  welche  sie  sich  vorsetzen  darf,  und  welche 
eines  Tages  zu  lösen  sie  erwarten  kann.  In  einem  Zweige  derselben  wenig- 
stens ist  sie  dahin  gelangt ,  in  der  theoretischen  Mechanik.  Dieselbe  war  ur- 
sprünglich eine  empirische  Wissenschaft,  wie  alle  Zweige  der  Naturlehre,  denn 
man  kann  nicht  a  priori  wissen ,  in  welcher  Weise  die  Körper  durch  auf  sie 
wirkende  Kräfke  bewegt  werden,  und  nach  welchen  Gesetzen  die  Körper  auf 
einander  einwirken;  die  Beobachtungen  Kepplers ,  die  Versuche  Galileis  und 
Hajghens  boten  aber  schon  das  Material ,  aus  welchem  Newton  die  fundamen- 
talen Gesetze  dieser  Erscheinungsgruppe  ableitete.  Seitdem  aber  ist  die  Me- 
chanik ein  Zweig  der  mathematischen  Wissenschaften  geworden;  sie  enth&lt 
sich  der  Versuche  und  entwickelt  ihre  Sätze  an  der  Hand  logischer  Folge- 
rungen. 

Wie  in  der  Mechanik,  so  ist  dieses  Ziel  erreicht  in  der  Astronomie,  in 
einem  grossen  Theile  der  Optik  und  in  manchen  kleinem  Zweigen  der  Physik, 
man  ist  bestrebt,  es  auch  in  den  Übrigen  zu  gewinnen. 

Fassen  wir  das  Resultat  der  bisherigen  Betrachtungen  zusammen,  so  kön- 
nen wir  in  der  Entwicklung  der  physikalischen  Wissenschaften  drei  Epochen 
unterscheiden;  die  erste  ist  die  der  Empirie^  durch  Beobachtung  und  Versuche 
werden  Thatsachen  gesammelt  und  aus  diesen  durch  die  combinirende  Thätig- 
keit  des  Verstandes  die  Gesetze  der  einzelnen  Erscheinimgen  aufgestellt;  an 
diese  schliesst  sich,  sobald  hinreichendes  Material  vorhanden  ist,  die  philoso- 
phische Thätigkeit  der  Abstraction,  des  Aufsuchens  der  Hauptgesetze  für  eine 
Reihe  aus  gleicher  Ursache  hervortretender  Erscheinungen,  und  auf  diese 
folgt  dann  eine  Zeit,  in  welcher  man  durch  Deduction  aus  jenen  Gesetzen  neue 
Folgerungen  und  Thatsachen  ableitet,  eine  Zeit,  in  welcher  Beobachtung  und 
Versuch  nur  dazu  dienen  die  theoretisch  abgeleiteten  Folgerungen  zu  contro- 
liren  und  nachträglich  zu  bestätigen.  Im  allgemeinen  ist  das  auch  der  ge- 
schichtliche Gang  in  der  Entwicklung  der  Physik ,  man  findet  fast  stets  diese 
drei  Epochen  auch  zeitlich  verschieden. 

Man  begnügt  sich  jedoch  in  den  Naturwissenschaften  nicht  damit  aus 
den  Beobachtungen  und  Versuchen  die  Gesetze  und  aus  diesen  durch  mathe- 
inaiäsche  Deductionen  weitere  Folgerungen  abzuleiten,  sondern  man  geht  wei- 
ter.   Der  menschliche  Geist  hat  das  natürliche  Bestreben  alles  zu  erklären ;  er 
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sucht  die  Ursachen  aufzufinden,  aus  denen  die  beobachteten  Erscheinungen 
hervorgehen.  Und  wenn  es  nun  klar  ist,  dass  man  von  einer  bekannten  Ur- 
sache durch  streng  logische  Schlüsse  zu  ihren  Wirkungen  herabsteigen  kann, 
so  ist  es  doch  ebenso  klar,  dass  der  umgekehrte  Weg  nicht  dieselbe  Gewiss- 
heit bietet.  Denn  es  kann  ein  und  dieselbe  Erscheinung  aus  verschiedenen 
Ursachen  hervorgehen,  und  nichts  bürgt  uns  dafür,  dass  wir  bei  Annahme 
der  Ursache  einer  Erscheinung  unter  den  möglichen  die  richtige  wfthlen.  Wenn 
wir  wissen,  dass  das  Wasser  unter  dem  Drucke  der  Atmosphäre  steht,  so  ist 
es  eine  nothwendige  Folgerung,  dass  es  in  einer  Pumpe  Aufsteigen  muss,  in 
welcher  wir  über  dem  Wasser  einen  luftleeren  Baum  hergestellt  haben ;  weiss 
man  dagegen  nicht,  dass  das  Wasser  dem  Druck  der  Atmosphäre  ausgesetzt 
ist,  und  sieht  man  dasselbe  in  einer  luftleer  gemachten  Pumpe  emporsteigen, 
so  kann  man  eine  Menge  von  Ursachen  ersinnen,  welche  das  Aufsteigen  be- 
wirken. Will  man  zwischen  diesen  wählen ,  so  hat  man  alle  Chancen  dafür, 
dass  man  die  unrichtige  wählt,  gegen  eine  einzige,  dass  man  die  richtige 
trifft.  Die  Geschichte  lehrt  uns,  wie  sich  die  älteren  Physiker  in  der  Tbat 
täuschten,  als  sie  annahmen  die  Natur  habe  einen  Abscheu  vor  dem  leeren 
Baume.  Demselben  Bedürfiiisse  nach  einer  Erklärung  folgen  wir  bei  der  An- 
nahme, dass  die  Materie  sich  anziehe;  die  Mechanik  beweist  zwar  strenge, 
dass  zwischen  zwei  benachbarten  Gestirnen  eine  Kraft  thätig  ist,  aber  wir 
sind  genau  genommen  ebenso  wenig  berechtigt,  diese  Kraft  einer  Anziehung 
der  Materie  zuzuschreiben,  als  aus  dem  Steigen  des  Wassers  in  der  Pumpe  den 
horror  vacui  zu  folgern;  es  ist  möglich,  dass  die  eine  Annahme  ebenso  wenig 
der  Wirklichkeit  entspricht,  als  die  andere.  Die  verschiedenen  Erscheinungen 
des  Lichtes,  der  Wärme,  des  Magnetismus  und  der  Elektricität  suchte  man 
lange  Zeit  und  zum  Theil  noch  jetzt  durch  vier  verschiedene  unwägbare  Flüs- 
sigkeiten zu  erklären.  Dieselben  sind  aber  nichts  als  Geschöpfe  unserer  Ein- 
bildungskraft, geeignet  sich  allen  Erklärungen  anzuschmiegen,  weil  wir  ihnen 
alle  möglichen  Eigenschaften  beilegen  können. 

Die  Hypothesen  über  die  Grundlagen  der  Naturerscheinungen,  die  An- 
nahme über  die  verschiedenen  Kräfte,  aus  denen  sie  hervorgehen,  dienen  in 
vielen  Fällen  nur  dazu  unsere  Unwissenheit  zu  verbergen  und  unsern  Geist 
irre  zu  ftlhren.  Selten  lässt  der  Fortschritt  der  Wissenschaft  sie  bestehen; 
man  hat  viele  aufgestellt,  nur  wenige  werden  noch  festgehalten,  und  wer 
weiss,  welches  das  Schicksal  dieser  wenigen  sein  wird.  Die  neuere  Physik 
hütet  sich  daher  ebenso  sehr  vor  Hypothesen,  wie  die  ältere  bestrebt  war  sie  zu 
vervielfältigen.  Sie  lässt  aber  trotzdem  einige  zu,  aber  unter  einer  Bedingung, 
welche  dieselben  brauchbar  und  nützlich  macht,  unter  der  Bedingung,  dass 
sie  einen  einzigen  obersten  Grundsatz  bilden,  aus  dem  man  die  experimentell 
gefundenen  Thatsachen  mathematisch  entwickeln  kann ,  und  der  geeignet  ist, 
selbst  auf  neue  Thatsachen  zu  führen.  Die  einfachste  Hypothese  ist  deshalb 
die4)e8te,  und  wenn  man  sich  für  eine  zu  entscheiden  hat,  mag  man  den  Aus- 
spruch Fresnels  zur  Bichtschnur  nehmen:  „Dans  le  choix  d'un  Systeme  on  ne 
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doit  avoir  6gard  qu'ä  la  simplicitä  des  hjpothdses;  celle  de  calcule  ne  peut  öire 
d'aucun  poids  dans  la  balance  des  probabilit^s.  La  natnre  se  n'est  pas  embar- 
rass6e  des  difficnlt^s  d'analyse ,  eile  n'a  6yit6  que  la  complication  des  moyens. 
Elle  paralt  s'dtre  proposö  de  faire  beaucoup  avec  peu :  c'est  un  principe  que  le 
perfectioimement  des  sciences  physiqne  appuie  sans  cesse  de  preuves  nou- 
▼elles"  *)• 

Eine  solche  Hypothese  ist  die  jetzt  der  Behandlung  der  Optik  zu  Grunde 
gelegte  Undulationstheorie,  Seitdem  man  angenommen  hat,  das  Licht  sei  eine 
zitternde  Bewegung  des  Aethers,  wurden  alle  experimentell  aufgefundene^ 
Gesetze  der  Lichterscheinungen  Folgerungen  dieses  einen  Grundsatzes,  und 
die  Optik  hat  fast  jene  Stufe  der  Vollkommenheit  erreicht,  auf  welcher  die 
Erfiedirung  nur  mehr  ein  Mittel  ist,  die  Folgerungen  der  Theorie  zu  bestätigen, 
anstatt  das  einzige  Mittel  zu  sein ,  um  Gesetze  aufzufinden.  Das  ist  eben  die 
Bedingung,  unter  welcher  man  jetzt  eine  Hypothese  zulässt. 

Ableitung  der  physikalischen  Ctosetze  ans  Kessungen. 

Wir  haben  im  Vorigen  bereits  mehrfach  gezeigt,  dass  die  Grundlage  alles 
physikalischen  Wissens  genaue  Beobachtungen  und  Messungen  sind ;  ehe  wir 
zur  Besprechimg  der  physikalischen  Naturerscheinungen  selbst  übergehen, 
müssen  wir  uns  daher  noch  die  Frage  vorlegen,  wie  wir  aus  den  Messungen 
'die  Gesetze  der  Erscheinungen  ableiten  ,*  und  wie  wir  bei  den  Messungen  zu 
verfahren  haben.  Wir  wollen  dieses  an  dem  Beispiele  der  Zurückwerfung  des 
Lichtes  zeigen,  welches  wir  vorhin  bereits  angeführt  haben.  Wir  wissen  also, 
dass  jedesmal  wenn  ein  Lichtsiarahl  auf  eine  polirte  Fläche  föllt,  derselbe  zu- 
rückgeworfen wird,  femer,  dass  die  Bichtung,  nach  welcher  der  zurück- 
geworfene Strahl  fortgepflanzt  wird,  sich  ändert,  wenn  die  Bichtung  des 
einfallenden  sich  ändert,  um  das  Gesetz  zu  erhalten ,  welches  die  Abhängig- 
keit der  Bichtung  des  zurückgeworfenen  von  der  des  einfallenden  Strahles  dar- 
stellt, setzen  wir  einen  Spiegel  in  den  Mittelpunkt  eines  getheilten  Kreises, 
so  dass  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  ist  zur  Ebene  des  Kreises.  An  dem 
Kreise  sind  zwei  bewegliche  Badien,  deren  Enden  mit  einer  Spitze  auf  die 
Theilung  des  Kreises  zeigen.  Die  Badien  tragen  durchsichtige  Bohren,  deren 
Achsen  den  Badien  parallel  sind;  vor  der  einen  Bohre  steht  eine  möglichst 
kleine  Flanmie,  welche  nur  durch  die  Bohre  Licht  auf  den  Spiegel  senden 
kann.  Ist  nun  der  Spiegel  femer  so  aufgestellt ,  dass  die  Spiegelnormale ,  das 
Einfallsloth,  den  Nullpunkt  der  Theilung  trifft,  so  gibt  uns  der  Abstand  des 
die  Flamme  tragenden  Badius  vom  Nullpunkte  der  Theilung  den  EinfaUs- 
winkel  des  Lichtstrahls.  Wir  verschieben  dann  den  zweiten  beweglichen  Ba- 
dias  so  lange,  bis  wir  durch  die  Bohre  blickend  den  zurückgeworfenen  Strahl 
sehen.    Da  dann  die  Bichtung  dieses  zweiten  Badius  jene  des  zurückgeworfe- 


1)  Fresnel:  Sur  la  diffraction  de  lumi^re.  M^moires  de  TAcad.  de  France.  Tom.  V. 
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noi  Lidiist3näb]es  ist.  so  gibt  uns  der  Abstand  seiner  Spitze  Ton  dem  Nnll- 
punkte  der  Tfaeilong  den  Zor&ckwerfimgswinkeL  Man  setxt  dum  die  beiden 
beobiditeten  Winkel  neb^ieinander.  Man  wiederbolt  dann  den  YerBuch,  Lu- 
dern man  nach  und  nack  Tersduedene  Einfallswinkel  wShlt,  dabei  toh  dezn. 
kleinsten«  der  s^nkrechteai  Incidenz,  bis  zum  grSssten,  der  streifenden  In.oi- 
d^tti  fortiMrhivdteT .  und  entwirft  sich  eine  Tabelle,  auf  welcber  neben  jedem 
|>«wShlten  Riwfiülswinke]  der  beobachtete  Zurdckwerfungswinkd  Teneidmet 
isC  £iDe  Ter^iehung  der  zusammengehfirigen  Winkel  zeigt  ans  dann ,  mii>er 
Yoranssetmng  absoluter  Genauigkeit ,  dass  die  zu  dnander  gehangen.  Winlcel 
immer  gieteh  sind.  Indem  man  dann  so  eine  ganz  constante  Beziehnng  rwi- 
scben  dm  beiden  Winkeln  in  dan  beobachteten  FiDen  «kennt ,  seldieBst  mmiL» 
dass  dfts  in  allen  so  $ein  wiiü  und  earhilt  auf  diese  Weise  ein  expesimentell 
bewmaaiiv  Getstets. 

Der  Beweis  einets  physikalischen  Gesietzes  ist  somit  der  Xachweis  einher 
Kfistammten  BezSehung  rwi>)ch^n  Zahlen,  welche  durv-h  direkte  Messung  erhal- 
im  \>der  aiis  dinekt  gesMssienen  GKis^sen  berechnet  weiden:  wir  erkenneia 
«Bdsie  BeskhxLzi^  in  einer  crC>ss«m  oder  £!ennffem  ^niaH  Ton  FlUen  und 
sddäeissien  danns,  dass  sSe  in  allen  bestehe. 

Diasait  aber  die  rwischen  d«  TearErüchenen  GrSsMn  betsüehende  Benehon^ 
in  aller  Schärfe  herri:^rtz>e^.  ist  e$  n^thig.  dass  dSe  Messungen  ahdolut  geoBMM. 
sm^  IW  i£<  &>»Etals  xzl  tivtichtm, .  eünmal  we^ec  der  üi^enaBigkeit  der  Jn^" 
anrmen» «  dasn  aSer  aa^i:  wvcen  df?  UnToIIkcminffiKKt  unserer  Sinne.  Ix^ 
4hem  f^«  Wi5f«w^e3KsBe&«fö^  is':  derMaass^caK  an  wekbesi  gemessen  wir^ 
ein  Mbechv?  Erfds:  eis^  <4Cm<^  T^-ihizu:  liss«  sSch  aSe  absiclut  £fiii  keP' 
sQieSkn«  ^ar  esne  Gi:ai  i:S3  nSoujs  decn  andern  ah^v::!  ^^ek&«  und  die  Theü" 
^mcke  ^tüi^eEL  miftmak  aKsc^;  ckk^  Bmt<ir,  As  d^^  K2>!^2«e>  lassen  sack 
nwuni^   &  bfwy^bfi>e£  Badxn  &:!  ah<k\hn«r  GnaasciekifcT   entstellen 

;ft m  ilff  I II LiüsaAskim  ^«eiiaf^c .  wfj:^  >e  iiacä:  3»-  G€ie  5fr  Ins'OTcanense  und 
t««iicdsfkiSra;kttt  ^o^  Bev^^iarisß«^  rr5s;£9er  voer  kjedner  ükx  kSsnen.    ^nd 
Inssrcrnfnoir  sK^^m^i.  tietscm  »r  B^:^Sak*ilMr  xSf^i  iSe  n^-^kv^en^v 
Bci^«m.  2>acr  w»te  er  x:rr±i  i^f  «iff^^^kr^  Scc^üh  lo:.  iw-  kennen  die 
iftiaiiainiu  fnVK     «tne  jk^k^  Grf)ei<)f  ^rrför^Ku:,  o&fs^  Of  M-ffStsua^Gn  d»  G 
ax^  ntu^  eskfKwn  i»»a::  xbiA  wtr^  oazx  f^ar  kfdie  .>air  mich  «ir 

ZMfäiflL  *^Kfl&u3C^Mi:t  w>fOfrcf^SffL.  xai  kfc3if  iD^^^^fr  Rfxkibxsicffn 
am:  liessammL  SfSL  V^m:c  iYräaDe&. 


Die  in  der  Physik  gebräuchlichcu  Maasse.  1 1 

Hierbei  sind  aber  noch  folgende  Punkte  zu  beachten.  Da  -man  bei  einer 
hinreichend  grossen  Zahl  von  Messungen  ebenso  oft  Wahrscheinlichkeit  hat, 
dass  die  beobachteten  Werthe  zu  klein  als  dass  sie  zu  gross  sind,  so  müssen 
im  allgemeinen  ebenso  viele  Werthe  kleiner  als  grösser  sein  wie  diejenigen, 
welche  das  aus  den  Messungen  abzuleitende  Gesetz  verlangt.  Findet  man 
dagegen ,  dass  die  gefundenen  Werthe ,  wenn  auch  innerhalb  der  Grenzen  der 
Beobachtungsfehler,  stets  grösser  oder  stets  kleiner  sind,  so  muss  man  den- 
noch schliessen,  dass  das  Gesetz  nicht  genau  besteht.  Wir  werden  sehen,  dass 
die  Erkenntniss  der  nicht  ganz  strengen  Gültigkeit  des  Mariotteschen  (resetzes 
lange  Zeit  dadurch  verzögert  wurde,  dass  Arago  und  Dulong  diese  Vorsicht 
bei  den  aus  ihren  Versuchen  gezogenen  Schlüssen  verabsäumten. 

Die  Abweichungen  der  beobachteten  Werthe  von  den  vom  Gesetze  ver- 
langten müssen  femer  ganz  unregelmässig  sein,  dieselben  dürfen  nicht  eine 
bestimmte  Gesetzmässigkeit  zeigen.  Würde  man  finden ,  dass  etwa  fOr  kleine 
Werthe  der  gegebenen  Grösse  der  beobachtete  Werth  der  von  derselben  ab- 
hängigen Grösse  immer  grösser,  für  grosse  dagegen  immer  kleiner  ist  als  der 
vom  Gesetze  verlangte ,  so  würde  man  auch  dann  nicht  schliessen  dürfen ,  dass 
das  aus  den  Messungen  abgeleitete  Gesetz  der  Wirklichkeit  vollständig  ent- 
spricht; wir  dürfen  es  auch  dann,  wie  in  dem  vorigen  Falle,  nur  für  ein  an- 
n&hemd  richtiges  halten. 

Wie  gross  in  den  einzelnen  Fällen  die  Beobachtungsfehler  sein  können, 
wie  nahe  die  beobachteten  Werthe  den  wirklich  stattfindenden  entsprechen 
können,  das  lässt  sich  nicht  allgemein  feststellen;  es  hängt  das  unter  sonst 
gleichen  umständen  von  der  Schwierigkeit  der  Messungen  ab.  Man  hat  in 
jedem  Falle  die  Grenze  der  eiTcichbaren  Genauigkeit  zu  bestimmen,  in  wel- 
cher Weise ,  das  werden  wir  später  bei  den  einzelnen  Untersuchungen  kennen 
lernen.  Das  aber  ist  immer  festzuhalten,  dass  wenn  Beobachtungen  ein  Gesetz 
bestätigen  sollen ,  die  Differenzen  des  beobachteten  und  gesetzmässigen  Wer- 
thes  nur  ein  kleiner  Bruchtheil  des  erstem  sein  dürfen. 

Die  in  der  Physik  gebräuchlichen  Maasse. 

Die  Maasse,  welche  in  der  Physik  angewandt  werden,  sind  dem  neu- 
französischen Maasssystem  entnommen,  welches  den  grossen  Vorzug  hat,  dass 
es  all^  Maassbestimmungen  auf  ein  und  dieselbe  Einheit,  die  des  Längen- 
maasses  zurückführt.  Die  Einheit  des  französischen  Längenmaasses  ist  das 
Meter.  Dasselbe  ist  von  der  Länge  eines  Erdmeridians  abgeleitet  und  zwar 
wurde  der  lOmillionte  Theil  des  durch  genaue  Messungen  bestimmten  Qua- 
dranten eines  Erdmeridian  dazu  gewählt.  Später  hat  sich  zwar  ergeben ,  dass 
in  die  dem  Meter  zu  Ghninde  liegenden  Messungen  sich  ein  kleiner  Fehler  ein- 
geschlichen hat,  da  aber  die  Maasseinheit  einmal  festgestellt  und  verbreitet 
war,  so  hat  man  es  unterlassen,  dieselbe  darnach  zu  ändern.  Das  Meter  ist 
sonach  um  ein  sehr  Geringes  von  dem  lOmillionten  Theile  eines  Erdmeridian- 
quadranten verschieden. 
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Die  in  der  Physik  gebräuchlichen  Maasse. 


Man  theilt  das  Meter  nach  dem  Decimalsystem 
1  Meter  =  10*«  Deeimeter  =  100«"  Centimeter  =  1000°»"  Millimeter. 

Früher  legte  man  in  Frankreich  und  noch  jetzt  in  den  übrigen  Ländern 
die  willkürlich  gewählte  Einheit  des  Fusses  (ungeföhr  von  der  Länge  des 
menschlichen  Fasses)  zu  Grunde. 

Eine  Yergleichung  der  wichtigsten  Fussmaasse  mit  dem  Metermaass  gibt 
folgende  Zusammenstellung. 


M^..     1     Pari»cr    1   Preussen 
Meter            p^^^        Rhnld.Fu»8 

Enrlaad 
Fuss 

Gestenreich 
Wien.  Fuss 

Baiern 
Fuss 

Baden 
Fuss 

Hannover 
Fqss 

Kurhessen ; 
Fuss 

1      1  »        3,078  U4  1  3,186  199 

1                    : 

3,880  899 

8,168  446 

3,4S6  810 

3,838  338 

• 

3,488  547 

3,475  854  1 

1 

Mit  Preussen  hat  Dänemark,  mit  England  Bussland,  mit  Baden  die 
Schweiz  gleiches  Fussmaass. 

Der  Fuss  wird  eingetheilt  in  12  Zolle,  der  Zoll  in  12  Linien 

r  =  12"  =  144'". 

Vielfach,  besonders  bei  Landvermessungen ,  wird  der  Fuss  auch  nach 
dorn  Decimalsjstem  getheilt 

1'  =  10"  =  100"'. 

Das  Flächenmaass  wird  im  neufranzösischen  System  durch  Quadrirung 
des  Meter  erhalten,  und  ebenso  das  Eörpermaass  durch  Kubation  des  Meter. 

1«"»  Quadratmeter  =  100**"»  =  10000«^  =  1000000«°^. 
1km  =  Kubikmeter  =  1 000>^*»  =  1 000000"^«°^  =  1000000000^». 

Es  wird  leicht  sein,   das  Yerhältniss  der  Quadrat-  und  Kubik-Fusse, 
Zolle  etc.  zum  französischen  Flächen-  und  Kubikmaasse  zu  erhalten, 
iqm  =  9,476817  D'  Paris.  =  10,16187  D'  preuss.  etc. 
1km  =  29,17386'  kub.  Paris.  =  32,34687'  kub.  preuss.  etc. 

Als  Einheit  des  Hohlmaasses  geht  das  französische  Maasssystem  von  dem 
Bauminhalt  eines  Kubikdecimeter  aus  und  nennt  dieses  ein  Litre. 

In  den  Übrigen  Ländern  ist  das  Hohlmaass  aus  dem  Fussmaass  verschie- 
den gebildet.  In  Preussen  ist  das  Quart  =  64"  kub. ,  in  England  die  Gallone 
=  277,2738"  kub.,  in  Baiem  das  Maass  =  84,304"  kub.  u.  s.  f. 

Es  ist 

1  Litre  =  0,8733386  preuss.  Quart  =  0,9364301   bair.  Maass  =  0,2200967 

engl.  Gallone. 

Auch  die  Einheit  des  Gewichtes  ist  im  französischen  Maasssytsem  von 
der  Einheit  des  Längenmaasses  abgeleitet.  Man  geht  vom  Centimeter  aus  und 
nennt  das  Gewicht  eines  Kubikcentimeters  Wasser  von  4^  C  auf  der 
Sternwarte  zu  Paris  1  Ghramm. 

Im  gewöhnlichen  Leben  wird  das  Gewicht  von  einem  Litre  Wasser  als 
Einheit  genommen.  Dasselbe  enthält  1000^  kub.  und  wiegt  daher  1000^. 
Dieses  Gewicht  wird  Kilogramm  genannt. 
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Die  ünterabtheilungen  des  Grammes  Bind  nach  dem  Decimalsystem  ge- 
büdet. 

lg»  =  lOdgr  Decigramme  =  lOO««'  Centigramme  =  1000°»«'  Milligramme. 
In  den  übrigen  Ländern  ist  die  Einheit  des  Gewichtsmaasses  das  Pfund, 
welches  sich  in  den  meisten  von  V2  Kilogramm  nicht  bedeutend  unterscheidet. 
In  den  Ländern  des  deutschen  Zollvereins  ist  grösstentheils  in  der  neueren 
Zeit  das  halbe  Kilogramm  auch  als  Einheit  des  Landesgewichts  eingeführt,  so 
in  Preussen,  Sachsen,  Baden,  Hessen  u.  s.  f.   Eine  Vergleichung  der  wichtig- 
sten Pfunde  mit  dem  Kilogramm  bietet  folgende  Zusammenstellung : 
1  Kilogr.  ==  2,204597  Pfd.  englisch  Avoirdupois, 
=  1,786714    „     baierisch, 
=  1,786675    „     österreichisch, 
=  2,441883    „     russisch, 
=  2,002768    „     dänisch  und  norwegisch, 
=  2,351063    „     schwedisch  Schalgew., 
=  2,000000    „     Zollgewicht,  preussisch,  hessisch  etc. 
In  den  deutschen  Staaten,  in  denen  neuerlichst  das  72  Kilogramm  als 
Landesgewicht  eingeführt  ist,  wird  das  Pfund  eingetheilt: 
1  Pfund  =  30  Loth 

1  Loth  =  10  Quent 

1  Quent  =  10  Cent 

1  Cent  =  10  Korn, 
es  ist  somit 

1  Loth  =  16,6668^  1  Cent  =  0,1666«' 
1  Quent  =  1,6  6668^  1  Korn  =  0,01  eee«* . 
Um  eine  Bichtung  im  Raum  mit  einer  andern  zu  vergleichen,  hat  man 
ein  Maass  fElr  Winkel  oder  Bichtungsverschiedenheiten  eingeführt.  Man  theilt 
zu  dem  Ende  überall  den  Kreisumfang  in  360  Theile ,  deren  einer  Grad  ge- 
nannt wird.  Der  Grad  wird  in  60'  Minuten,  die  Minute  in  60"  Sekunden 
getbeilt.  • 

Die  Erscheinungen ,  welche  wir  in  der  Physik  zu  betrachten  haben,  treten 
nicht  nur  räumlich,  sondern  auch  zeitlich  verschieden  auf.  Wir  haben  daher 
in  vielen  IWen  auch  die  Zeit  zu  messen.  Das  Zeitmaass  ist  auf  die  Länge  des 
Tages  gegründet,  es  ist 

1  Tag  =  24  Stunden 

1^  Stunde  =  60'  Minuten 

1'  Minute  =  60"  Sekunden. 
In  der  Physik  dient  meist  die  Sekunde  als  Einheit  der  Zeit. 

lieber  einige  Messinstromente. 
Der  Comparator. 

Wir  beziehen  in  der  Physik  alle  Längeneinheiten  auf  das  Meter,  den 
IQmillionten  Theil  des  Erdquadranten.   Da  es  schwierig  ist,  jedes  Moteruiaass 
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ilurcb  direkte  Meaaung  am  Erdniericiian  in  erbalfen,  so  bat  man  ein  Ueter  ans 
Platin  constniirt,  welches  als  Etalon  in  den  Pariser  Archiven  aufbewahrt 
wird.  Nacli  diesem  Muster  werden  alle  Meter  hergestellt,  welche  in  Oebrauch 
sind.  Es  ist  jedoch  ftnsserst  schwierig,  nach  diesem  Muster  eine  Copie  eu  ver- 
fertigen, und  es  gelingt  nur  nach  einer  äuBsorst  sorgfaltigen  Vergleichung  mit 
Hilfe  von  Instrumenten,  welche  den  Namen  Comparatoren  führen.  Wir  wol 
ein  solches  sehr  einfaches  von  Fortin  conatruirt«s  Instrument  beschreilien. 

Ein  breite  Platte  von  gebobeltem  Gussei.^yn  dient  dem  Appnmt  (Fig. 
als  BuHi^. 


1 


obachlea  m 
^imUcldM 


Diese  Pkttt-  W,it/.t  uu  dei.i  einen  Ende  oin  mit  SdLriiul.L'ii  bofestigUs 
stilblemeB  ÄufsatidtUck  C;  un  dieaum  beündet  sich  eine  vorsp  ringen  de  stum- 
pfe Schneide,  gegen  welche  das  Meier  fest  angelegt  wird.  Gegen  das  andere 
Ende  des  Apparats  hin  ist  ein  stKhlenier  Stift  DE  angebracht,  der  seiner 
Lllngc  nacli  gleiten  kann^  man  kann  ihn  von  D  nach  £  hin  verschieben,  aber 
eine  Spiralfeder  drückt  ihn  immer  nach  D  liin  zurUck.  Der  Messapparat  das 
Instrumentes  wird  von  einem  am  eine  Axe  0  beweglichen  Winkelhebel  ZGE 
gebildet  Der  Winkelhebel  hat  einen  sehr  kürten  Arm  OE,  der  durch  eine 
Pedur  F  immor  an  das  Ende  E  des  Stiftes  DE  angedrückt  ist,  und  einen 
lOOmal  längeren  Arm  ZG,  dessen  Ende  auf  einem  gotheilten  Kreisbogen  sich 
bewegt.  Bei  L  befindet  sich  eine  Lupe,  durch  welche  man  scharf  beobachlea  | 
kann ,  an  welchem  Theilstrich  das  Endo  Z  ansf«ht. 

Um  nnn  ein  Meter  zu  prüfen,  vorfBhrt  man  folgendermaoaaen.  Zm 
legt  man  den  Etalon,  mit  welchem  man  den  Maassstab  vergleichen  will,  gegeii  ' 
die  Schneide  bei  C  und  richtet  ihn  gerade  durch  Anschieben*  an  die  beiden 
festen  Anfsatzatöcke  Jtf  und  N.  Der  bewegliehe  Stift  DE  wird  dann  durch 
die  ihn  umgebende  Spiralfeder  gegen  das  Endo  Ä  des  Ktulons  gediUckt;  der 
Hebelann  GE  wird  dann  durch  die  Feder  F  an  das  vordere  Endo  E  iles  8tif- 
t*i8  DE  angedrückt  nnd  der  Zeiger  GZ  »telU  sich  auf  irgend  einen  Theilstrich 
der  Theilung  ein.    Man  beobachtet  und  bemerkt  sich  denselben. 

Darauf  ersetzt  mau  den  Ebdon  durch  den  Maasestab,  der  goprUft  werden 
Holl.    Wenn  der  Zeiger  dann  genau  auf  demselben  Theilstrich  einst^-ht,  so  iat 
derselbe  richtig,    zeigt  er  anf  eine  andere  Stelle  der  Theilung,    ao  ist  i 
Mussstab  unrichtig  und  mutis,  je  nachdem  der  Zeiger  sich  mehr  oder  wenig 
entfernt  von  Z  einstellt,  verkürzt  oder  verlSngert  werden. 

um  die  Empfindlichkeit  des  Apparates  zu  beortlieilen ,  genügt  es  i 
acht^,  doss  der  Unt«rBchied  der  beiden  verglichenen  MaaaaatAbe  in  de 
wegnng  des  ilebclendos  Z  bnndertninl  grSsser  erscheint,  weil  der  Arm  ZQ  i 
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tTinkelhebels  lOOmsl  grSsaer  ist  als  der  Ann  GE,  Da  man  nan  eine  Verschie- 
bong  von  O"^,!  auf  der  Theilnng  mit  Hilfe  der  Lupe  noch  recht  gat  wahr- 
nehmen kann,  so  kann  man  einen  unterschied  der  MaassstSbe  von  O^^^iOOl 
noch  gut  bestimmen. 

Die  Yergleichnng  eines  Uaaesstabes  mit  dem  Etalon  ist  aber  dennoch 
meiet  nicht  so  einfach,  da  nur  selten  der  verglichene  Maassstab  von  Platin 
verfertigt  ist.  Die  WSrme  dehnt  nfimlich  alle  EOrper  aus ,  und  der  als  Etalon 
benatite  Flatüunaassstab  bat  nnr  bei  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises 
genau  die  ULnge  des  als  Einheit  angenommenen  Meters.  Man  muss  daher  alle 
Vergleichnngen  bei  dieser  Temperatur  ausfahren,  oder  wenn  man  sie  bei 
einer  andern  Temperatur  ausgefOhrt  hat,  BOcksicht  nehmen  auf  die  Auadeh- 
nong  der  Kfirper  durch  die  Wärme,  welche  für  die  verachiedenen  Maassst&be 
eine  andere  ist,  wenn  sie  nicht  aus  dem  gleichen  Matertal  gefertigt  sind.  Da- 
durch wird  das  Verfahren  etwas  compUcirter;  wir  werden  später  sehen,  wie 
tnui  diese  nothwendigen  Correctionen  anbringen  kann. 

Mit  Hilfe  des  Comparators  kann  man  sich  also  jeder  Zeit  ein  genaues 
Meter  verschaffen.  Ist  das  geachehen ,  so  mflsseu  wir  dasselbe  in  seine  Unter- 
abtbeilnngen,  Decimeter,  Centimeter  und  Millimeter  theilen.  Diese  gleich 
uhwierige  Operation  geschieht  mittels  der  TheÜmascbine. 

Die  Thellnaschlne. 

Der  wichtigste  Theil  dieses  Apparates  ist  eine  Mikrometerschraube.  Die- 
selbe ist  auf  einem  mSglichat  homogenen  Cylinder  von  hartem  Stahl  ein- 
schnitten und  hat  eine  Länge  von  50 — 80  Centimeter.  Bei  der  Herstellung 
'i^rselben  sucht  man  es  dahin  zu  bringen,  dass  ein  Schraubengang  genau 
«ioem  Millimeter  entspricht,  das  heiast  also  einmal  zu  erreichen,  dass  die 
°Ohe  aller  Schraubengänge  unter  sich  gleich  und  jeder  gleich  einem  Milli- 
iieter  ist.  Es  muss  also  die  Anzahl  der  Scbraubengänge  genau  der  Anzahl 
Millimeter  entsprechen,  welche  der  Cylinder  lang  ist.  Absolute  Genauigkeit 
"^tin  natttrlich  nicht  erreicht  werden ,  die  Ungenauigkeiten  dürfen  aber  nur 
^hr  klein  sein  und  müssen  durch  Messung  bestimmt  werden.  Bei  der  Be- 
^^^hreibong  des  Distrumentes  und  seiner  Anwendung  nehmen  wir  an,  dass  die 
^^^iraube  möglichst  genau  gearbeitet  sei. 

An  seinen  beiden  Enden  ist  der  mit  der  Schraube  versehene  Cylinder  in 
^^ei  Zapfenlager  P  und  B  (Fig.  2.)  eingeschlossen,  in  denen  er  steh  mit 
'*'*Jifter  Reibung  drehen  kann  ohne  die  geringste  fortechreitende  Bewegung  an- 
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zanelimen;   eine  Kurbel  A^  welche  man  mit  der  Hand  dreht,  bringt  diese 
Bewegung  hervor. 

Die  Schraube  geht  in  einer  Mutter  Qy  welche  sie  umfasst  und  welche  sich 
nicht  mit  derselben  drehen  kann.  Die  Mutter  bewegt  sich  daher  vorwärts  oder 
rückwärts,  wenn  man  die  Schraube  in  dem  einen  oder  andern  Sinne  dreht. 
Die  Mutter  theilt  ihre  Bewegung  einer  stählernen  Platte  F  mit,  welche  an 
ihr  befestigt  ist.  An  der  Platte  F  ist  ein  Grabstichel  H  angebracht,  der  also 
genau  die  Bewegung  der  Platte  und  somit  der  Schraubenmutter  Q  annimmt. 

Es  ist  klar,  dass  durch  eine  ganze  Umdrehung  der  Kurbel  der  Grab- 
stichel um  die  Höhe  eines  Schraubenganges,  also  um  1™°^  fortschreitet,  durch 
eine  zehntel,  hundertstel,  tausendstel  Umdrehung  bewegt  sich  auch  der  Sti- 
chel um  0°™,l,  CT"» ,01,  0°^"»,001  fort.  Es  genügt  daher  den  Bruchtheil  der 
Umdrehung  der  Schraube  zu  kennen,  um  genau  zu  wissen,  wie  weit  der 
Stichel  vorangeschoben  ist. 

Es  ist  deshalb  an  dem  mit  der  Kurbel  versehenen  Ende  der  Schraube  auf 
den  Cylinder  eine  kreisförmige  Scheibe  D  aufgesetzt,  welche  sich  mit  der 
Schraube  dreht  und  deren  Band  in  100  oder  mehr  Theile  getheilt  ist;  ein 
unbeweglicher  an  dem  Tisch  des  Apparates  angebrachter  Zeiger  C  gibt  dann 
an,  um  wieviel  Theile  einer  Umdrehung  die  Schraube  gedreht,  um  wieviel 
hundertstel  eines  Millimeter  also  der  Stichel  voran  geschoben  ist. 

Will  man  nun  z.  B.  eine  Glasröhre  theilen,  so  legt  man  dieselbe,  wie 
die  Figur  anzeigt,  auf  2  Lager,  in  denen  sie  durch  2  Fäden  L  und  K  fest- 
gehalten  wird,  so  dass  sie  sich  drehen  aber  nicht  ihrer  Länge  nach  bewegen, 
kann.  Man  nimmt  dann  als  Stichel  einen  Schreibdiamanten  imd  führt  ihn. 
mittels  der  Schraube  an  das  Ende  der  Bohre.  Dort  macht  man  den  ersten 
Strich,  indem  man  den  Diamanten  mit  der  einen  Hand  sanft  auf  die  Böbra 
drückt  und  mit  der  anderen  die  Bohre  in  ihren  Lagern  herumdreht.  Daraaf 
dreht  man  die  Kurbel  um  w  Theile  des  K[reises  und  bewirkt  dadurch  ein  Fort- 
schreiten des  Diamanten  um  n  0™°^,0l.  Man  zieht  den  zweiten  Strich  und 
fährt  so  fort,  bis  man  die  gewünschte  Thieilung  vollendet  hat. 

Dies  war  die  Theilmaschine  in  ihrer  ersten  Gestalt,  theoretisch  zwar 
vollendet,  aber  für  die  praktische  Anwendung,  wie  jeder  sieht,  sehr  un- 
bequem. Man  hat  daher  an  derselben  manche  Verbesserungen  angebracht. 
Eine  volkommnere  zeigt  Fig.  3. 

Die  Basis  M  ist  von  Gusseisen  und  stellt  eine  Eisenbahn  dar,  deren 
obere  Schienen  sorgfältig  abgehobelt  sind.  Die  Mikrometerschraube  sieht  man 
bei  F  und  die  von  ihr  bewegte  Mutter  ist  an  der  Platte  G  befestigt,  welche 
mit  ihr  auf  den  Schienen  gleitend  sich  bewegt.  Auf  dieser  Platte  wird  das  zu 
theilende  Object  befestigt;  der  Grabstichel  befindet  sich  bei  H  und  steht  fest; 
das  zu  theilende  Object  bewegt  sich  und  bietet  nach  und  nach  der  Wirkung 
des  Stichels  seine  verschiedenen  Punkte  dar.  Zur  grösseren  Bequemlichkeit 
befindet  sich  die  Kurbel  bei  A  und  dreht  die  Schraube  mittels  zweier  Zahn- 
räder,  welche  unter  einem  rechten  Winkel  in  einander  greifen.     Soweit  ist 


die  Maschine  leicht  TerBtSndlich ;  zwei  Punkte  liaben  wir  jedoch  nocb  hervor- 
znhebeti,  nSmlich  die  Art,  wie  der  Qrabslicbel  angebracht  ist  und  wie  man  die 
Umdrebnng  der  Scbraab«  miast 


Man  ziebt  »uf  einem  Maagsutabe,  den  man  theilen  will,  nicht  alle  Striche 
gleich  lang,  gondern  den  ersten  lang,  dann  4  kurze,  den  5.  von  mittlerer 
Unge,  dann  wieder  4  kurze  und  den  zehnten  mit  dem  ersten  von  gleicher 
liSuge.  Bei  der  alt«n  Maschine  musste  die  Hand  des  Tbeilenden  diese  Gmp- 
piroiig  der  Linien  besorgen;  das  erforderte  Geschicklichkeit  und  stete  Auf- 
DKrksamkeit ,  ohne  dass  man  jedoch  im  Stande  war,  die  gewünschte  Begel- 
K^igkeit  zu  erreichen.  Die  neue  Kinrichtung  des  Grabstichels  jedoch ,  wie 
>i«  Fig.  3  perBpectivisch  und  Fig.  i  vom  Profil  zeigt,  enthält  einen  beson- 
deren UechanismuB  zur  Lßsuug  dieser  Aufgabe.  Man  hat  in  der  Hand  den 
Illeinen  Haken  Ü  (Pig.  4). 

Man  zieht  denselben  an- 
"^  gegen  sich  hin,  indem 
'»Ui  ihn  ein  wenig  aufhebt, 
^^na  schiebt  man  ihn  leicht 
niederdrückend  zurück.  Dabei 
dringt  der  Stift  ein  wenig  in 
das  lu  theilende  Object  ein  und 
tinlerlSsst  den  Strich.  Um  nun 
dem  Striche  die  gewünschte 
Länge  zu  geben ,  genügt  es, 
den  Gang  des  Stichels  paesend 
m  hemmen. 

Dazu  ist  über  dem  Stichel 
ein  Bad  LVX  (Fig.  4)  ange- 
bracht, welches  sich  um  eine  feste  Achse  drehen  kann;  das  Bad  besteht  aus 
xvei  kreisrnnden  Platten,  deren  eine  L  auf  ihrem  umfange  mit  Zähnen 
versehen  ist,   die  andere    VX  aber  mit  Ausschnitten,    welche   abwechselnd 
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LiA^i.  wi  i:-r;i  i-ai  t"-^«g  4rrT  Setiffe  i«::li«  wa^l^  In  dem  Augen- 
':.Ü'.i  iix..  ■■"-■  ~'-  ii^  HAkeE  f  &iuieL<,  '^-ewar-  ti-ti  rin  rorsisiii^ndes 
^kE.i£  'o^ii  I  ft^£'äB  -iis  Ea-i.  drinz:  in  >Ti^n  ti^f-iroi  Amschcitt  ein  und 
Vi-  — ^  tif  >^*  K>iT&  deueii>^B  u;^:eecfid  Öic  Bevt^sBg  lies  Schreibstiftes. 
W«a  =iK;  d*£=  -iis  Scir  i^rfi^t-üei; .  sc  b«w«t  tr  sei  sC-  weit,  bis  er  au 
ier.  TcT^jr::^  T  !■;."■=■:.  weltt^r  um  nieln  wä»a-  r:  gehen  erlaabt. 

Wic^is.'i  d>:^i^r  B^vr^rm^  gr^^  ncn  abo'  ön  H^fc.=7i  £  in  die  Zihne  des 
£»ä^  L .  drefat  «s  um  eiatn  Z*lm  totui  cnid  To^ebi^l  den  Aasechnltt  d«s 
BM>?alJe^tBdcs  Bades  T.  Wean  nun  dann  d^  Süft  rcn  neaem  anzieht,  so 
tri£  ^  nieht  a^hr  aof  einen  Ansschnin ,  äcndeni  acf  ica  iass^ren  TTmfimy 
dce  B^läi.  wirkber  an  die  Stelle  des  Angrimiite»  geoet^i  ist.  Die  Bewegnng 
de^  ^tkelj  geh'!  däbcr  nicht  so  «dt  and  do'  ti»  ihm  geaucfate  Strich  wird 
kttn«T.  Bei  jeder  Bewegung  geht  diesdbe  Drehung  der  Bider  tot  nnd  kommt 
ia  fBnAe  Strith.  so  dringt  der  5tift  X  wieder  in  einen,  abo'  wenigsr  tiefen 
An^Mbnin.  Dadorch  wird  der  Strich  länger  «If  die  Tier  Torbergebenden,  aber 
kfirier  ah  der  erste.  Kurz  der  Arbeiter  braachl  sieh  nicht  um  die  LSnge  der 
Tbeüe  za  bekümmern,  sie  werden  g<^nac  gez>>gen  tind  jedesmal  der  fOnfU 
nnd  zehnte  -lud  dorch  ihre  ^"/sixK  lAng«  herrorg^hv-lvn- 

Dcr  zweite  Meehanismii: .  den  wir  nc-ch  zn  beächrviben  haben,  hat  eben- 
ÜÜä  die  Aufgäbe,  die  Arbeit  zu  Tereinfacben.  Wenn  man  mit  der  alten  Ua- 
Bcbine  iheQte,  io  mnfete  man  zn  jedem  TheiUtrich  die  Sdiranbe  nin  denMlbeo 
Winkel  drehen;  da?  erforderte  jedesmal  eine  kleine  Beehenopention.  Mut 
drehte  z,  B.  tob  dem  Theilatrioh  0  nach  lä,  von  dem  nach  24,  36  tu  s.  f., 
alles  daö  erforderte  eine  gewisse  geistige  Arbeit,  denn  es  bedttrfte  immo^iin 
ri^mliptinr  Ao^erksamkeit,  um  genau  den  richtigen  Theiktrich  ni  treffen. 
Alles  dieses  wird. durch  den  nun  zu  beschreibenden  Mechanismus  geleistet. 

Hi_  ^-  Die   Utkrometerschranbe 

M  liegt  (Fig.  ö)  in  dem  Lager 
.^^,  welches  in  derZeiclmiui^ 
oSengelegt  ist,  in  der  sie  sich 
ohne  VCTrtekung  dreht;  sie 
I  TerlSngert  sich  dann  dnrch  ein 
'  Zahnrad  R  aad  endigt  mit  der 
AieX 

Die  Aze  A  ist  omgebeii 
Tön  einem  Stdcke  CCDR 
daf  die  Zeichnung  im  Dturli' 
schnitt  zeigt;  dieses  wird  toh 
der  Kurbel  A  (Kg.  3)  in  B«- 
wegung  gesetzt  durch  die  beiden  Zahnräder  B  und  B'.  An  dem  ÄnaabstBck 
befindet  sich  eine  grosse  und  dicke  kreisförmige  Scheibe,  auf  deren  Bussere» 
Umfang  E  ein  Schraubengewinde  eingeschnitten  ist,   dessen  Aoignbe  gleitli 
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hervortreten  wird.  Es  ist  klar ,  dass  dieses  Stück ,  welches  ohne  Reibung  auf 
die  Axe  A  aufgesetzt  ist,  sich  umdrehen  kann,  ohne  die  Mikrometerschraube 
If  zu  drehen. 

An  dem  Umfange  der  Scheibe  E  ist  jedoch  eine  Feder  befestigt  Z7P, 
welche  mit  dem  einen  Ende  in  die  Zähne  des  Bades  R  eingreift.    Dreht  man 
die  Kurbel  so,  dass  die  Scheibe  E  sich  von  F  gegen  U  hin  bewegt,  so  gleitet 
die  Feder  über  die  Zähne  hin,    ohne  das  Bad  zu  bewegen,    also  ohne  die 
Schraube  zu  drehen.    Der  Haken  V  dient  ausserdem  noch  dazu ,  das  Bad  vor 
einer  Drehung  in  dem  Falle  zu  schützen.    Wird  jedoch  die  Scheibe  E  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  gedreht,   so  drückt  die  Feder  gegen  einen  Zahn  des 
Rades  2?,  treibt  es  voran  und  ertheilt  somit  der  Schraube  eine  Drehung  von 
genau  gleicher  Grösse  mit  der ,  welche  die  Scheibe  erhielt.   Durch  diesen  Me- 
dianismus  ist  also  die  Mikrometerschraube  nur  mehr  in  einem  Sinne  drehbar; 
jede  Bewegung  der  Scheibe  von  U  gegen  F  hin  theilt  sich  der  Schraube  mit, 
jede  von  F  gegen  U  gerichtete  Drehung  lässt  sie  in  Buhe. 

Nun  bemerken  wir  in  der  Nähe  des  Kreises  E  ein  Zahngetriebe  K^  wel- 
ches in  die  auf  E  eingeschnittenen  Schraubenwindungen  eingreift;  wenn  die 
Scheibe  einmal  vollständig  sich  dreht,  so  geht  das  Trieb  um  einen  Zahn  voran, 
entweder  in  dem  einen  oder  andern  Sinne.  An  der  Scheibe  ist  ein  Vor- 
sprung J,  an  dem  Trieb  eine  Hemmung  Z,  und  die  Bewegung  des  Kreises 
vonP  nach  U  sowie  des  Triebes  ist  gehemmt,  wenn  der  Vorsprung  I  und 
die  Hemmung  Z  auf  einander  treffen.  Wir  beginnen  nun  damit  I  und  Z  in 
^Berührung  zu  bringen;  ist  das  geschehen,  so  ziehen  wir  auf  dem  zu  theilen- 
den  Object  den  ersten  Strich.  Darauf  drehen  wir  die  Scheibe  E  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  und  drehen  so  die  Schraube;  das  Zahngetriebe  K  dreht  sich 
dann  in  der  Bichtung  von  X  nach  Z  und  nach  einiger  Zeit  triift  ein  Ansatz- 
stück D  an  der  Scheibe  mit  der  zweiten  Hemmung  X  des  Triebes  zusammen, 
^orch  ist  nun  die  Bewegung  wieder  gehemmt  und  die  Schraube  hat  je  nach 
der  Stellung  der  beiden  Hemmsysteme  eine  genau  bestimmte  Drehung  zurück- 
gelegt Man  zieht  dann  einen  zweiten  Theilstrich  und  dreht  währenddes  die 
Kurbel  A  (Fig.  3)  im  entgegengesetzten  Sinne ,  wodurch  die  Schraube  keine 
Bewegung  erhält,  aber  die  beiden  Vorsprünge  I  und  Z  in  Berührung  gebracht 
Verden,  wie  sie  es  anfänglich  waren.  Man  kann  dann  wieder  zurückdrehen, 
eiaen  Theilstrich  machen  und  so  fort,  ohne  die  Umdrehung  gemessen  zu 
^ben.  Was  also  vorhin  grosser  Aufmerksamkeit  bedurfte,  das  rechtzeitige 
^'»kalten  der  Schrauben,  das  bewirkt  hier  die  Maschine  selbst.  Fügen  wir  noch 
''^'^f  dass  die  Hemmungen  /und  Z  unveränderlich  fest,  die  beiden  anderen 
^  Qnd  D  verstellbar  sind,  und  dass  eine  Theilung  auf  dem  Kreise  CC,  an 
^«khem  der  Stift  D  befestigt  ist,  den  Theil  der  Umdrehung  bestimmt,  nach 
^^''^  die  Hemmungen  wieder  auf  einander  treffen,  so  ist  es  klar,  dass  man 
*•  l^eilstriche  in  beliebiger  Entfernung  auf  dem  zu  theilenden  Objecte  an- 
^^^^enkann. 

Ohne  auf  die  vielfachen  Anwendungen  der  Theilmaschine  einzugehen. 
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kommen  wir  jetzt  wieder  zu  der  Aufgabe  zurück ,  welche  uns  veranlasste ,  sie 
zu  beschreiben.  Wir  haben  einen  metallnen  Maassstab  von  einem  Meter 
Länge  und  wollen  ihn  in  Millimeter  theilen.  Wäre  die  Maschine  ganz  voll- 
kommen, 80  wäre  die  Arbeit  sehr  leicht;  man  regelte  den  Lauf  der  Hem- 
mungen J)  und  X  derart,  dass  sie  nach  einer  ganzen  Umdrehung  auf  einander 
träfen  und  die  Theilstriche  würden  genau  ein  Millimeter  von  einander  entfernt 
sein.  Wäre  der  erste  an  dem  einen  Ende  des  Meters  gezogen,  so  würde  der 
tausendste  das  andere  Ende  treffen.  In  der  Praxis  ist  das  jedoch  nicht  zu 
erreichen;  es  ist  daher  unsere  erste  Aufgabe,  die  Maschine  selbst  zu  unter- 
suchen. Zu  dem  Ende  befestigt  man  das  durch  den  Comparator  verglichene 
Meter  auf  der  mit  der  Schraube  parallelen  beweglichen  Platte,  bringt  über 
demselben  ein  mit  Fadenkreuz  versehenes  Mikroskop  an  und  stellt  den  Stichel 
genau  auf  das  Ende  des  Meter  ein.  Darauf  setzt  man  die  Maschine  in  Gang 
und  bestimmt  die  Anzahl  von  Umdrehungen ,  deren  es  bedarf,  um  das  andere 
Ende  des  Meter  zu  erreichen.  Das  lässt  gich  nicht  auf  einmal  durchführen^ 
weil  die  Schraube  nicht  1°^  lang  ist,  man  theilt  deshalb  das  Meter  in  mehrere 
Theile  und  verfährt  in  der  angegebenen  Weise  für  die  einzelnen  Theile.  Im 
allgemeinen  wird  man  nun  niemals  finden,  dass  genau  1000  Umdrehungen 
der  Schraube  einem  Meter  entsprechen,  man  hat  dann  den  Werth  einer  Um- 
drehung zu  berechnen. 

Habe  man  z.  B.  gefunden,   dass  bereits  998  Umdrehungen  hinreichen, 
um  das  andere  Ende  des  Meter  zu  erreichen,   so  ist  der  Werth  einer  Um- 

drehung  gleich  -^^^  Millimeter  gleich  1,002™°*.  Will  man  daher  den  Maass- 
stab in  1000  Theile  theilen,  so  genügen  für  den  Abstand  zweier  Theilstriche 
0,998  eines  Schraubenganges  und  man  hat  daher  die  Schraube  auch  nur  um 
diesen  Theil  eines  Schraubenganges  zu  drehen,  tn  dem  Falle  ist  man  sicher, 
dass  der  tausendste  Theilstrich  das  andere  Ende  des  Meter  erreicht  und  dass 
der  Abstand  zweier  Theilstriche  bis  auf  geringe  Ungleichheiten  in  der  Höhe 
der  einzelnen  Schraubengänge  genau  V^^  beträgt. 

Mit  Hilfe  dieser  Maschine  sind  wir  also  im  Stande  Maassstäbe  zu  irgend 
welchen  Längenmessungen  in  Millimeter  zu  theilen.    Das  genügt  jedoch  nicht 
immer,  oft  ist  es  nothwendig,  noch  die  Unterabtheilungen  des  Millimeter  aus — 
zuwerthen.   Dazu  dient  der  Nonius. 

Der  Nonius. 

Nehmen  wir  einen  Maassstab  von  genau  9™°*  Länge  und  theilen  ihn  mi^H 
der  Theilmaschine  in  10  genau  gleiche  Theile ,  legen  ihn  dann  der  Länge  nacbn:: 
an  unser  getheiltes  Meter ,  so  dass  er  längs  des  getheilten  Bandes  verschobei 
werden  kann,  so  ist  dieser  einfache  Apparat  ein  Nonius.  Da  die  Länge  de 
Maassstabes  9™"  in  10  Theile  getheilt  ist,  so  ist  der  Werth  jedes  Theilstriche 
0,9  Millimeter.  Der  Werth  der  Theilung  unseres  Mctermaasses  ist  dagegei 
1™™ .   Der  Unterschied  beider  daher 

imm  —  0"",9  =  0"",1. 
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Es   folgt  daraus,   dass,   wenn   die  beiden  Theilstriche  0   (Fig.  6)    zu- 

Fig.  6. 

i  ? 


sammenfallen ,  die  beiden  Theilstriche  1  um  0,1""  von  einander  abstehen, 
die  beiden  Theilstriche  2  um  0"",2  u.  s.  f.,  bis  der  Theilstrich  10  des  Nonius 
mit  dem  Theilstrich  9  des  Maassstabes  zusammentrifft.  Aehnlich  wird  es  sein, 
wenn  statt  der  Theilstriche  0  zwei  andere  Theilstriche  auf  einander  treffen, 
von  diesen  aus  werden  dann  die  beiden  nächsten  zu  jeder  Seite  um  1 ,  die  fol- 
genden um  2  Zehntel  eines  Millimeter  differiren. 

Nehmen  wir  nun  an,  man  wolle  die  Länge  eines  Objectes  mit  unserem 
>[etermaass  bestimmen  und  es  zeigte  sich,  dass  es  4°"  5""  und  einen  Bruch- 
theil  eines  Millimeters  (Fig.  7)  lang  wäre.  Dieser  Bruchtheil  wird  dann 
mittels  des  Nonius  bestimmt. 

Jftg.  7. 
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Zu  dem  Ende  fdhrt  man  den  Nonius,  bis  er  das  Ende  des  zu  messenden 
Objectes  berührt  und  sucht,  welcher  Theilstrich  des  Nonius  mit  einem  des 
Maassstabes  zusammenfällt.   In  unserer  Abbildung  ist  es  der  sechste. 

Von  diesem  ausgehend  findet  man  dann,  dass  die  Theilstriche  5, 
4, .  0  des  Nonius  um  0"",l,  0"",2  ....  0"",6  hinter  denen  des  Maass- 
stabes zurückbleiben.  Der  auszuwerthende  Bruchtheil  ist  demnach  0""*,6, 
Hein  Werth  ist  in  Zehntheilen  eines  Millimeters  angegeben  durch  die  Zahl, 
welche  neben  dem  mit  einem  des  Maassstabes  zusammenfallenden  Theilstrich 
steht. 

Wir  haben  bei  der  Beschreibung  des  Nonius  vorausgesetzt,  dass  derselbe 
eine  Länge  von  9""  habe  und  in  10  Theile  getheilt  sei.  Dadurch  erhielten 
wir  die  Theile  des  Millimeter  in  Zehnteln  angegeben.  Wir  können  nun  ebenso 
gut  die  Länge  desselben  zu  19"",  29"",  39""  nehmen  und  diese  Länge  in 
20,  30,  40  Theile  theilen;  wir  erhalten  dann  Zwanzigstel,  Dreissigstel, 
Vierzigste!  eines  Millimeter.  Wenn  man  jedoch  die  Theile  zu  sehr  verviel- 
fältigt, so  tritt  der  Uebelstand  ein,  dass  zur  Bechten  und  Linken  der  coinci- 
direnden  Theilstriche  eine  Anzahl  so  wenig  von  einander  abstehender  Theil- 
striche sich  findet,  dass  sie  noch  zusammenzufallen  scheinen  und  man  daher 
nicht  im  Stande  ist  anzugeben,  welche  nun  eigentlich  die  coincidirenden 
Theile  sind.  Indem  man  die  Theilstriche  möglichst  fein  zieht  und  dieselben 
durch  ein  Mikroskop  betrachtet,  kann  man  zwar  die  Genauigkeit  ziemlich 
weit,  vielleicht  bis  auf  0,01  eines  Millimeters  bringen;  es  gibt  jedoch  immer 
eine  Gh:^nze,  welche  nicht  überschritten  werden  kann. 


Der  Noniua  kann  an  allen  Theilungcn,  auch  en  getheiltcn  Kroisen  an- 
gebracht werden ,  dort  befindet  er  sich  auf  den  Alhidadcn.  Wir  werden  ihn 
an  allen  feineren  Mossapparaten  wiederfinden. 

Das  Sphftrometer. 
Die  Mibromctcrschraubu  diunt  nicht  allein  dazu,  Lfingen  zu  theilen,  son- 
dern findet  auch  stets  dann  Anwendung,  wenn  es  sich  darum  handelt,  sehr 
kleine  Abstände  zu  messen'nnd  deshalb  findet  man  sie  an  allen  dazu  bestimm- 
ten Apparaten.  Es  folge  hier  die  Beschreibung  eines  Appuratcä,  der  vorzUg- 
liuh  dazu  dient,  kleine  Höhenuntorschicde ,  z.  B.  die  Dicke  dünner  ebener 
Platten  zu  bestimmen. 

Das  Sphärometer' besteht  (Fig.  8)  aus  einer  möglichst  genau  gearbeiteten 
Mikromet«rschraube ,  deren  Gänge  die  Höhe  von  0"'",6  haben.  Dieselbe  be- 
wogt sich  in  einer  Mutter,  welche  mittels  dreier  FUsse  von  gut  gehfirtetem 
Stahl ,  die  in  feine  Spitzen  auslaufen ,  auf  einer 
horizontalen  vollkoinmen  ebenen  Glasplatte  fest 
aufgestellt  ist.  Die  Mikrometerschraube  hebt 
und  senkt  sich,  wenn  man  sie  dreht.  Man  kann 
sie  daher  mit  ihrer  Spitze  die  Glasplatte  berüh- 
ren lassen  und  sie  durch  Umdrehung  dann  in 
die  Höhe  führen.  Die  Höhe,  bis  zu  der  die 
Spitze  gehoben  ist,  ist  proportional  der  Dre- 
hung, welche  man  der  Schraube  ortheilt  haL 
Um  diese  Höhe  zu  messen,  ist  auf  einem  Fusse 
der  Schraubenmntter  ein  verticaler,  in  0,6  Milli- 
meter getheilter  Maassstab  befestigt,  der  auch 
zugleich  als  Index  dient.-  An  dem  Kopfe  der  Schraube  ist  ein  horizontaler 
Kreis  angebracht,  dessen  Umfang  in  500  Theile  getheilt  ist,  welche  beim 
Drehen  der  Schraube  an  dem  Index  vorttbergehen.  Um  bequemer  mit  dem 
Apparate  arbeiten  zu  können,  ist  auf  der  Mitte  der  Scheibe  ein  geriefter 
Knopf  angebracht,  den  man  mit  der  einen  Hand  dreht,  während  die  andere 
den  Apparat  fest  hält. 

Will  man  mit  dem  Apparat«  nun  z.  B.   die  Dicke  einer  planparallelen 
Glasplatte  bestimmen,  so  setzt  man  das  Instrument  auf  seine  Unterlage  und 
iKsst  zunächst  die  Schraube  so  weit  herab,  dass  ihre  Spitze  gerade  die  Unter- 
lage bertlhrt.     Um  das  zu  erreichen  lässt  man  zunächst  die  Schraube  ctwas^ 
zu  tief  herab;  stösst  man  dann  einen  derFüsse  leicht  an,  so  dreht  sich  dei — 
Apparat  um  die  Spitze  der  Schraube,  indem  die  FUsse  mit  geringer  Reibon^S 
auf  der  Unterlage  Kreisbogen  beschreiben.   Schraubt  man  dann  langsam  in  di^s 
Hohe,  80  wird  bei  leichtem  Anstosse  die  Bewegung  des  Apparates  an  ejnec" 
Stelle  eine  fortschreitende,  schwierigere  und  bald  ist  er  durch  einen  leicbtec^ 
Anstoss  nicht  mehr  zu  bewegen.     In  diesem  Augenblicke  hört  man  auf  di^ 
Schraube  zu  drehen,  denn  dann  berührt  die  Schraubenspitze  gerade  die  Platte  . 
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Man  liest  dann  die  Theilung  ab  und  berechnet  die  Höhe  der  Anfangs- 
stellong  der  Scheibe.  Befinde  sich  z.  B.  die  Scheibe  zwischen  den  Theil- 
strichen  3  und  4  des  seitlich  angebrachten  Maasstabes  und  stehe  der  Theil- 
strich  25  gerade  am  Index.  Da  die  Theilung  des  Maassstabes  in  0™™,5  ist,  so 
bedeutet  das  eine  Höhe  zwischen  1,5  und  2  Millimeter.  Nun  ist  die  Theilung 
des  Kreises  und  Index  so  gerichtet,  dass  jedesmal,  wenn  der  Theilstrich  0 
der  Ereistheilung  am  Index  vorübergeht,  die  Scheibe  genau  auf  einem  Theil- 
strich des  Maassstabes  einsteht.  In  unserem  Falle  steht  nun  der  Theilstrich 
25  am  Index,  die  Scheibe  ist  also  um  ^Vsoo  Theile  eines  Schraubenganges, 
oder  da  die  Höhe  eines  Schraubenganges  0™™,5  beträgt  um  0,025  Millimeter 
höher  als  1,5.  Die  Anfangsstellung  entspricht  also  in  unserem  Falle  einer 
Erhebung  von  1"'™,525  der  Scheibe  über  den  Nullpunkt  der  Theilung.  Nun 
schraubt  man  in  die  Höhe,  so  lange,  bis  man  das  zu  messende  Glasplättchen 
unter  die  Spitze  der  Schraube  einschieben  kann  und  verfährt  zur  genauen 
Einstellung  gerade  wie  vorhin.  Findet  man  dann  z.  B.  nach  genauer  Ein- 
stellung die  Höhe  der  Scheibe  zu  3™™,826,  so  ist  die  Dicke  der  Glasplatte 
gleich  der  Differenz  zwischen  den  beiden  gefundenen  Werthen,  gleich  3,826 
—  1,626  s=s  2°^,301.  Bei  zwei  aufeinander  folgenden  Messungen  derselben 
Dicke  wird  man  übrigens  bei  aller  Vorsicht  einen  Unterschied  von  einigen 
Theilstrichen  finden. 

Will  man  die  Dicke  eines  Körpers  messen,  der  nicht  direkt  unter  das 
Sphfirometer  gelegt  werden  kann,  z.  B.  die  Dicke  eines  sehr  feinen  Drahtes 
oder  eines  Haares,  so  bedient  man  sich  einer  planparallelen  Glasplatte,  legt 
diese  zunächst  unter  das  Sphärometer  und  bestimmt  die  Höhe  der  Schrauben- 
spitze.  Darauf  legt  man  den  Draht  unter  das  Glas  und  bestimmt  die  Höhe  der 
Scbraubenspitze  neuerdings.  Die  Differenz  beider  Stellungen  gibt  auch  dann 
die  gesuchte  Dicke  an. 

Dag  Kathetometer. 

Bei  physikalischen  Untersuchungen  findet  man  sich  so  oft  in  die  Noth- 
wendigkeit  versetzt,  kleine  und  grössere  Höhenunterschiede,  besonders  von 
Flüssigkeitssäulen  zu  messen,  dass  ein  besonderer  Apparat,  um  dieses  auszu- 
führen ,  Bedürfhiss  ist.   Ein  solcher  wird  uns  in  dem  Kathetometer  geboten. 

Derselbe  wurde  construirt  und  zuerst  angewandt  von  den  beiden  franzö- 
sischen Physikern  Dulong  und  Petit  bei  ihren  Untersuchungen  über  die  Aus- 
debnung  des  Quecksilbers  durch  die  Wärme.  Später  wurde  er  von  Pouillct 
vergrössert  und  Kathetometer  genannt. 

In  neuerer  Zeit  haben  ihn  vorzüglich  Magnus,  bei  seinen  Versuchen 
über  die  Ausdehnung  der  Gase  und  über  Spannkräfte  des  Wasserdampfes  und 
Begnault  zu  einer  Menge  ähnlicher  Versuche  benutzt.  Das  in  Fig.  0  (siehe  folg. 
Seite)  abgebildete  Kathetometer,  dessen  Beschreibung  hier  folgt,  ist  ein  aus- 
gezeichnetes von  dem  Mechaniker  Staudinger  in  Giessen  verfertigtes  Exemplar 
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Dio  weeentlicben  Bestandtbeile  deti  Appamles  uinf)  ein  verticaler  Hoaes- 
ittab,  an  dem  t'in  horizontalee  Fernrohr  auf  und  at^i'scfaoben  werden  kann. 
Man  stelJt  la  den  Messungen  das 
ilie  Kuppen  der  bei- 
ilun  FIUssiKkiiltsSulen  ein  und  diu 
I  willen  8tfllunj,«n  de«  Femroh  reu 
am  Maagäätab  geben  die  HSlieit- 
tlilferutiz    dur   lioidon   PlIiBttigkeiU- 

r/U^'lich  der  Apparat  int, 
Kvao  er  richlii;  geordnet  ist,  so 
unrichtige  lli'siiltate  kann  er  an- 
ilcmfallx  liefoin,  deshalb  wird  ea 
gut  Hein,  ihn  etwas  genauer  zu  be- 
schreiben. 

Auf  einem  massiven  eisernen, 
mit    drei    Stelltichraubon   SS    ver- 
äehcnen  Fusa  F  (Fig.  9)  steht  eine 
verticalc  sUlhleme  Axe;  sie  ist  bei 
L  sichtbar,    WO  die  MessinghOlle 
in    der    Zeichnung    fortgenommen 
ist.   Um  diL-se  kann  sich  ein  hohler 
Mcssingiylindur  IIII'  frei  drehen. 
Um  die  Urchung  lei^t  zu  machen, 
ist  deraulbe  üben  bei  H  yon  einer 
atablernen     Schraube     durcheetxt, 
welche    oben    auf   der   st&hlcmen 
Axe  aufsteht;   durch  gelindes  An- 
ziehen der  Schraube  kann  man  be- 
wirken, dass  die  Reibung  an  dem 
kinkren  Ende  der  HUlse,   wo  sie 
i  deu  Fuss   umgebenden 
Reif    sich    sttitit, 
sehr  gering  ist,  in- 
dem dieHttlse  dann 
■  fast  ganz  von  der 
'  Schraube  getragen 
wird.  An  der  Halse 

ist  nun  einerseits  der  Maassstab  Ali  der  Axe  genau  jiarallel,  an^der  anderen 
Seit«  ein  den  Haaesstab  als  Gegengewicht  bolancirender  massiver  Messing- 
cylinder  OG'  befestigt.  Der  MaaHSätab  Wsteht  aus  einem  Prisma  von  Gusa- 
stAhl,  dessen  Seiten  in  einer  Breite  von  8'"'°  mOgUchst  glatt  abgehobelt,  dann 
aber  stark  uisgehShlt  sind.     Der  Maassstab  ist  wie  das  Oegeogowicht  oben 
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und  anien  an  der  Hülse  befestigt.  Die  Basis  des  Prisma,  die  vordere  Seite, 
ist  ebenfalls  glatt  abgehobelt.  In  der  Mitte  derselben  ist  ein  Silberstreifen 
eingesetzt  von  1"',1  Länge  und  8"'"'  Breite.  Derselbe  ist  1'"  lang  in  Millimeter 
getheilt. 

Auf  den  glattgehobelten  und  geschliffenen  Seitenflächen  des  Prisma  glei- 
tet nun  ein  Schlitten  de  (Fig.  9  und  12)  auf  und  ab,  welcher  das  Femrohr  mit 
Zubehör  trägt.  Der  Schlitten  besteht  aus  2  Theilen,  die  in  der  Zeichnung 
mit  d  und  e  bezeichnet  sind.  Derselbe  gleitet  mit  sanfter  Reibung,  die  durch 
etwas  Oel  noch  vermindert  wird,  an  dem  Prisma  ganz  rogclmässig  und  ohn(5 
die  geringste  Schwankung  auf  und  ab.  Durch  eine  Klemmschraube  q,  welche 
ein  der  Seite  des  Prisma  angepasstes  Messingstück  gegen  das  Pnsma  drückt, 
kann  man  den  Schlitten  festhalten.  Im  Schlitten  ist  ein  abgeschrägter  Aus- 
schnitt, über  dem  Buchstaben  d,  dessen  eine  Seite  mit  einem  Nonius  ver- 
gehen ist,  der  gerade  an  der  Skala  des  Silberstreifens  anliegt.  Die  Stellung 
des  Schlittens  an  der  Skala  liest  man  durch  eine  Lupe  l  ab ,  der  Nonius  gibt 
direkt  0""",05. 

Der  obere  Theil  des  Schlittens  ruht  mit  einem  kleinen  Stahlfortsatz  auf 
dem  oberen  Ende  der  Mikrometerschraube  tn  und  wird  durch  eine  stählerne 
Feder  stets  fest  an  dasselbe  angedrückt.  Mittels  der  Mikrometerschraube 
kann  dieser  Theil  ein  wenig  gehoben  und  gesenkt  werden,  um  eine  möglichst 
feine  Einstellung  des  Femrohrs  auf  das  Beobachtungsobject  zu  erzielen. 

Das  Fernrohr  CD  (Fig.  9)  ruht  in  einer  Gabel  unveränderlich  fest  und  eine 
Libelle  N  ist  der  optischen  Axe  des  Femrohrs  genau  parallel  gestellt. 

Dies  ist  die  Gestalt  unseres  Messapparates ;  wir  haben  nur  noch  einiges 
hinzuzufügen,  wie  man  ihn  zureguliren  hat. 

Das  Femrohr  ist  ein  optischer  Apparat,  den  wir  später  zu  beschreiben 
haben.  Hier  müssen  wir  nur  erwähnen,  dass  es  in  seinem  Innern  2  unter 
einem  rechten  Winkel  gekreuzte  Spinnfäden  besitzt,  ein  so  genanntes  Faden- 
kreuz, welches  man  stets  zugleich  mit  dem  Object,  auf  welches  das  Femrohr 
eingestellt  ist,  genau  sieht.  Man  kann  leicht  bewirken,  dass  der  Kreuzungs- 
ponkt  der  Fäden  den  zu  fixirenden  Punkt  deckt.  Es  gibt  nun  in  jedem 
Fernrohr  eine  festbestimmte  Linie,  die  optische  Axe,  .  welche  durch  den 
Kreuznngspunkt  des  Fadenkreuzes  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Objectives 
geht  Wenn  nun  der  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  den  zu  fixirenden  Punkt 
deckt,  so  kann  man  sicher  sein,  dass  der  fixirte  Punkt  in  der  Verlängerung 
der  optischen  Axe  liegt. 

Die  Gabel,  in  welcher  das  Femrohr  liegt,  sowie  das  Femrohr  selbst, 
^d  genau  cylindrisch  gearbeitet.  Dreht  man  daher  das  Femrohr  in  seinen 
Wem  um  sich  selbst,  so  kann  seine  geometrische  Axe  nicht  geändei-t 
''erden,  es  darf  aber  auch  seine  optische  Axe  dadurch  nicht  geändert  werden, 
^'•^  sie  muss  genau  mit  der  geometrischen  Axe  zusammenfallen.  Sieht  man 
"^  der  Drehung  des  Femrohrs  nach  und  nach  verschiedene  Punkte  in  den 
Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  fallen,   so  ist  das  nicht  der  Fall,   dann  muss 
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man  die  optische  Axe  corrigiren,  d.  h.  das  Fadenkreuz  so  lange  regoliren,  bis 
bei  einer  Drehung  des  Femrohres  um  sich  selbst  stets  derselbe  Punkt  von 
seinem  Kreuzungspunkte  bedeckt  wird.  Will  man  dann  die  Lage  der  opti- 
schen Axe  corrigiren,  so  hat  man  nur  die  der  geometrischen  zu  reguliren,  da 
dann  beide  zusammenfallen. 

Nachdem  also  die  Femrohraxe  corrigirt  ist,  hat  man  vor  Gebrauch  des 
Eathetometers 

1)  dafür  zu  sorgen,  dass  die  Libelle  der  Axe  des  Femrohrs  parallel  ist; 

2)  die  Axe  des  Femrohrs  genau  senkrecht  zu  dem  Maassstabe  zu  stellen; 

3)  die  Botationsaxe  des  Kathetometers  und  damit  den  Maassstab  AB  vor- 
tical  zu  stellen. 

Die  Libelle  ist  an  unserem  Instrumente  an  der  oberen  Hälfte  der  Ringe 
befestigt,  welche  das  Femrohr  einschliessen.  Diese  Binge  sind  bei  xx  mittels 
eines  ebenen  Schnittes,  welcher  genau  durch  die  Mittelpunkte  der  Ringe,  also 
durch  die  geometrische  und  optische  Axe  des  Femrohrs  hindurchgeht,  in  eine 
obere  und  untere  Hälfte  getheilt.  Die  obere  Hälfte  mit  der  Libelle  lässt  sich 
abnehmen.   Sei  nun  XF  ein  Durchschnitt  jener  Ebene,  in  der  die  optische  Axe 

liegt  und  AB  die  Libelle, 
deren  Luftblase  bei  m  stehe. 
Wird  nun  die  obere  Hälfte 
der  Ringe  mit  der  Libelle 
losgenommen  und  dann  wie- 
der so  hingestellt,  dass  wo 
— ;    vorhin   das  Ende   A   war, 

jetzt  J9  ist,   so  kehrt   die 

• 

Libelle,  wenn  sie  jener  Ebene  und  somit  der  optischen  Axe  parallel  ist,  sich 
blos  um,  in  ihrer  zweiten  Lage  die  erste  deckend,  sie  muss  wieder  in  AB' 
liegen.  Die  Luftblase  muss  dann  wieder  liegen  wie  früher,  ihren  Ort  in  Be- 
zug auf  den  Beobachter  nicht  geändert  haben.  Hatte  dagegen  die  LibeUe  die 
Lage  ah,   so  hat  sie  nach  der  Umstellung  die  Lage  aV  und  die  Luftblase 

hätte  ihre  Stellung  geändert.  Durch 
Drehung  an  einer  Schraube  bei  r  wird 
sie  dann  corrigirt.  Um  die  zweite  Be- 
dingung zu  prüfen,  hat  man  dem  In- 
strument nur  eine  Drehung  von  180* 
zu  ertheilen.  Ist  das  Femrohr  AB 
(Fig.  11)  senkrecht  zimi  Maassstab  MM, 
^  so  ist  es  nach  der  Drehung  sich  selbst 
parallel,  steht  es  nicht  senkrecht  in  ab, 
so  steht  es  nach  der  Drehung  in  ab' 
und  die  Luftblase  wird  eine  Aendenyig 
ihrer  Stellung  zeigen. 

Um  die  Femrohraxe  immer  senk- 
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1  Maasstabe  stellen  zu  können,  was  auch  bei  dem  boetgearbeitetcn 
mment  nicht  an  allen  ätellen  mit  gleicher  Schürfe  der  Fall  Bein  kann,  da 
}  der  Schlitten  doch  nicht  gani  vollkommen  an  das  Prisma  angepresst  werden 
,  hat  Stoudinger  bei  einem  mir  später  gelieferten  Instrument  das  Fem- 
I^Hidei^    auf  dorn  Schiitton  befestigt.      Die    Binrichtung   zeigt  Fig.  13. 


Ton  den  bei<]i-n  Eingen,  in  welchen  doä  Fernrohr  Hegt,  t-  und  >■',  ist  der  eine  r 
an  einer  Aac  drehbar  befestigt,  indem  Stahlschrauben  j(  in  kouisefae  Ver- 
tiefiuigen  des  Kinges  eingreifen.  Die  Schrauben  sind  in  dem  Halbring  be- 
festigt, -welcher  sich  an  dem  einen  Ende  der  am  Schlitten  angeschraubten 
Tngplntt«  1'  befindet.  Der  andere  Tragring  des  Fernrohrs  ist  mit  einem  gabel- 
fitrtnigen  Fortsatz  ff  verseben,  der  die  Platte  p  zwischen  sich  fasst.  Hinter 
ütser  Gabel  ist  durch  die  Platte  p  eine  Mikrometeracliraube  /  geführt,   auf 

Prea  konisch  zugescbliffenera  Ende  der  das  Femrohr  tragende  Ring  r",  der 
dem  Zwecke  mit  einer  kleinen  Stahlplatte  versehen  ist,  ruht.  Man  kann 
durch  das  Ende  C  des  Fernrohrs  heben  und  senken,  es  somit  immer  senk- 
■ht  ZOT  Skala  stellen.  Die  unter  dem  Femrohr  befindliche  Feder  f  dient  dazu 
D  Bing  r'  immer  an  die  Mikrometerschraube  t  anzudrücken. 
Um  die  dritte  Begulirung,  das  Verticalstellen  der  Botationsaxe  des  In- 
•tnimeDtes  vorzunehmen,  stellt  man  das  Femrohr  der  Verbindungslinie  zweier 
BtetUcbnaben  des  Fnsscs  parallel  und  drelit  eine  oder  beide  Sti'llsch rauben  so 
Iwige,  bia  die  Bhise  der  Libelle  in  der  Mitte  steht;   darauf  dreht  man  den 


2*! 


Der  Ibsodc-tiitL 


Apjntr^t  lim  0'/'  un«!  bringt  'tuf-li  Drehnne  d«r  ■iritten  .Sehnabe  die  Blase 
n}finMU  in  'lift  Mitte.  Hat  man  aaf  dies*;  Weü«  die  Femrohraie  in  zwei  ant 
eiiun'ler  itmUTf.hUm  hmhtuD;;en  horizontal  i^eatelU,  so  ist  sie  es  in  allen,  und 
die  /itr  Fernr'ihraii  ii*;nkre(;hte  B^iUtion^a^ie  und  aomit  smvh  der  Maasselab  deä 
ApparaU!»  iit«hi;n  vertical. 

Der  TheWcllth. 

AiiH(M:r  i|i:r  Abiiii;.-i:>iiog  von  Längen  haben  wir,  beijunder-  in  dem  opti- 
M:hen  Theik-  derl'hvüiL,  hSofig  genaue  Winkelmeseiingen  auszufahren.  Die- 
Mtiben  werden  initteU  de»  Thefidolitben  angestellt.  Der  Theodolitb  iät  ein  in 
^eringernr  i^ler  gr^wterer  Vollkommenheit  schon  sdtr  lange  bekanntes  Winkel- 
meHHinntrument,  detufen  eruter  Verfertiger  ebenso  unbekuinl  ist,  ab  die  eigent- 
lieheltcdeutunf^deH  Namen».  Man  hat  zwar  seinen  Namen  au»  dem  Griecliiachen 
herleiten  wollen,  doch  iNt  die  Ableitung  ebenso  anbestimmt,  als  gezwungen. 

Her  The'>do)ith  itit  ein  Winkelmessinstrament,  welches  aus  zwei  getheillen 
KreiHen,  eintmi  horizontalen  und  einem  verücalen,  mit  Fernrohr  besteht. 

Nachfolgender  Keiehnung  (Fig.  13)  und  Beschreibung  liegt  ein-  Exemplar 
auMdr-rWcrkttütte  mathematischer  Apparate  vonBreithaupt  in  Kassel  zu  Grunde. 
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Auf  einem  massiven,  mit  Stellschrauben  X  versehenen  Dreifuss  CC  be- 
findet sich  ein  Kreis  von  Messing  JT,  der  mittels  Speichen  in  dem  Mittelstücke 
des  Dreifasses  befestigt  ist.  Auf  dem  Kreise  ist  ein  silberner ,  mit  einer  ge- 
nauen Kreistheilung  versehener  Streifen  eingelegt.  Mit  diesem  Kreise  in  glei- 
cher Ebene  und  genau  centrirt  liegt  ein  kleiner  Kreis ,  dessen  äusserer  Umfang 
genau  den  innem  Sand  des  Kreises  JT  berührt.  Derselbe  ist  um  eine  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehende,  im  Mittelpunkt  des  Dreifasses  genau  eingeschliffene 
Axe,  mit  welcher  er  durch  Speichen  verbunden  ist,  drehbar.  Der  Kreis  heisst 
der  Alhidadenkreis.  An  den  beiden  Enden  eines  Durchmessers  besitzt  der 
Alhidadenkreis  Nonien  JV,  welche  je  nach  der  Theilung  des  Kreises  halbe 
Minuten  oder  noch  kleinere  Bruch theile  von  einem  Grade  geben.  An  dem- 
selben Kreise  sind  über  den  Nonien  kleine  Mikroskope  befestigt  zur  genaueren 
Ablesung.  Der  Alhidadenkreis  kann  mittels  der  Klemmschraube  8  festgestellt 
werden,  an  der  zur  feineren  Einstellung  des  Kreises  die  Mikrometerschraube  s 
angebracht  ist. 

An  einer  Säule  üüy  welche  auf  dem  Alhidadenkreise  festgeschraubt  ist, 
befindet  sich  das  Femrohr  FF\  Die  optische  Axe  des  Femrohrs  wird  von 
der  mit  der  Axe  des  Alhidadenkreises  zusammenfallenden  Drehungsaxe  der 
Säule  U  geschnitten.  Das  Femrohr  selbst  ist  an  einer  auf  seiner  optischen 
Axe  senkrechten  Axe  D  befestigt,  welche  in  zwei  Zapfenlagern  drehbar  ein- 
gelegt ist.  Die  Axe  D  ist  genau  dem  Horizontalkreis  parallel.  Auf  dem  Ferii- 
rohr  befindet  sich  eine  Libelle  L.  An  dem  Femrohr  in  unveränderlich  fester 
Verbindung  und  auf  der  Drehungsaxe  D  desselben  senkrecht  ist  der  Vertical- 
kreis  V  angebracht.  Zu  beiden  Seiten  des  Kreises ,  an  den  Enden  eines  Durch- 
messers, befinden  sich  feste,  nicht  drohbare  Nonien  Ä  und  B,  Den  Null- 
punkten der  Nonien  entsprechend  sind  auf  der  Theilung  des  Yerticalkreises 
zwei  Nnllpunkte,  von  denen  aus  die  Theilung  nach  beiden  Seiten  von  0 — 90® 
fortzählt.  Die  optische  Axe  des  Femrohrs  muss  mit  dem  durch  die  Nullpunkte 
angegebenen  Durchmesser  des  Yerticalkreises  zusammenfallen.  Dreht  man 
Femrohr  sammt  Kreis,  so  liest  man  an  den  Nonien  die  Grösse  der  Dre- 
hung ab.  Der  Verticalkreis  kann  durch  die  Klemmschraube  Q  festgestellt 
und  mittels  der  an  dieser  befestigten  Mikrometerschraube  q  feiner  eingestellt 
werden. 

Der  ganze  Apparat  steht  auf  einem  massiven  Stativ ,  an  welchem  er  mit- 
tels einer  Schraube  und  einer  Spiralfeder  befestigt  ist. 

Will  man  nun  mittels  des  Theodolithen  z.  B.  die  Winkeldistanz  zweier  in 
einer  Horizontalebene  befindlicher  Punkte  nehmen,  so  hat  man  das  Instru- 
ment zunächst  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Kathetometer  zu  reguliren,  und  zu 
prüfen,  ob  die  Libelle  parallel  dem  Femrohr  ist,  ob  die  Drehaxe  des  Fem- 
rohrs zur  optischen  Axe  senkrecht  und  mit  dieser  in  einer  zur  Axe  des  Alhi- 
dadenkreises senkrechten  Ebene  liegt  und  dann,  ob  die  Drehungsaxe  des 
Alhidadenkreises  senkrecht  zum  Horizontalkreis  ist.    Dann  hat  man  den  Hori- 
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zontalkreis  horizontal  und  damit  die  Botationsaxe  des  Yerticalkreises  vertical 
za  stellen  ^). 

Hat  man  so  das  Instrument  vorbereitet,  so  stellt  man  das  Femrohr  zu- 
nftchst  auf  den  einen  Punkt  ein  und  merkt  den  Stand  der  Nonien  am  Hori- 
zontalkreise.  Darauf  verföhrt  man  ebenso  mit  dem  andern  Punkte  und  die 
Differenz  der  Nonienangaben  gibt  die  gesuchte  Winkeldistanz.  Die  beiden 
Nonien  ^  geben  jedesmal  zwei  Ablesungen,  also  auch  zwei  sich  controlirende 
Werthe ,  die  zugleich  zum  Eliminiren  etwaiger  Theilungsfehler  dienen. 


Ausser  Längen  und  Winkel  sind  es  nun  vorzüglich  noch  Gewichte,  welche 
wir  in  der  Physik  zu  messen  haben.  Dieses  geschieht  mit  der  Wage,  deren 
Beschreibung  und  Gebrauch  wir  aber  erst  an  einer  andern  Stelle  vorführen 
können. 


1)   Eine  vorzügliche  Zosamm^Dstellang   aller  Correctionen   am  Theodolithen 
g^t  Bauernfeind,  ,, Elemente  der  Vermessungskunde"  Bd.  I. 


Erster  TheiL 


Die  Lehre  Yon  dem  Gleichgewicht  und  der 

Bewegung  der  Körper. 


Erster  Abschnitt. 

Die  Lehre  von  dem  Gleiehgewieht  und  der  Bewegang 

der  Korper  als  solcher. 


Erstes  Kapitel. 
Von  der  fortsohreitenden  Bewegung  der  Körper. 

§.  1. 

Bewegung.  Die  erste  Thatsache,  welche  uns  bei  einer  Betrachtung  der 
^^^ssenwelt  auffällt,  ist  die,  dass  einige  Körper  ihren  Ort  im  Räume,  soweit 
^^  es  beurtheilen  können ,  stets  behaupten ,  andere  ihn  verändern.  Von  den 
^i^^m  sagen  wir :  vsie  sind  in  Ruhe ,  von  den  letztem :  sie  sind  in  Bewegung. 
Ke  Bewegungen  der  bewegten  Körper  unterscheiden  wir  sehr  bald  von  einan- 
^^^»  indem  die  einen  in  gleicher  Zeit  einen  grossem,  die  andern  einen  klei- 
nem Weg  zurücklegen.  Den  erstem  legen  wir  dann  eine  grössere  Qeschwin- 
^^keit  bei  als  den  letztem.  Das  Wort  Geschwindigkeit  bezeichnet  also  das 
^^rhältniss  des  durchlaufenen  Weges  zu  der  2^it,  in  welcher  er  durchlaufen  ist. 

Wir  nehmen  noch  einen  andern  Unterschied  in  der  Bewegung  der  Körper 
^^hr.    Einige  legen  in  derselben  Zeit  t  auch  immer  denselben  Weg  s  zurück; 

"^i  diesen  ist  das  Verhältniss  y  constant;   sie  bewegen  sich  mit  constanter 

^^8chwindigkeit.     Die  Bewegung  nennt  man  gleichförmige.     Bei  dieser  Bo- 
^e^ng  misst  man  die  Geschwindigkeit  eben  durch  jenes  constante  Verhältniss 

s 

^^dem  dieser  Quotient  die  Länge  des  Weges  angibt,  welche  der  Körper  in  der 
^iteinbeit,  der  Sekunde,  zurücklegt.    Daraus  folgt  dann,  dass  der  Raum  s, 
Welchen  der  Körper  in  irgend  einer  Zeit  t  zurücklegt,  gegeben  ist  durch  den 
Ä^nadnick 

s  ==  c  .  L 

Andere  Körper  sehen  wir  sich  ungleichförmig  bewegen ,  d.  h.  wir  sehen, 
'^  sie  in  gleichen  Zeiten  verschiedene  Wege  zurücklegen.   Ihre  Geschwindig- 

^^«OJill,  Phytlk  L    2.  Aufl.  'i 
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keit  ist  daher  in  jedem  Augenblicke  verschieden,  sie  lässt  sich  mithin  nicht 
definiren  als  das  Verhältniss  des  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Raumes  s  zu 
eben  dieser  Zeit  t.  Man  kann  überhaupt  von  einer  bestimmten  Geschwindig- 
keit eines  solchen  Körpers  nur  für  einen  bestimmten  Augenblick  sprechen 
und  nennt  dann  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  jene,  mit  welcher  er  sich 
nach  der  vorherigen  Definition  bewegen  würde,  wenn  er  sich  von  dem  be- 
stimmten Augenblicke  an  mit  ungeänderter  gleichförmiger  Bewegung  fort- 
bewegen würde.  Wir  können  diese  Geschwindigkeit  in  folgender  Weise  erhalten. 
Denken  wir  uns,  dass  von  einem  bestimmten  Augenblicke  an  der  Körper  in 
der  kleinen  Zeit  ^t  den  kleinen  Weg  Js  zurücklegt,  so  gibt  uns  der  Quotient 

~-  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Körpers  innerhalb  der  Zeit  ^^,  d.h.  wenn 

der  Körper  während  der  ganzen  Zeit  ^it  mit  der  durch  diesen  Quotienten  gemes- 
senen Geschwindigkeit  sich  bewegt  hätte,  so  hätte  er  den  Weg  Js  zurückgelegt 
Lassen  wir  nun  die  Zeit  Jt  und  damit  ^is  immer  kleiner  werden,  so  nähert 
sich  dieser  Quotient  einer  bestimmten  Grenze,  und  dieser  Grenzwerth,  den 
derselbe  annimmt,  wenn  ^t  und  damit  ^s  unendlich  klein  werden,  ist  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  in  dem  bestimmten  Augenblicke.  Denn  denken 
wir  uns  die  Zeit  ^^  nur  hinreichend  klein,  so  können  wir  ohne  Ungenauigkeit 
annehmen,  dass  der  Körper  sich  während  dieser  mit  constanter  Geschwindig- 
keit bewegt  habe ,  und  dass  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit  beim  Ueber- 
gang  in  das  folgende  Zeitelement  eintrete.  Dann  aber  gibt  uns  jener  Quotient 
das  Yerhältniss  des  zurückgelegten  Weges  zur  Zeit ,  in  der  er  zurückgelegt  ist, 
also  die  Geschwindigkeit ,  wie  wir  sie  vorher  definirt  habeiv 

Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  ändert  sich  die  Geschwindigkeit  in 
jedem  Zeitmoment.  Das  Yerhältniss  der  Geschwindigkeitsäpderung  zur  Zeit, 
in  welcher  diese  Geschwindigkeitsänderung  eintritt,  nennt  man  die  Beschleu- 
nigung. Nimmt  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  um  die  gleiche  Grösse 
zu  oder  ab,  so  ist  die  Beschleunigung  einfach  gleich  dem  Quotienten  aus  der 
in  der  Zeit  t  eingetretenen  Zunahme  oder  Abnahme  und  dieser  Zeit  t.  Oder 
ist  im  Anfange  der  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  t;,  am  Ende  derselben  t*, ,  so  ist 

Vi  —  V 

die  Beschleunigung  bei  dieser  Bewegung.  Eine  solche  Bewegung,  bei  welcher 
in  derselben  Zeit  immer  dieselbe  Geschwindigkeitsänderung  eintritt,  nennt 
man  eine  gleichmässig  beschleunigte  oder  gleichmässig  verzögerte,  je  nach- 
dem v,  grösser  oder  kleiner  ist  als  v ,  g  also  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Be- 
schleunigung gibt  uns  in  diesem  Falle  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  io 
der  Zeiteinheit,  sie  ist  während  der  Bewegung  constant. 

Ist  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  nicht  zu  allen  Zeiten  dieselbe,  ^^ 
Beschleunigung  also  nicht  constant,  so  nennt  man  die  Bewegung  eine  un- 
gleichmässig  geänderte.  Um  bei  einer  solchen  Bewegung  die  in  jedem  Augen- 
blicke stattfindende  Beschleunigung  zu  erhalten,  sei  A c  die  Geschwindigkeit^' 
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änderimg  in  der  sehr  kleinen  Zeit  ^<;  dann  ist  —  die  mittlere  Beschleunigung 

wlQirend  dieser  Zeit,  d.  h.  wenn  der  Körper  innerhalb  des  Zeitraums  At  die 
durch  diesen  Quotienten  gemessene  Beschleunigung  gehabt  hätte,  so  würde 
seine  Geschwindigkeitsänderung  in  der  Zeit  ^it  die  wirklich  stattgefundene  Jv 
gewesen  sein.  Auch  dieser  Quotient  nähert  sich  einer  bestimmten  Grenze, 
wenn  /It  immer  kleiner  wird,  und  der  Grenzwerth  desselben,  wenn  wir  uns 
jdt  unendlich  klein  denken,  ist  die  Beschleunigung  in  dem  Augenblicke  t  der 
Bewegung^  für  welchen  dieser  Quotient  gebildet  ist.  Er  gibt  uns  die  (Je- 
schwindigkeitsänderung  in  einer  Sekunde,  wenn  innerhalb  derselben  die 
Geschwindigkeit  in  jedem  Zeitelemente  /it  dieselbe,  wie  in  dem  betrachteten 
gewesen  wäre. 

Kräfte.    Die  Erfahrung  zeigt  uns,  dass  die  Materie  beweglich  ist,  sie 
zeigt  uns  aber  zugleich,  dass  kein  in  Ruhe  befindlicher  Körper  seinen  Ruhe- 
zustand ohne  eine  äussere  Veranlassung ,  ohne  einen  äussern  Antrieb  verlässt. 
Ist  ein  Körper*  aber  einmal  in  Bewegung,  so  zeigt  uns  die  Erfahrung  weiter, 
dass  derselbe  die  ihm  einmal  gegebene  Bewegung  beibehält,  bis  sie  wieder 
dmeh  eine  äussere  Veranlassung,  einen  dem  frühem  Antrieb  entgegengesetz- 
ten abgeändert  oder  aufgehalten  wird.    Auf  den  ersten  Blick  scheint  der  letz- 
tere Satz  der  Wirklichkeit  nicht  zu  entsprechen ,  denn  wir  sehen  auf  der  Erde 
jede  Bewegung  allmählich  zur  Ruhe  kommen.    Betrachten  wir  indess  die  Be- 
wegungen genauer,  so  finden  wir  bei  jeder  an  der  Erde  stattfindenden  Bewe- 
gung eine  Reihe  von  äussern  Umständen ,  welche  die  Bewegung  stören ,  wie 
der  Widerstand  der  Luft,  in  welcher  sich  alles  bewegen  muss,   die  Reibung 
auf  der  Unterlage  u.  s.  f.;  je  mehr  wir  diese  Hindemisse  der  Bewegung  be- 
B^tigen ,  um  so  weniger  wird  die  Bewegung  gestört ,  um  so  länger  hält  sie 
an.   Werfen  wir  einen  Körper  über  eine  ebene  horizontale  Grundlage  hin ,  so 
liOrt  seine  Bewegung  um  so  eher  auf,  je  rauher  die  Grundlage  ist,  indem  der 
Kirper  gegen  die  verschiedenen  Unebenheiten  anstösst.     Nehmen  wir  eine 
möglichst  glatte  Fläche,  und  rollen  über  diese  eine  Kugel  fort,  so  dauert  die 
^wegung  sehr  viel  länger ,  so  dass  wir  schliessen  dürfen ,  dass  wenn  wir  alle 
Widerstände  fortnähmen,   dass  dann  die  Bewegung  ohne  Aufhören  dauern 
^<^e.    Eine  solche  ohne  Ende  fortdauernde  Bewegung  materieller  Massen 
^hen  wir  sogar  in  den  Gestirnen ,  deren  Bewegung  seit  2000  Jahren ,  seitdem 
^^^  ihre  Bahnen  beobachtet  hat,  sich  nicht  geändert  hat.  Es  ergibt  sich  somit 
^^  der  Erfahrung,  dass  die  Materie  den  ihr  einmal  gegebenen  Bewegungs- 
'i^stand  aus  sich  selbst  niemals  ändert;  diese  Eigenschaft  nennt  man  die  Träg- 
"«it  der  Materie. 

Die  äussern  Ursachen,  welche  den  Bewegungszustand  der  Materie  ändern, 
öeuöen  wir  Kräfte. 

um  alles  zu  kennen,  wodurch  eine  Kraft  bestimi^  wird,   müssen  wir 
^'^^^n  Angri&punkt,  ihre  Richtung  und  ihre  Grösse  kennen. 
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Die  Bichtung'  einer  Kraft  erkennen  wir  aus  der  Richtung,  nach  welcher 
sie  eine  Materie  in  Bewegung  setzt,  die  Richtung  der  Kraft  fällt  zusanunen 
mit  der  Richtung,  nach  welcher  sie  die  Materie,  auf  welche  sie  wirkt,  hin- 
treibt. 

Die  Grösse  einer  E[raft  können  wir  durch  Gewichte  messen;  zwei  Kräfte 
müssen  wir  nämlich  als  gleich  ansehen ,  wenn  sie  an  demselben  Punkte  an- 
greifend, nach  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  wirkend,  sich  aufheben, 
das  heisst  keine  Bewegung  hervorbringen  oder  eine  vorhandene  Bewegung 
upgeibidert  lassen.  Da  man  nun  stets  einer  Kraft  das  Gleichgewicht  halten 
kann,  indem  man  an  demselben  Punkte  in  einer  ihr  entgegengesetzten  Rich- 
tung ein  Gewicht  wirken  lässt,  so  ist  dieses  Gewicht  der  Kraft  gleich  und 
ihr  Maass.  Man  kann  demnach  die  Grösse  einer  Kraft  in  Gewichten  aus- 
werthen. 

Welcher  Art  nun  auch  die  Kräfte  sind ,  aus  welcher  Quelle  sie  auch  her- 
rühren, man  kann  sie  in  zwei  Klassen  theilen;  die  einen  wirken  stets  nach 
derselben  Richtung  und  erfordern  stets  die  gleiche  Anzahl  von  Kilogrammen, 
um  im-  Gleiclige wicht  gehalten  zu  werden ,  es  sind  die  constanten  Kräfte.  Die 
andern  können  sich  mit  der  Zeit  nach  Grösse  und  Richtung  ändern,  d.  h.  es 
bedarf,  um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten ,  zu  verschiedener  Zeit  verschieden 
grosser  Gewichte,  welche  man  nach  verschiedenen  Richtungen  wirken  lässt. 
Man  nennt  diese  Kräfte  veränderliche. 

Es  ist  nun  unsere  Aufgabe  zu  untersuchen,  wie  die  in  §.  1  betrachteten 
Bewegungen  durch  solche  Kräfte  erzeugt  werden,  wie  also  in  Folge  der  Wir- 
kung einer  Kraft  sich  die  Körper  bewegen.  Wir  verfahren  zu  dem  Ende 
folgendermaassen :  wir  beobachten  einige  einfache  Fälle  der  Bewegung  und 
entwickeln  deren  experimentelle  Gesetze;  dann  suchen  wir  aus  diesen  Gesetzen 
jene  durch  Abstraktion  zu  erhalten,  welche  uns  allgemein  angeben,  wie  Kräfte 
wirken,  aus  welchen  also  die  experimentell  gefundenen  Gesetze  sich  durch 
Deduktion  ableiten  lassen.  Dadurch  erhalten  wir  die  Theorie  der  Kräfte  und 
diese  allgemeinen  Sätze  bieten  uns  die  Grundlage  der  mathematischen  De- 
duktionen ,  welche  die  theoretische  Mechanik  bilden. 

§.3. 

Dasein  und  Bichtung  der  Schwere.  Das  sich  uns  am  häufigsten 
zeigende  Beispiel  einer  fortschreitenden  Bewegung  ist  das  Niederfallen  eines 
nicht  unterstützten  Körpers  zur  Erde;  dies  eignet  sich  daher  am  besten  dazu, 
die  Gesetze  der  Bewegung  zu  untersuchen.  Alle  Körper  fallen,  wenn  sie  nicht 
unterstützt  sind,  zur  Erde  nieder.  Heben  wir  sie  auf,  so  fühlen  wir,  dass  sie 
das  Bestreben  haben  zu  fallen,  indem  es  einer  gewissen  Anstrengung  bedarf, 
sie  am  Fallen  zu  hindern.  Wir  nennen  deshalb  die  Körper  schwer  und  jene 
Kraft,  welche  sie  zur  Erde  niedertreibt,  die  Schwere.  Verschiedene  Körper 
haben  ein  verschied^es  Bestreben  zu  falleu ,  sie  üIh^u  auf  ihre  Unterlage  einen 
verschiedenen  Druck  aus.    Wir  legen  ihnen  daher  ein  verschiedenes  Gewicht 
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heif  indem  wir  den  Druck  auf  die  Unterlage  als  Gewicht  bezeichnen.  Welche 
Einheit  wir  der  Messung  der  Gewichte  zu  Grunde  legen,  haben  wir  in  der 
Einleitung  besprochen. 

Die  Richtung,  in  welcher  die  Schwere  wirkt,  lässt  sich  leicht  durch 
einen  einfachen  Versuch  bestimmen.     Man  befestigt  einen  schweren  Körper, 
etwa  eine  Metallkugel,  an  einen  Faden,  der  mit  seinem  andern  Ende  an  irgend 
einem  festen  Punkte  befestigt  ist,  und  lädst  die  Kugel  frei  herabhängen.   Eine 
Zeitlang  schwingt  die  Kugel  hin  und  her ,  dann  hängt  sie  ruhig.    Da  sie  nicht 
fSAlt,  so  folgt,  dass  eine  der  Schwere  gleiche  und  gerade  entgegengesetzte 
Kraft  die  Kugel  hält;  es  ist  dies  die  Festigkeit  des  gespannten  Fadens.    Die 
Bicbtung  des  Fadens  gibt  uns  somit  die  Richtung  der  Schwere;  man  über- 
zeugt sich  davon  femer  dadurch,  dass  man  den  Faden  durchschneidet;  denn 
die  Engel  fällt  dann  in  der  Richtung  des  gespannten  Fadens  zu  Boden. 

Die  Richtung  der  Schwere  ist  also  an  jedem  Orte  durch  einen  solchen 
mit  einem  Gewichte  versehenen  Faden,  dem  Lothe  oder  Senkel  gegeben;  man 
nennt  diese  Richtung  die  lothrechte  oder  verticale. 

Hält  man  ein  solches  Loth  über  einer  ruhenden  Flüssigkeitsüächc ,  so 
findet  man ,  dass  es  mit  allen  in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsfläche  durch  seinen 
Fasspunkt  gezogenen  Linien  einen  rechten  Winkel  bildet,  dass  es  also  auf  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  senkrecht  steht.  Man  kann  also  die  Richtung  des 
Loths  ebenso  durch  die  Lage  der  Flüssigkeitsebene  bestimmen ;  die  Ebene  der 
Flüssigkeit  nennt  man  die  horizontale. 

§.  4. 

Atwood's  Fallmaschine.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  mit  Hilfe 
der  Schwerkraft  zu  untersuchen,  genügt  es  nicht,  einfach  einen  fallenden 
KSrper  zu  beobachten.  Denn  einmal  ist,  wie  sich  jeder  leicht  überzeugt,  die 
FaUgeschwindigkeit  bald  so  gross ,  dass  sie  einer  exakten  Beobachtung  sich 
Cötrieht,  und  andererseits  bietet  der  freie  Fall  der  Körper  nur  einen  speciellen 
FaQ  von  Bewegung,  nämlich  die  JS^wegung  eines  Körpers,  der  durch  sein 
eigenes  Gewicht  bewegt  wird.  Man  hat  deshalb  Apparate  construirt,  welche 
^iden  üebelständen  abhelfen,  welche  die  Bewegung  verlangsamen  und  in 
vieler  Beziehung  abändern  lassen;  einer  der  bequemsten  Apparate  dieser  Art 
^  die  Atwood'sche  Fallmaschine ,  mit  deren  Hilfe  daher  die  Gesetze  der  Be- 
wegung untersucht  werden  sollen. 

Das  Prinzip  dieser  Maschine  ist  folgendes.  Wenn  man  an  einem  voll- 
kommen biegsamen  Faden  zwei  ganz  gleich  schwere  Körper  befestigt,  und 
^  den  Faden  über  eine  leicht  bewegliche  Rolle  führt,  so  halten  sich  die 
°eiden  Gewichte  genau  das  Gleichgewicht,  es  tritt  keine  Bewegung  ein,  da 
jeder  der  beiden  Körper  durch  ein  dem  seinigen  gleiches  Gewicht  der  Schwere 
^tgegen  gezogen  wird.  Um  nun  dieses  System  von  Körpern ,  die  beiden  Ge- 
übte, den  Faden  und  die  Rolle  in  Bewegung  zu  setzen,  bedarf  es  einer 
^^issem  Kraft,  die  wir  erhalten,  indem  wir  auf  den  einen  Körper  ein  Ueber- 
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gewicht  legen.  Die  Grösse  dieses  Uebergewichtes,  sowie  die  Grosso 
bewegenden  Kcirporg  und  die  Dauer  der  Wirkung  des  üebcrgewicbtea ,  i 
wir  dann  beliebig  ändern.  Die  Einrichtung  des  Apparates  ist  zu  dem  2 
folgende. 

Auf  einer  massiven  bSl;eernen  mit  3  Stellschrauben  versehenen 
(Fig.  14)  befindet  sich  tun  Hokpfeiler  von  ungefUhr  3  Meter  Höhe.  Ai 
Pfeiler  ist  eine  Platte  horizonl 
festigt,  und  auf  dieser  ist  ein 
liehst  leicht  gearbeitetes,  ans  4 
oben  und  einem  Badkranze  bestel 
Rad  möglichst  beweglich  aufgi 
Dm  seine  Bcwcglicbkeit  zu  er 
ist  die  Axe  des  Bades  nicht  ii 
Lager  sondern  auf  FrictionsrSc 
legt.  Dieselben  bestehen  aus  2 
men  von  Rüdem  C,  D,  welch 
die  Zeichnung  zeigt,  sich  kreuze 
welche  das  Rad  A  mit  in  Be« 
setzt.  Die  Reibung  des  Bades 
durch  sehr  vermindert;  wie  mi 
selbe  ganz  unsuhäillich  macht,  > 
wir  gleich  iseigen. 

Der  Umfang  <les  Rades  b( 
Rinne,  und  in  dieser  ist  Über  d. 
ein  Seidenfaden  gelegt ,  an 
Enden  zwei  genau  gleiche  Gewi 
und  i"  befestigt  sind.  Legt  u 
doch  auf  I*  ein  Uebcrgewicht, 
sinkt  P  nach  unten,  7"  steigt 
und  das  ganze  System  erhält  e: 
meinscbaftlicbe  Bewegung.  Die 
wegenden  Gewichte  sind  in  i 
Falle  p  +  P  +  P'  und  das  G 
des  Fadens  und  der  Rolle.  Sl 
Speichen  der  Bolle  hinreichen 
gearbeitet,  so  darf  man  nnnt 
dass  das  ganze  Gewicht  derseU 
Badkranze  vereinigt  wäre.  Da 
hält  aber  dieses  Gewicht,  da  di< 
mitgedreht  wird,  und  die  ein 
Punkt«  derselben  ebenso  schnell  bewegt  werden  als  der  Faden  oder  c 
wichto  P,  ganz  dieselbe  Bewegung,  wie  die  Übrigen  Theile  des  Sy 
Bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Rollo  und  des  Fadens  mit  II,  so  ist  da: 
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Gewicht  der  za  bewegenden  Körper  j>  -f-  P  -f-  P*  -(-  77.  Die  Kraft,  welche 
diese  Gewichte  in  Bewegung  setzt,  ist  das  üebergewiebt  j;.  Es  muss  indcss, 
am  diese  Kraft  genau  zu  erhalten ,  von  diesem  Gewichte  ein  kleiner  Theil  tt  ab 
gezogen  werden,  um  die  Beibung  der  Axe  des  Bades  A  zu  überwinden.  Wenn 
diese  Beibung  auch  sehr  klein  ist,  so  ist  sie  doch  nicht  gleich  0,  wie  man 
wahrnimmt,  wenn  man  das  System  ohne  Uebcrgewicht  durch  einen  Anstoss 
in  Bewegung  setzt.  Da  auf  das  System  dann  keine  äussere  Kraft  wirkt,  müs&te 
CS,  vermöge  der  Trägheit,  in  gleichförmiger  Bewegung  verharren.  Man  findet 
aber  stets  eine,  wenn  auch  kleine  Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  Folge  der 
Beibung.  Um  die  Bewegung  vollständig  gleichförmig  zu  machen ,  muss  man 
dann  auf  das  niedersinkende  Gewicht  ein  kleines  Uebcrgewicht  n  legen ,  des- 
sen Schwere  gerade  dazu  hinreicht,  um  die  Beibung  zu  überwinden.  Um  die 
Grösse  dieses  Gewichtes  n  muss  man  daher  bei  Berechnung  der  das  System 

« 

bewegenden  Kraft  das  Uebcrgewicht  j^  vermindern.  Bequemer  verfährt  man 
indess  so,  dass  man  ein  für  allemal  auf  das  niedersinkende  Gewicht  das  zur 
Ueberwindong  der  Beibung  erforderliche  Gewicht  jc  hinlegt;  das  in  Bewegung 
zu  setzende  Gewicht  ist  dann  j>  -f-  P  -f-  P  *  -f-  77  -f-  tt  ,  die  bewegende  Kraft 
einfjM^  gleich  dem  Uobcrgewichte  j;. 

Das  Gewicht  P  fällt  dann  vor  einem  hölzernen  in  Centimeter  getheilten 
Maassstabe.  Längs  desselben  kann  man  einen  kleinen  Messingteller  K  ver- 
schieben und  durch  Klemmschrauben  in  irgend  einer  Höhe  befestigen;  auf 
<to8elben  schlägt  dann  das  Gewicht  P  auf  und  gibt  durch  das  in  Folge  des 
Schlages  entstehende  Geräusch  das  Ende  seines  Laufes  an. 

Der  Apparat  ist  femer  so  eingerichtet,  dass  man  an  einer  beliebigen 
Stelle  das  Uebcrgewicht  p  fortnehmen  kann ,  ohne  die  Bewegung  des  Systems 
zu  stOren.  Zu  dem  Ende  ist  an  dem  hölzernen  Maassstabe  ausser  dem  vorhin 
erwähnten  Teller  ein  Bing  H  befestigt,  durch  den  das  Gewicht  P  ungehindert 
hindurchgehen  kann ,  der  aber  das  Uebcrgewicht  p ,  welches  die  in  der  Neben- 
figur bezeichnete  Gestalt  hat,  zurückhält.  Dieser  Bing  ist  längs  des  Maass- 
stabes verschiebbar,  und  kann  ebenfalls  an  beliebiger  Stelle  desselben  befestigt 
werden.  Durch  Einschalten  des  Binges  kann  also  das  Uebcrgewicht  an  einer 
^liebigen  Stelle  fortgenommen  werden. 

An  der  Maschine  ist  überdies  noch  ein  Apparat  angebracht,  der  die  Zeit 
™8et.  Dieser  ist  im  Prinzip  nichts  anders  als  ein  Loth ;  bei  der  Lehre  vom 
Pendel  werden  wir  nachweisen,  dass  ein  aus  seiner  Gleichgewichtslage  ge- 
brachtes Loth  um  dieselbe  Schwingungen  macht.  Zu  diesen  Schwingungen 
•^Qcht  es  immer  dieselbe  Zeit;  wir  können  es  daher  benutzen,  um  gleiche 
^theile  zu  messen.  Hat  das  Pendel  eine  bestimmte  Länge ,  so  braucht  es  zu 
•^w  Schwingung  genau  eine  Sekunde.  Ein  solches  Sekundenpendel  ist  an 
*lem  Apparate  angebracht.  Mit  dem  Pendel  ist  ein  Zeiger  in  Verbindung ,  der 
«1«  einzelnen  Sekunden  anzeigt,  und  ein  Schlagwerk,  welches  jede  Sekunde 
^**rch  einen  hörbaren  Schlag  markirt. 

Cm  die  Bewegung  genau  mit  dem  Schlage  einer  Sekunde  beginnen  zu 
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können,  steht  das  Crewicht  P  vor  der  Bewegung  auf  einem. kleinen  Teller, 
der  durch  eine  kleine  Stütze  gehalten  wird,  welche  durch  den  Winkelhebel 
ICFG  mit  dem  Pendel  in  Verbindung  gebracht  ist.  Jedesmal  wenn  der  Zeiger 
an  einer  bestimmten  Stelle  steht,  wird  diese  Stütze  gelöst,  und  das  System 
beginnt  «eine  Bewegung. 

Wie  man  sieht  lässt  sich  an  diesem  Apparate  ein  beliebiges  Gewicht 
durch  eine  beliebige  constante  Kraft,  dcrcü  Wirkungsdauer  sich  ebenfalls  an- 
dern liisst,  in  Bewegung  setzen;  der  Apparat  ist  daher  vorzugsweise  geeignet, 
die  durch  constante  Kräfte  erzeugten  Bewegungen  in  allen  Einzelnheiten  zu 
untersuchen. 

§.  5. 

Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Dauer  der  Kraftwirkung. 

Setzen  wir  nun  unser  System  an  der  Atwoodschen  Fallmaschine,  nach- 
dem es  in  der  im  vorigen  §.  beschriebenen  Weise  vorgerichtet  ist,  durdi 
ein  Uebergewicht  p  in  Bewegung  und  bringen  an  irgend  einer  Stelle  z.  B. 
10  Centm.  unter  dem  Ausgangspunkte  der  Gewichte  den  Ring  U  an.  Geht  P 
durch  den  Ring  hindurch,  so  bleibt  das  Uebergewicht  zurück,  und  wir  finden 
dann,  dass  von  da  ab  das  System  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  weiter 
bewegt.  Bei  einem  bestimmten  Uebergewicht,  dessen  Grösse  von  der  der 
übrigen  Gewichte  abhängt,  wird  der  Ri\um  von  10  Cm.  gerade  in  1  Sekunde 
durchfallen;  suchen  wir  dann  durch  passende  Stellung  des  Tellers  ÜT,  wel- 
cher Weg  in  2 ,  3 ,  4  Sekunden  durchlaufen  wird ,  so  finden  wir 

Zeit r      r      3"      4"      5" 

Durchlaufener  Weg 10«™  30«»"  50«"»  70«'"  90^"' 

Weg  in  den  auf  die  erste  folgenden 

Sekunden  zurückgelegt 20'*"»  40«"'  60«™  80«™. 

Nach  der  ersten  Sekunde,  also  nach  Fortnahme  des  Uebergewichtes,  vat 
somit  die  Bewegung  in  der  That  eine  gleichförmige,  in  jeder  Sekunde  werden 
20«™  durchlaufen;  wir  erhalten  darin  einen  experimentellen  Beweis  dafllr, 
das<s  ein  Körper,  der  sich  ohne  Hindemisse  bewegt,  in  der  That  die  ihm  ein- 
mal ertheilte  Bewegung  beibehält. 

Lassen  wir  nun  dasselbe  Uebergewicht  anstatt  einer  2,  3,  4  Sekunden 
wirken,  (der  Versuch  zeigt,  dass  wir  dazu  den  Ring  Hh&i  40«™,  90«™,  160^*" 
befestigen  müssen),  so  finden  wir  stets,  dass  in  der  auf  die  Abnahme  deB 
Uebergewichtes  folgenden  Zeit  die  Bewegung  eine  gleichförmige  ist,  dass  also 
jedesmal  der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  sich  darstellen  lässt  durch 

s  =  c  »  t , 

wenn  /  die  Anzahl  der  Sekunden  nach  Fortnahme  des  Uebergewichtes  und  ^ 
der  in  jedem  Falle  in  der  ersten  Sekunde  nach  jener  Fortnahme  zurttokgelegi^ 
Weg  ist.  Dieser  Weg,  oder  die  während  der  Wirkung  des  Uebergewichtes 
erlangte  Geschwindigkeit  ist  aber  verschieden ;  sie  ist  um  so  grösser ,  je  Iftng^'' 
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das  Gewicht  gewirkt  hat.  Bestimmen  wir  die  Geschwindigkeiten  in  den  ein- 
zehien  F&Uen,  so  finden  wir: 

Nach  1"  ist  c  =  c,  =  20*=™ 
„     r  „  c,  =  40c- 

„     4"  „  C4  =  80^™. 

Dividiren  wir  nun  in  den  einzelnen  Fällen  die  erlangten  Geschwindigkei- 
ten durch  die  Anzahl  von  Sekunden ,  in  welchen  dieselben  durch  die  Wirkung 
des  üebergewichtes  erzengt  sind ,  so  sind 

_?i  ^t  ^  =  -*^ 9ncra 

1         2         3         4       ^    ' 

ditise  Quotienten  somit  alle  gleich.  Wir  sehen  somit  in  diesen  ^fällen  und 
scblicssen  daraus  für  alle  Fälle,  dass  die  durch  Wirkung  eines  constanten 
üebergewichtes  in  verschiedenen  Zeiten  erreichten  Geschwindigkeiten  einfach 
den  Zeiten  proportional  sind,  oder  dass 

die  in  der  Zeit  i  erlangte  Geschwindigkeit  v  gleich  ist  dem  Produkte  aus  der 
in  der  ersten  Sekunde  erlangten  »Geschwindigkeit  und  der  Zeit  t.  Da  somit 
die  in  gleichen  Zeiten  stattfindenden  Geschwindigkeitszunahmen  gleich  sind, 
80  erzeugt  eine  constante  stetig  wirkende  Kraft  eine  gleichmässig  beschleunigte 
Bewegung. 

Aus  dem  so  abgeleiteten  Gesetze  der  Geschwindigkeitsänderung  bei  stetig 
wirkender  constanter  Kraft  lässt  sich  nun  sofort  auch,  ohne  dass  es  dazu 
eine»  Versuches  bedarf,  der  Weg  ableiten,  den  unser  System  während  der 
Wirkong  des  üebergewichtes  zurücklegt.  Da  nämlich  die  Zunahme  der  Ge- 
schwindigkeit in  gleichen  Zeittheilen  immer  dieselbe  ist,  so  legt  der  mit 
gleichmässig  beschleunigter  Bewegung  bewegte  Körper  in  einer  gegebenen 
Zeit  denselben  Weg  zurück ,  als  wenn  er  sich  während  der  ganzen  Zeit  in 
gleichf5rmiger  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  bewegt  hätte,  die  er  genau 
in  der  Mitte  der  Zeit  gehabt  hat.  Denn  mit  dieser  Geschwindigkeit  hätte  er 
^  der  ersten  Hälfte  der  Zeit  gerade  soviel  mehr  zurückgelegt,  als  er  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Zeit  weniger  zurücklegen  würde,  wie  er  in  Wirklichkeit 
zurückgelegt  hat. 

Die  in  den  verschiedenen  Sekunden  zurückgelegten  Wege  sinÜ  demnach 

in  der  1.     •  •     -    '    -      =     -  ' 


.  .     — 


»1    «    2. 


rt 


£i_+ 2C|    ^  2  c. 


Q  "  2C|  4-  3C|  e  Cj 

^*  ^  f.  oder  die  in  den  einzelnen  Sekunden  bei  gleichmässig  beschleunigter 
Regung  zurückgelegten  Wege  verhalten  sich  wie  die  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen. 
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Um  nun  die  in  2 ,  3 ,  4  .  ^  Sekunden  zurückgelegten  Wege  zu  erhalten, 
haben  wir  nur  die  für  die  einzelnen  Sekunden  gefundenen  Wege  zu  addiren. 
Darnach  ist  der  Weg  für 

die  ersten  2"  =      ""l  +  3  ^  =    4  ^'  =  -^-  •  2^ 

2      '        2  2  2 

„       „      4"  =  9  J  +  75=  16  J  =  ^i\ 

wir  haben  also  nur  den  in  der  ersten  Sekunde  zurückgelegten  Weg  mit  dem 
Quadrate  der  Sekundenzahl  zu  multipliciren ,  während  deren  sich  der  Körper 
bewegt  hat,  oder  allgemein  ist 

Der  in  der  ersten  Sekunde  dabei  zurückgelegte  Weg  ist  gleich  der  halben 
Beschleunigung  oder  halben  in  jeder  Sekunde  stattfindenden  Greschwindigkeits- 
zunahme. 

Dass  wir  bei  diesen  Schlüssen  nicht  irre  gegangen  sind,  können  wir  leicht 
durch  den  Versuch  bestätigen ;  wir  nehmen  an  der  Maschine  den  Bing  H  fort 
und  suchen  die  Stellen ,  an  denen  wir  den  Teller  K  befestigen  müssen ,  damit 
das  Gewicht  P  nach  1  ,•  2 ,  3  . . .  Sekunden  aufschlägt.  Wir  finden  dann  diese 
Stellen 

nach    1"      2"      3"        4"        5" 
bei     10""  40^'"  90*^™  leO**"  250«"*. 

Diese  letzten  Zahlen  können  wir  aber  schreiben 

10  .  1^  10  .  2^;  10  .  32;  10  .  42;  10  .  5^ 
oder  allgemein 

,s  =  10  .  t\ 

Wie  wir  aber  vorhin  zeigten,  ist  in  diesem  Falle  die  Beschleunigung 
gleich  20*^",  so  dass  der  Versuch  den  vorhin  gezogenen  Schluss  bestätigt,  dass 
der  bei  gleichmässig  beschleunigter  Tk'wegung  in  einer  gegebenen  Zeit  zurück- 
gelegte Weg  gleich  ist  dem  IVodukte  aus  der  halben  Beschleunigung  und  dem 
Quadrate  der  Sekundenzahl ,  während  deren  der  Körper  sich  bewegt  hat. 

§.  6. 

Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Orösse  der  Kraft  und 
der  8U  bewegenden  Gfrewiohte.  Die  durch  eine  constante  Kraft  hervor- 
gebrachte gleichmässig  beschleunigte  Bewegung  ist  nach  dem  vorigen  §.  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  die  Beschleunigung  der  Bewegung  bekannt  ist,  denn 
aus  dieser  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit,  sowie  den  in  jeder  Zeit  zurück- 
gelegten Weg.  Dass  die  Beschleunigung,  der  in  jeder  Sekunde  stattfindende 
Zuwachs  an  Geschwindigkeit  von  der  Grösse  der  wirksamen  Kraft  und  der 
Grösse  der  zu  bewegenden  Gewichte  abhängig  sein  muss,  ergibt  sich  unmittel- 
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bw  aus  der  Üeberlegung,  dass  es  gerade  die  Kraft  ist,  welche  den  Bewegungs- 
zustand  der  Körper  ändert;  in  welcher  Weise  aber  die  Beschleimigong  von 
diesen  beiden  Grössen  abhängt,  darüber  kann  uns  nur  der  Versuch  belehren. 

Lassen  wir  zunächst  das  Gesammtgewicht  an  unserer  Fallmaschine  ganz 

un^eändert,  und  verändern  nur  das  Uebergewicht.    Zu  dem  Ende  sind  an  den 

£n€3en  des  Fadens  Scheiben  angebracht,  auf  welche  man  eine  Anzahl  unter 

sicla.  ganz  gleiche  Ringe  legt.     Legen  wir  zunächst  auf  beide  Seiten  n  Ge- 

wioLte  p ,  so  dass  etwa  diese  n  .  p  gleich  dem  im  vorigen  §.  angenommenen 

Go^wichte  P  sind,  so  tritt  keine  Bewegung  ein;  legen  wir  dann  auf  die  eine 

Sei-te  unser  Uebergewicht  i?  und  das  Frictionsgewicht  7t,   so  tritt  die  vorhin 

betfachtete  beschleunigte  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  Cj  gleich  20^"* 

ein.    Nun  nehmen  wir  von  der  hintern  Seite  einen  Bing  vom  Gewichte  p  und 

leg'cn  ihn  auf  die  vordere  Seite;  wir  haben  dann  bei  ganz  ungeändertem  Ge- 

B&iximtgewichte  des  ganzen  Systems  auf  der  einen  Seite  das  Uebergewicht  3  p, 

denji  vom  liegen  die  Gewichte  (n-f-  l)l'+i^  =  (**"f-2)i?,  auf  der  hintern 

Seite  dagegen  (n  —  1)  p.    Verfahren  wir  ein  zweites  Mal  so ,  dann  erhalten 

wir  das  Uebergewicht  5  j) ,  ein  drittes  Mal  7  p  u.  s.  f. ,  so  dass  bei  stets  glei-- 

cbem  Gesammtgewichte  sich  die  Uebergewichte  verhalten  wie  1:3:5:7  u.  s.  f. 

Bestimmen  wir  nun  die  Beschleunigungen  in  diesen  Fällen,  so  linden 
^ix" ,  dass  dieselben  mit  der  Grösse  des  Uebcrgewichtes  in  demselben  Verhält- 
nisse zunehmen,  denn  wir  erhalten  sie 

bei  dem  Uebergewichte  p  gleich  c, 
>»      »  »»  ^P      »>       3C| 

n        n  n  ^P        v        5  Cj 

»        »  »)  *p        »         '^l* 

Bezeichnen  wir  daher  die  durch  ein  der  Gewichtseinheit  gleiches  Ueber- 
gewicht unserm  System  ertheiltc  Beschleunigung  mit  d,  so  können  wir  die 
durch  irgend  ein  Uebergewicht  p  erzeugte  Beschleunigung  c  wiedergeben  durch 

c  =  d  .  p 

oder  die  Beschleunigung  ist  allgemein  der  Grösse  des  Uebcrgewichtes  oder  der 
^i^88e  der  bewegenden  Kraft  proportional. 

Aendem  wir  bei  gegebenem  Uebergewicht  das  Gesammtgewicht  unseres 

^J^stems  P-^-P'-^-ü-^Tt-^pj  was  wir  dadurch  können ,  dass  wir  eine 

^^^chiedene  Anzahl  von  Ringen  auf  die  am  Ende  des  Fadens  angebrachten 

"Reiben  legen,  so  finden  wir,  dass  mit  der  Grösse  dieses  Gewichtes  die  Be- 

schleimigung  abnimmt.   Legen  wir  bei  dem  Uebergewichte  p  soviel  Ringe  auf, 

*®8  das  (Jesammtgewicht  verdoppelt,   verdreifacht  wird,   so  wird  die  Be- 

®^*^leunigung  die  Hälfte  oder  ein  Drittel  u.  s.  f.    Wir  finden  allgemein,  dass 

^  constantem  Uebergewichte  die  Beschleunigung  in  demselben  Maasse  klei- 

^^  >rird,  als  die  Grösse  des  Gesammtgewichtes  zunimmt. 

Aendem  wir  aber  gleichzeitig  d&s  Gesammtgewicht  des  Systems  und  das 
^^ergewicht  in  demselben  Sinne,  verdoppeln,  verdreifachen  wir  beide,  so 
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ßod«D  wir  iJDi&er  dk^Wßtt  Besefakimigimg,  «ie  wir  sie  bei  riafiiriiem  Gc 

MMTiffitfr^wkbU;  and  eiBfaebem  üebergewielite  £uideii.     Daraus  folgt,  dasi 

dM;  B«r]»ddeii]iigiiiig  nicfat  alleiii  Ton  der  GrQ&se  der  bewegenden  Knit ,  odei 

rtm  4er  (hiiiue  des  zo  bewegenden  Gewiebies,  sondern  too  dem  Yeriiiltnis» 

hüpUar  m  eimakdtr  aUiIngt,  oder  daes  die  Beschleimignng  der  GrOsse  diese 

VerbÜtniMies  direkt  proportional  ist.    Nennen  wir  daher  die  Beschlennignng 

wekbe  die  der  Gewiicht«einbeit  gleiche  bewegende  Kraft  einem  die  Gewichts 

einheit  wiegenden  Kdrper  ertheflt,  g^  so  wird  die  Beschleimignng  r,  weldv 

die  Kraft  p  dem  Gewichte  Q  ertheilt, 

p 

(Hier  allgemein  die  einem  Körper  ertheOte  Beschleonigang  ist  der  Grösse  dei 
Kraft  direkt,  dem  Gewichte  des  Körpers  rnng^ekehrt  proportional. 

Ks  iKt  gut,  zu  beaditen ,  dass  in  dieser  Gleichung  das  Gewicht  Q  in  einei 
andern  Weiüe  auftritt  als  das  Uebergewicht />.  Wir  sahen  schon  früher,  dass 
iVui  Materie  trftge  ist,  dass  es  immer  einer  Kraft  bedarf,  um  den  Bewcgungs 
zustand  eines  Körpers  zu  ändern,  dass  also  in  der  Trägheit  der  Materie  eii 
Widerstand  gegen  eine  Aenderung  der  Geschwindigkeit  vorhanden  ist.  Wii 
sehen  nun  hier,  dass  es  bei  verschiedenen  Körpern  zur  gleichen  Aenderung 
ihres  I)ewegnngszustandes  einer  verschiedenen  Kraft  bedarf,  und  dass  diese 
Kraft  in  demselben  Verhältnisse  zunehmen  muss,  wie  der  Druck,  den  dei 
bewegte  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  oder  dass  der  Widerstand  de? 
Körpers  gegen  die  Bewegungsänderung  seinem  Gewichte  proportional  ist;  das 
Cffowicht  ist  also  das  Maass  dieses  Widerstandes  und  in  dem  Sinne  tritt  es  in 
(lern  Nenner  obiger  Gleichung  auf. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  irgend  eines  Körpers  vom 
(Jowichf4<  Q  durch  irgend  eine  Kraft  p  können  wir  nun  auch  sofort  die  Ge- 
Hrhwindigkeit  v  erhalten,  welche  die  Kraft  diesem  Körper  in  der  Zeit  t  ertheilt, 
MO  wie  den  Weg  «,  den  der  Körper  unter  Wirkung  dieser  Kraft  zurücklegt. 
Wir  erhalten 

In  i1it«Hen  Ausdrücken  ist  alles  enthalten,  was  auf  die  Bewegung  eines 
Körper»  in  Folge  einer  constanten  Kraft  von  Einfluss  ist,  Grösse  der  Kraft  uml 
bewegtem  Gewichtig  und  Tiängo  der  Zeit,  während  welcher  die  Kraft  wirkt. 
Die  viertt«  darin  vorkommende  Grösse  ist  eine  Zahl,  die  wir  aus  unsem  Ver- 
Muehim  boHtimiiien  können.  Genaue  später  zu  besprechende  Versuche  haben 
gi^fteigt.,  dass  diese  Grösse  aus  Gründen,  die  dann  ebenfalls  hervortreten  wer- 
«b»n,  an  den  verschiedenen  Orten  der  Erde  einen  etwas  verschiedenen  Wertb 
hat.    In  Oöttingen  ist  sie  nach  den  Bestinmiungen  von  Gauss  ^)  9,81163,  für 

OUauii,  Intentita«  vis  magneticae  terrestris  in  mensuram  absolutam  revocata 
UötUng«n  1833.  Poggend.  Ann.  Bd.  XXVIII. 
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Paris  nach  den  Bestimmungen  von  Biot  und  Arago  *)  9,80896 ,  wenn  die  Zeit  t 
in  Sekunden  und  die  Geschwindigkeit  in  Metern  gemessen  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  in  der  Physik  immer  mit  g  bezeichneten  Zahl  ist 
leielit  zu  erhalten;  setzen  wir  nämlich  j>  =  Q,  so  wird 

V  =  g  ,  t        s  ==  ^  g  i\ 

Ist  aber  p  =  Q,  so  heisst  das,  das  Ueberge wicht  ist  gleich  dem  Ge- 
saxEuntgewichte ,  oder  wir  lassen  den  Körper  frei  fallen.  Die  Grösse  g  ist 
demnach  die  Beschleunigung  oder  der  in  jeder  Sekunde  eintretende  Geschwin- 
di^keitszuwachs  beim  freien  Fall,  und  die  beiden  letzten  Ausdrücke  liefern 
uns  die  Geschwindigkeit  eines  frei  fallenden  Körpers  nach  t  Sekunden  und 
den  in  t  Sekunden  durchfallenen  Baum. 

§.  7. 

UnabhAngigkeit  der  Wirkung  von  Kräften  von  der  Bewegung, 
welche  ein  Körper  bereits  besitst.  Die^orhin  gefundene  Beziehung 
«  =  g\  t  zeigt  uns,  dass  ein  Körper,  welcher  der  Wirkung  einer  constanten 
&ait  ausgesetzt  ist,  im  Anfange  der  einzelnen  auf  einander  folgenden  Se- 
Inuiden  die  Geschwindigkeiten 

0,  /,  2g\  3g\  4/  .  .  . 

Q*  8.  f.  besitzt,  dass  also  in  jeder  Sekunde  durch  die  Wirkung  der  constanten 
Kluft  die  Geschwindigkeit  um  eine  constante  Grösse  g'  zunimmt.  Man  kann 
daher  behaupten ,  dass  die  durch  die  constante  Kraft  auf  den  bewegten  Kör- 
per hervorgebrachte  Wirkung  dieselbe  ist,  ob  der  Körper  vorher  in  Buhe, 
o<ier  ob  er  bereits  in  Bewegung  war. 

Wenn  wir  andererseits  die  während  der  Zeit 

1",  2",  3",  r 

durchlaufenen  Bftume  betrachten,  so  sind  dieselben 

g     4p     9g     W 
2'    2  '    2  '      2 

'^d  während  der  auf  einander  folgenden  Sekunden  «ind  es 

l.    ??!    ^'    '^^' 

2 '     2  '     2  '     2   ' 

Wenn  der  bewegte  Körper  in  jeder  Sekunde  nur  in  Folge  der  Geschwin- 
digkeit sich  bewegt  hätte,  welche  er  im  Anfange  jeder  Sekunde  besass,  so 
"^^te  er  in  jeder  derselben  die  Räume 

0,  g',  2g',  Zg' 

durchlaufen.  Der  Unterschied  zwischen  diesen  Zahlen  und  den  vorhergehenden 
^llt  daher  den  Einfluss  der  bewegenden  Kraft  in  jeder  Sekunde  dar.    Dieser 


1)  Biot  et  Arago,   Recueil   d^observations  g^od^aiques,   ostronorniquea   et 
^^yaiquea  etc.    Paris  1821, 
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Unterschied  ist  constant  und  zwar  gleich  —^  so  dass  wir  auch  hieraus  den 

Schluss  ziehen,  dass  die  Wirkung  einer  Kraft  ganz  unabhängig  davon  ist,  ob 
der  Körper  eine  Bewegung  bereits  besitzt  oder  nicht. 

Der  soeben  gemachte  Schluss  gilt  zunächst  nur  für  solche  Kräfte ,  welche 
in  einer  Richtung  auf  einen  Körper  wirken,  welche  mit  der  Bichtung  der 
Bewegung,  welche  er  bereits  besitzt,  zusammen^lt,  doch  lässt  sich  dieser 
Schluss  mit  Hilfe  vieler  Beobachtungen  leicht  verallgemeinem.  Befinden  wir 
uns  z.  B.  auf  einem  mit  gleichförmiger  Bewegung  begabten  Schiffe,  so  mer- 
ken wir  die  Bewegung  nicht,  wenn  wir  uns  in  einem  seiner  innem  Bäume 
befinden.  Lassen  wir  nun  auf  irgend  einen  Punkt  des  Schiffes  eine  Kraft  wir- 
ken, so  finden  wir,  dass  der  Effect  dieser  Kraft  genau  derselbe  ist,  als  wenn 
das  Schiff  in  Ruhe  wäre ;  die  Wirkung  der  Kraft  auf  den  betrachteten  Punkt 
ist  also  unabhängig  von  seiner  mit  dem  Schiffe  gemeinsamen  Bewegung.  Wir 
können  daher  unseren  vorhin  gezogenen  Schluss  ausdehnen  und  folgendes  all- 
gemeine Prinzip  aufstellen: 

„Wenn  alle  Punkte  eines  Systems  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  ha- 
ben und  einer  von  ihnen  wird  der  Wirkung  einer  Kraft  unterworfen,  so  ist 
die  Bewegung ,  welche  der  Punkt  in  Folge  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf  das 
System  annimmt,  genau  so,  als  habe  die  gemeinschaftliche  Bewegung  des 
Systems  nicht  existirt.'^ 

§.  8. 

Unabhängigkeit  gleichseitig  wirkender  Kräfte.  Wir  haben  experi- 
mentell nachgewiesen,  dass  zwei  an  einen  beweglichen  Körper  angebrachte 
constante  Kräfte  ihm  nach  gleichen  Zeiten  Geschwindigkeiten  ertheilen, 
welche  ihrer  Gh'össe  proportional  sind.  Wenn  folglich  eine  Kraft  p  einem 
Körper  die  Geschwindigkeit  v  ertheilt,  so  ertheilt  ihm  eine  Kraft  2p  oder, 
was  damit  identisch  ist ,  zwei  zugleich  wirkende  Kräfte  p  die  Geschwindigkeit 
2r.  Allgemein:  mehrere  auf  einen  Körper  zugleich  wirkende  Kräfte  summi- 
ren  ihre  Wirkung,  jede  Kraft  wirkt  also  selbständig.  Dehnen  wir  diesen 
Schluss,  durch  ähnliche  Erfahrungen  wie  vorhin  gestützt,  auch  auf  Kräfte 
aus,  welche  nicht  in  gleicher  Richtung  wirken,  so  gelangen  wir  zu  folgen- 
dem aUgemeinen  Grundsatz: 

„Wenn  2  Kräfte  p  und  p'  auf  einen  Körper  in  irgend  welchen  Richtungen 
einwirken,  so  ertheilen  sie  ihm  eine  Bewegung,  welche  die  resultirende  aus 
der  Ik)wegung  ist,  welche  jede  Kraft  für  sich  erzeugen  würde,  d.  h.  gehört 
der  Körper  zu  einem  Systeme,  welches  durch  die  Kraft  p  bewegt  wird,  so 
«•rhält  er  in  Bezug  auf  das  System  durch  die  Wirkung  der  Kraft  p'  dieselbe 
Bewegung,  als  wenn  die  Kraft  p  nicht  thätig  wäre.** 

§.  9. 
Das  Kräfteparallelogramm.     Wir  haben  über  den  Fall,  wo  die  nach 
einander  oder  zugleich  wirkenden  Kräfte  nicht  dieselbe  Richtung  haben ,  noch 
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einige  weitere  Schlüsse  hinzuzufügen.  Es  ist  an  sich  klar,  dass  ein  Körper, 
der  sich  in  Folge  zweier  nach  verschiedener  Richtung  wirkender  Kräfte  be- 
wegt, sich  weder  in  der  Richtung  der  einen  noch  der  andern  bewegen  kann. 
Er  mass  sich  vielmehr  in  einer  Richtung  bewegen,  welche  zwischen  beide  fällt. 
Nach  den  vorigen  Omnds&tzen  wird  es  uns  jedoch  leicht  sein ,  diese  Richtung 
zu  bestimmen.  Die  Kräfte  wirken,  wie  wir  sahen,  jede,  als  wenn  die  andere 
nicht  da  wäre,  der  Punkt  z.  B.,  welchen  das  bewegliche  nach  der  ersten 
Sekunde  erreicht  hat,  wird  daher  gerade  so  erreicht  werden,  wenn  wir  die 
beiden  Kräfte  nach  einander  jede  eine  Sekunde  wirken  lassen.  Legen  wir  da- 
her durch  den  Punkt,  welchen  der  Körper  unter  Wirkung  der  einen  Kraft 
erreicht  hat,  eine  gerade  Linie  und.  tragen  auf  dieser  parallel  der  Richtung, 
in  welcher  die  zweite  Kraft  für  sich  den  Körper  bewegt  haben  würde,  die  Länge 
Inf,  welche  er  unter  Wirkung  dieser  Kraft  in  einer  Sekunde  zurückgelegt 
haben  würde,  so  wird  der  Endpunkt  dieser  Länge  wirklich  der  Punkt  sein, 
in  welcher  sich  der  Körper  nach  gemeinschaftlichem  Wirken  der  beiden  Kräfte 
befindet  und  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Ausgangspunkte 
wird  der  Richtung  und  Länge  nach  der  Weg  sein ,  den  der  Körper  wirklich 
zurfickgelegt  hat. 

Man  sieht,  dieser  Weg  fällt  der  Grösse  und  Richtung  nach  mit  der  Dia- 
gonale eines  Parallelogramms  zusammen,  welches  wir  aus  den  Längen  con- 
stndren  können,  welche  der  Körper  in  Folge  jeder  Kraft  für  sich  in  der 
gleichen  Zeit  zurücklegt,  indem  wir  diese  Längen  im  Ausgangspunkt  in  den 
entsprechenden  Richtungen  zusanmienlegen  und  das  durch  diese  Längen  und 
den  Winkel ,  den  sie  mit  einander  bilden ,  bestimmte  Parallelogramm  vervoll- 
stindigen. 

Kennt  man  den  Weg,  welchen  ein  Körper  unter  Wirkung  einer  Ejraft  in 
einer  gegebenen  Zeit  zurücklegt,  so  kennt  man  auch  die  Kraft,  welche  ihn 
^wegi  Man  kann  daher  auch  die  Kraft  bestimmen ,  welche  anstatt  der  bei- 
^  wirklich  vorhandenen  dem  Körper  die  wirklich  stattfindende  Bewegung 
ertheilt  haben  würde.  Dann  aber  kann  man  von  diesen  Kräften  abstrahiren 
^  jene  Kraft  als  aus  diesen  hervorgehend  und  als  allein  wirksam  be- 
tonten. 

Diese  Kraft,    welche  also  die  beiden  wirklich  vorhandenen  der  Grösse 

^^^  Sichtung  nach  ersetzt,  lässt  sich  nun  durch  eine  ganz  ähnliche  Con- 

*traction  erhalten.     Wenden  wir  nämlich  anstatt  der  in  gegebenen  Zeiten 

^wchlaufenen  Wege  zu  unserer  Construction  die  durch  die  einzelnen  Kräfte 

h^^kten  Beschleunigungen  an,   so  sind  die  Kräfte   den  Beschleunigungen 

Koportional  und  können  durch  dieselben  dargestellt  werden.    Wir  gelangen 

^^^  unmittelbar  zu  dem  Satze,  dass  die  aus  zwei  gegebenen  in  verschiedener 

«citiiug  wirkenden  Kräften  resultirende  Kraft  der  Grösse  und  Richtung  nach 

^^  die  Diagonale  des  von  jenen  Kräften  und  dem  von  ihnen  eingeschlosse- 

vVinkel  bestimmten  Parallelogramms  gegeben  wird. 

dieser  für  die  theoretische  Mechanik  äusserst  wichtige  Satz,  der  nur  eine 
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Conseqaenz  des  in  den  vorigen  §§.  Oesagien  bt ,  wird  der  Satz  vom  ParaUelo- 
gramm  der  Kräfte  genannt. 

Man  sieht,  wie  man  dadurch  im  Stande  ist,  die  Wirkung  beliebig  vieler 
nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger,  an  einem  Punkte  angreifender  Krftfte 
auf  jene  einer  einzigen  zurückzuführen ,  welche  alle  jene  vollständig  ersetzt, 
indem  man  die  Kräfte  nur  paarweise  zusammensetzt. 

Um  die  Grösse  der  aus  2  Kräften  P  und  Pj ,  welche  den  Winkel  a  mit 
einander  bilden,  restdtirenden  Kraft  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  bekannten 
Satz  aus  der  ebenen  Geometrie  über  die  Grösse  der  Diagonale  eines  Paral- 
lelogramms anzuwenden;  die  Besultante  R  ist  danach  gegeben  durch 

B?  =  P^  +  P,2  —.2  P  Pi  .  cos  a.  ' 

Umgekehrt  erhellt  aber  auch,  dass  eine  jede  Bewegung  als  die  Besulti- 
rende  aus  zwei  Seitenbewegungen  aufgefasst ,  somit  auch  die  jene  Bewegung 
bestimmende  Kraft  als  die  Besultirende  zweier 'gedachter  Seitenkräfte  auf- 
gefasst werden  kann.  Da  nun  jede  Linie  als  die  Diagonale  unendlich  vieler 
Parallelogramme  aufgefasst  werden  kann ,  so  kann  nu^n  jede  Kraft  auf  unend- 
lich viele  verschiedene  Arten  in  Seitenkräfte  zerlegen ;  jede  dieser  Seitenkr&fte 
kann  dann  wieder  als  Besultirende  anderer  Seitenkräfte  betrachtet  werden ,  so 
dass  also  jede  Kraft  in  unendlich  viele  Seitenkräfte  zerlegt  werden  kann. 

Diese  letzten  Sätze  sind  in  der  Mechanik  von  hoher  Bedeutung,  da  sie 
uns  in  den  Stand  setzen  die  Wirkung,  welche  eine  Ejraft  nach  einer  von  ihrer 
eigenen  verschiedenen  Richtung  ausüben  kann ,  zu  berechnen.  Kann  z.  B.  ein 
Körper  sich  nur  nach  einer  bestimmten  Richtung  bewegen,  und  wirkte  auf 
diesen  eine  constante  Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungsrichtung  des 
Körpers  den  Winkel  a  bild^'t,  so  erhalten  wir  die  Grösse  der  die  Bewegung 
des  Körpers  bewirkenden  Seitenkraft,  wenn  wir  die  gegebene  Kraft  so  zer- 
legen, dass  die  eine  der  Seitenkräfte  in  die  Richtung  der  Bewegung  flült,  die 
andere  zu  ihr  senkrecht  ist.  Letztere  trägt  zur  Bewegung  gar  nichts  bei,  die 
erstere  Componente  ist  es  somit,  welche  die  Bewegung  bedingt.  Nennen  wir 
die  ursprüngliche  Kraft  P,  die  in  die  Bewegungsrichtung  fallende  Compo- 
nente Rt  so  ist 

B  =  P  .  cos  a , 

wie  sich  unmittelbar  daraus  ergibt,  dass  P  die  Diagonale  eines  Rechtecks  ist, 
dessen  eine  Seite  R  mit  P  den  Winkel  a  bildet. 

Haben  wir  eine  ganze  Reihe  von  Kräften  P,  P| ,  Pj  .  .  . ,  die  mit  dar 
Bewegungsrichtung  die  Winkel  a,  a^^  a^  ...  bilden,  so  ist  die  aus  allen 
diesen  resultirende  die  l^wegung  bestimmende  Kraft 

R  =^  P  ,  cos  a  -^  P^  .  cos  a^  -{'  P.^  .  COB  (x.^  -^  '  '  '  -  =^  £  P  ,  cos  a, 
wenn  das  Zeichen  £  die  Summe  aller  einzelnen  Productc  P .  cos  a  bedeutet. 

§.  10. 
Bedingungen  dee  Gleiohgewiohts  eines  Punktes «   auf  den  be* 
liebig  viele,  beliebig  gerichtete  Kräfte  wirken.     Die  in  dem  letzten 
Paragraphen  eutwickelti*u  SUt;ee  bieten  uuh  das  Mittel  zu  bestimmen,  wann  ein 
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fester  KOrper,  der  von  beliebig  vielen  beliebig  gerichteten  ErSften  afficirt 
wird,  eine  fortschreitende  Bewegung  annehmen  kann,  wann  nicht.  Gh:«ifen 
die  Eiftfte  an  demselben  Punkte  des  Körpers  an ,  so  fallen  die  Oleichgewichts- 
bedingimgen  desselben  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen;  ja 
selten  wir  von  den  spftter  zu  besprechenden  drehenden  Bewegungen  ab,  so  ist 
die  Bedingung,  dass  die  Ki-äfte  an  demselben  Punkte  angreifen  müssen,  nicht 
einmal  erforderlich,  es  fallen  dann  allgemein  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts eines  festen  Körpers  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen. 
Setron  wir  zunächst  voraus,  dass  der  Punkt  sich  vollkommen  frei  bewegen 
kann,  so  ist  die  für  das  Gleichgewicht  desselben  nothwendige  Bedingung,  dass 
wenn  wir  die  Summe  der  Componenten  der  Kräfte  nach  irgend  einer  belie- 
bigen Richtung  bilden,  diese  Summe  inmier  gleich  NuU  ist,  wie  wir  diese 
Biehtimg  auch  wählen.  Das  ist  aber  der  Fall ,  wenn  die  Sunmie  der  nach  drei 
dnrcfa  den  Punkt  gelegten  zu  einander  senkrechten  Bichtungen  gebildeten 
Componenten  für  jede  dieser  Bichtungen  einzeln  gleich  Null  ist.  Denn  sind 
(Fig.  15)  OX,  OY^  OZ  die  drei  zu  einander  senkrechten  durch  den  Punkt  0 
gelegten  Richtungen,  und  sind  die  nach 
diesen  Bichtungen  gebildeten  Componen- 
ten ^ich  Null,  so  folgt  zunächst,  da 
ueh  OT  keine  Kraft  wirkt,  dass  der 
PonktO  sich  nicht  aus  der  durch  OX  und 
OZ  gelegten  Ebene  bewegt.  Jede  Kraft  P 
Bioüich,  welche  den  Punkt  0  aus  dieser 
Bbene  zieht,  würde  mit  OY  einen  Win- 
U ß  bilden,  der  kleiner  ist  als  90®.  Da 
lim  die  parallel  Y  gerichtete  Componente 
^üeer Kraft  F.cosß  sein  würde,  so  wäre 
^Mselbe  und  damit  die  parallel  Y  gerieh- 
^  Componente  der  Ejräfte  überhaupt 
nicbt  gleich  Null.  Daraus,  dass  die  Summe  ^^ 
Aller  parallel  OZ  gerichteten  Componenten  gleich  Null  ist,  folgt  femer,  dass 
fe  Amkt  0  nicht  aus  der  Linie  OX  in  der  Ebene  ZOX  entfernt  wird;  denn 
^"^  dazu  wäre  eine  Kraft  nöthig,  die  einen  Winkel  y  kleiner  als  90®  mit  der 
Kehtoag  OZ  bilden  würde.  Die  Componente  dieser  Kraft  P  paraUel  OZ, 
•P  •  C08  }r  würde  dann  wieder  von  Null  verschieden  sein.  Da  nun  auch  die 
P*'^!  OX  gerichtete  Componente  gleich  Null  ist,  so  folgt  schliesslich,  dass 
^  Punkt  0  auch  in  dieser  Linie  nicht  bewegt  werden  kann ,  somit  dass  der 
^^^  überhaupt  in  Ruhe  ist. 

Wirken  denmach  auf  den  Punkt  0  beliebige  Kräfte  P,  deren  Richtungen 
^^h  ^e  Winkel  a,  /3,  y  gegeben  sind,  welche  sie  mit  den  festen  Richtungen 
^^1  Or,  OZ  bilden ,  so  können  wir  die  Bedingung  des  Oleichgewichts  nach 
*^iion  im  vorigen  §.  gewählten  Bezeichnungsweise  schreiben 

-£  P  .  cos  a  =  0         i:  P  .  cos  /3  =  0         2?  P  .  cos  y  =  0. 

t,  PliTtik  L    8.  Aufl.  4 
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Sind  diese  Componenten  nicht  gleich  0 ,  so  haben  sie  eine  Besultirende, 
welche  wir  mit  li  bezeichnen  wollen,  die  mit  den  3  Richtungen  OX,  OY^  OZ 
die  Winkel  a^  h,  c  bilden  möge.  Die  Grösse  dieser  Resultirenden  und  ihre 
Richtung  ist  dann  vollständig  dadurch  bestimmt,  dass  ihre  parallel  den  drei 
Richtungen  genommenen  ComxK)nenten  den  Componenten  der  vorhandenen 
Kräfte  einfach  gleich  sein  müssen,  oder  dass 

£P, cosa  =11. cosa        2!P.co8ß=R.co8h        £P.cosy=R.cosc 

sein  muss.    Daraus  folgt  dann  weiter 
i?2  .  (cos2a+  cos^Z;  +  cos'c)  =  (-SP.  cosa)^  +  {UP.cosß)'^  +{i:P, cos yY. 

In  der  Stereometrie  wird  nun  bewiesen,  dass  wenn  «,  6,  c  die  Winkel 
sind,  welche  eine  Richtung  OA  (Fig.  15)  mit  den  drei  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  OX,  OY,  OZ  bildet,  die  Quadratsimime 

cos^  o  +  cos^  h  +  cos^  c  =  1 

ist;  daraus  ergibt  sich  dann,  wenn  wir  zugleich 

i:  P  .  cos  a  =  X         SP  .coBß=Y        £  P  .  cos  y  =  Z 
setzen , 

R  =  yx^+  r^+~z'^ 

als  Ausdruck  für  die  Grösse  der  Resultirenden.  Stellen  wir  also,  wie  im 
vorigen  §. ,  die  Componenten  der  Kräfte  auf  den  drei  Richtungen  und  ebenso 
die  Resultirende  durch  Linien  dar,  so  ergibt  sich,  dass  die  Resultirende  als 
die  Diagonale  eines  Parallelepipeds  angesehen  werden  kann,  dessen  drei  Sei- 
ten die  parallel  den  drei  festen  Richtungen  genommenen  Componenten  aller 
Kräfte  sind. 

Ist  OÄ  (Fig.  15)  diese  Resultante  und  sind  OC,  OD^  OE  die  Componen- 
ten, so  erhalten  wir,  da  OCA,  ODA,  OEA  rechtwinklige  Dreiecke  sind,  ftlr 
die  die  Richtung  der  Resultirenden  bestinmienden  Winkel 

OC       X  ,        Ol)        Y  OE       Z 

cosa  =  ^^=-^;  cos?>  =  ^^^  =^;  cos c  =  ^-j  = -g- • 

Kennen  wir  somit  die  drei  Componenten  X,  F,  Z  aller  Kräfte,  so  ist 
dadurch  Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Kraft,  somit  auch,  wenn  das 
Gewicht  des  in  0  befindlichen  Körpers  bekannt  ist ,  die  ganze  Bewegung  des- 
selben bestimmt. 

Kann  der  Punkt  0  sich  nicht  frei  nach  allen  Richtungen  bewegen ,  ist  er 
etwa  genöthigt  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bleiben ,  so  ist  die  im  Vorigen 
abgeleitete  Ikdingung  des  (Heichgewichts  nicht  noth wendig;  es  genügt  dann, 
dass  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte  den  Körper  in  der  Oberfläche  nach  keiner 
Richtung  hin  bewegen  können;  und  dazu  ist  es  nur  noth  wendig,  dass  die  Re- 
sultirende aller  Kräfte  auf  der  Oberfläche  senkrecht  ist.  Welche  Bedingungen 
dazu  erforderlich  sind,  das  abzuleiten  ist  Aufgabe  der  theoretischen  Mechanik, 
auf  deren  Lehrbücher  wir  deshalb  verweisen. 
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§.  11. 

.  Allgemeine  Gesetze  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung. 
Wurfbewegung.  Ebenso  wie  wir  durch  die  in  den  §§.  7  und  8  abgeleiteten 
allgemeinen  Gesetze  im  Stande  waren,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
zu  erhalten,  sind  wir  nun  auch  im  Stande  ganz  allgemein  zu  entwickeln,  wel- 
ches die  Bewegung  eines  Körpers  unter  Wirkung  einer  constanten  Kraft  ist. 

Lassen  wir  auf  einen  Körper  vom  Gewichte  Q  die  Kraft  P  einwirken ,  so 
wird  die  Beschleunigung  des  Körpers  in  der  Richtung ,  nach  welcher  die  Kraft 

wirkt, 

Die  in  der  Zeit  i  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

P     , 
"0  =  9  '  Q     t* 

Besass  der  Körper  beim  Beginne  der  Wirkung  der  Kraft  bereits  die  Ge- 
schwindigkeit a ,  so  setzt  nach  §.  7  die  neuerlangte  Geschwindigkeit  sich  ein- 
fach mit  dieser  zusammen;  ist  die  Geschwindigkeit  a  mit  der  neuen  gleich 
gerichtet,  so  addiren  sich  die  beiden,  ist  sie  entgegengesetzt  gerichtet,  so 
subtrahiren  sie  sich.  Wir  können  die  Geschwindigkeit  in  diesen  beiden  Fällen 
somit  nach  der  Zeit  t  allgemein  setzen 

Vermöge  der  Geschwindigkeit  a  durchläuft  der  Körper  in  der  Zeit  t  den 
Baum  a  .  ty  vermöge  der  ihm  von  der  Kraft  P  ertheilten  Geschwindigkeit  den 

Raum  Yj  ff'-^-  •  t^»   Hat  der  Körper  im  Beginne  der  Zeit  t  bereits  den  Raum  C 
durchlaufen ,  so  wird  der  am  Ende  der  Zeit  t  durchlaufene  Baum 

P 

Q 

Setzen  wir  hierin  C  und  a  gleich  Null ,  so  erhalten  wir  den  mit  der  Fall- 
^"f^chine  experimentell  entwickelten  Ausdruck ,  und  setzen  wir  P  =  ^  und 
fl^hmen  an  die  Kraft  P  sei  die  Schwere,  unsem  Ausdruck  für  den  freien  Fall 
der  Körper. 

Die  Bewegung  geworfener  Körper  ist  ein  specieller  Fall  dieser  allgemei- 
nen Sätze.  Untersuchen  wir  zunächst  den  F^U ,  dass  ein  Körper  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Für  die  Geschwindigkeit  nach  t  Sekunden  erhalten  wir 

V  =  a  —  ff  '  t^ 
^^Ibe  wird  mit  wachsender  Zeit  immer  kleiner,  sie  wird  gleich  0,  der  Kör- 
pet  hört  auf  zu  steigen ,  wenn 


s  =  2+at+^l^g  .~-*t\ 
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ist.    Die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Körper  dann  aufgestiegen  ist,  erhalten 
wir  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  ftlr  t  in  die  für  s  erhaltene  Gleichung : 

In  dieser  Höhe  angekommen,  hört  er  auf  zu  steigen  und  bleibt  einen 
Augenblick  in  Buhe ,  aber  sofort  wirkt  die  Schwere  auf  ihn  ein  und  zieht  ihn 
wieder  herab.   Seine  rückgängige  Bewegung  ist  durch  die  Ausdrücke 

bestimmt.     Auf  dem  Boden  angelangt  hat  er  den  Weg  ^2  ~^  durchlaufen; 
setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  für  s ,  so  wird 

und  die  Geschwindigkeit,  die  er  dann  besitzt,  ist 

a 

Der  Körper  braucht  also ,  um  die  Höhe ,  bis  zu  der  er  gestiegen  ist ,  zu 
durchfallen,  genau  dieselbe  Zeit,  die  er  zum  Ersteigen  der  Höhe  gebrauchte, 
und  die  Geschwindigkeit,  mit  der  er  an  seinem  Ausgangspunkt  ankommt,  ist 
genau  von  gleicher  Grösse ,  aber  entgegengesetzter  Richtung  als  die ,  mit  der 
er  zu  steigen  begann. 

Letztere  Bemerkung  können  wir  unmittelbar  dahin  verallgemeinem,  dass 
ein  Körper,  der  von  einem  Ausgangspunkte  mit  einer  bestimmten  Geschwin- 
digkeit ausgeht ,  und  unter  Wirkung  von  Kräften  auf  seinem  Wege  zur  Buhe 
kommt,  stets  in  den  Ausgangspunkt  mit  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit 
zurückkommen  muss ,  wenn  er  auf  demselben  Wege  unter  Wirkung  derselben 
Kräfte  zurückkehrt.  Dabei  ist  es  sogar  gleichgiltig,  ob  die  Kräfte  constant 
oder  veränderlich  sind. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Fall,  dass  die  Bichtung  der  dem  Körper  ur- 
sprünglich gegebenen  Bewegung  nicht  mit  derj Aigen  zusammenföUt ,  welche 
die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  ihm  ertheilen.  Es  wird  genügen  diesen  Fall  an 
einem  speciellen  Beispiel,  an  der  Bewegung  eines  in  irgend  einer  Bichtung 
geworfenen  Körpers  zu  erörtern.  Nehmen  wir  an,  dass  vom  Punkte  0  (Fig.  16) 

Fig.  16. 

Y 


aus  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  a  in   der  Bichtung  OT  geworfen 
werde.    Gemäss  unseres  in  §.  8  entwickelten  Grundsatzes  wirken  zwei  Kräfte 
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ganz  unabb&ngig  auf  ihn  ein;   die  erstere  bat  ihm  in  der  Richtung  OT  die 
•  Geschwindigkeit  a  ertheilt,  die  zweite,  die  Wirkung  der  Schwere  ertheilt  ihm 
in  jeder  Sekunde  nach  der  Richtung  der  Yerticalen  die  Beschleunigung  g.   Die 
wirklich  stattfindende  Bewegung  resultirt  aus  beiden. 

Die  Geschwindigkeit  a  können  wir  nach  §.  9  in  2  Componenten  zerlegen, 
in  eine  yerticale  und  eine  horizontale.  Bezeichnen  wir  den  Winkel  TON 
mit  ff,  so  ist  erstere  a  •  sin  a,  letztere  a  .  cos  or.  Die  Schwere  wirkt  in  der 
Richtung  der  yerticalen  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  mit  a  .  sin  ff. 
Nennen  wir  die  horizontale  Geschwindigkeit  v\  die  verticale  y",  so  erhalten 
wir  demnach  für  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t 

v'  =  a  .  cos  ff         v"  =  a  .  sin  ff  —  gt. 

Man  findet  nach  dem  Frühern  daraus  für  die  in  verticalcr  und  horizonta- 
ler Richtung  zurückgelegten  Wege 

für  den  horizontalen  o;  =  a  .  cos  ff  .  ^ 

für  den  yerticalen      y  =  a  .  %uia  ,t  —  2  '  ^^' 

wo  y  positiy  in  der  Richtung  nach  oben  genommen  ist. 

Aus  diesen  Ausdrücken  findet  man  in  jedem  Augenblicke  den  Ort  des 
Körpers,  wenn  man  in  horizontaler  Richtung  von  0  aus  die  für  die  Zeit  t  be- 
rechnete Grösse  x  aufträgt  und  am  Endpunkte  dieser  Linie  das  für  die  gleiche 
Zeit  berechnete  y  vertical  anlegt.  Der  durch  den  Endpunkt  des  y  bestimmte 
Pankt  ist  dann  der  Ort  des  Körpers.  Die  Linie,  welche  wir  durch  alle  so 
bestimmten  Orte  des  Körpers  hin  legen ,  ist  die  Bahn  des  geworfenen  Körpers. 
Entwickeln  wir  aus  den  zu  gleicher  Zeit  bestehenden  x  und  y  die  Grösse  ^, 
so  ist 

X 

<  = — ^ — 
a .  cos  ff 

a .  sin  ff  :t  Vo'  sin«  a  —  2yg 

9 
Setzen  wir  diese  beiden  Ausdrücke  gleich,  so  gibt  uns  die  Gleichung  die 
Beziehung,  welche  immer  zwischen  den  gleichzeitigen  Werthen  von  x  und  y 
bestehen  muss,  oder  lösen  wir  die  Gleichung  nach  y  auf,  so  erhalten  wir  in 
der  Gleichung  za  jedem  x  das  zugehörige  y.  Lassen  wir  demnach  x  alle  Werthe 
von  Null  an  durchlaufen,  so  geben  uns  die  Endpunkte  aller  dazugehörigen  y 
die  Bahn  des  Körpers. 
Wir  haben 


gx 


a  .  sin  ff  +  f^a«  sin« «  —  'igy 


acos  ff 

Bezeichnen  wir  mit  h  die  Höhe ,  bis  zu  welcher  der  senkrecht  mit  der 
Geschwindigkeit  a  emporgeworfene  Körper  aufgestiegen  wäre ,  so  haben  wir 

wie  vorhin 

a^  =  2gh 


54  Warfbewegung.  §.  11. 

und  setzen  wir. das  in  unseren  Ausdruck  für  y 

2/  =  a; .  tang  a  — 


4h .  C08*  a 

Dio  analytische  Geometrie  sagt  uns  nun,  dass  eine  Linie,  für  deren 
Punkte  diese  Beziehung  zwischen  x  und  y^  den  Coordinaten  besteht,  eine 
Parabel  sei,  dio  symmetrisch  um  eine  verticale  Axe  NP  liegt,  so  dass  also 
die  Bahn  des  Körpers  aus  einem  aufsteigenden  OF  und  einem  absteigenden 
Stücke  P3f  besteht,  die  symmetrisch  zur  Axe  der  Parabel  sind. 

Setzen  wir  y  =  0,  so  erhalten  wir  2  Werthe  für  x,  nämlich 

ir'  =  0,  x'  =  2Ä.  sin  2  a. 

In  dem  Abstände  x"  =  OM  schneidet  also  die  Bahn  des  Körpers  zum 
zweiten  Male  die  Horizontale ,  der  Abstand  gibt  also  den  Weg ,  den  der  Kör- 
per in  horizontaler  Richtung  zurückgelegt  hat,  wenn  er  wieder  zu  Boden  fällt; 
es  ist  die  Wurfweite. 

Man  sieht,  dieselbe  wächst  anfänglich  mit  er,  erreicht  ihren  grössten 
Werth  für  a  =  45®  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Ausserdem  ist  sie  propor- 
tional der  Grösse  h,  also  dem  Quadrate  der  dem  Körper  ertheilten  Anfangs- 
geschwindigkeit a. 

Setzen  wir  a  =  45  +  m,  so  ist  die  Wurfweite 

2Ä  .  sin  (90®  +  2w)  =  2/*  .  cos  2m. 

Für  gleiche  Neigungen  über  und  unter  45®  ist  also  die  Wurfweite  die- 
selbe. 

Die  höchste  Höhe,   welche  der  Körper  erreichen  kann,   entspricht  dem 

Punkte  N  der  Mitte  der  Wurfweite.*  Setzen  vrir  daher  x  =  h  .  sia  2a^   so 

erhalten  wir  für  y 

y  =  h  ,  sin'"^  a. 

Diese  Höhe  wächst  mit  er  und  wird  am  grössten ,  wenn  a  =  90®,  wenn 
der  Körper  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  ist.  Sie  ist  überdies  mit  h  dem 
Quadrate  der  ertheilten  Anfangsgeschwindigkeit  proportional. 

Die  Geschwindigkeit  ist  in  Punkten  der  Bahn ,  welche  in  gleicher  Höhe 
liegen,  gleich.  Denn  in  der  That,  bezeichnen  wir  wieder  die  auf  einander 
senkrechten  Componenten  der  Geschwindigkeit  mit  r',  v\  so  folgt  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner  Bahn  V  aus 

V  =  v^  -(-  v"'  =  a^  cos^  a  +  «^  sin^  a  —  2agt  sin  a  +  g^t^^ 

=  d^  —  2g  {at  .  sin  er  —  ^  fi)  =  a^  —  2gy, 

woraus  unmittelbar  folgt,  dass  V  für  gleiche  y»  also  für  Punkte  gleicher 
Höhe  der  Bahn  gleich  ist;  die  Geschwindigkeiten  sind  symmetrisch  zur  mittel- 
sten Höhe  der  Bahn  PN.   Bei  P  ist  die  Geschwindigkeit 

V^  =  a^  —  2gy  =  a^  —  2gh  sin-  a  =  a^  —  a^  sin^  a 

V  :=  a  ,  cos  a. 

Dio  verticale  Bewegung  ist  dort  0  und  nur  noch  die  horizontale  Compo- 
nente  der  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden. 


f 
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Die  Zeit,  welche  der  geworfene  Köif)er  braucht,  um  seinen  höchsten 
Punkt  zu  erreichen,  ist  darnach  gleich  jener,  in  welcher  er  niederfällt. 

Man  kann  es  sich  nun  zur  Aufgabe  machen,  jenen  Werth  von  cc  zu  be- 
stimmen, unter  welchem  man  den  Körper  zur  Erreichung  eines  bestimmten 
Punktes  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  werfen  muss.  Nennt  man  die 
Coordinaten  dieses  Punktes  x\  y\  so  haben  wir  zur  Bestimmung  unseres  Win- 
kels a  nur  unsere  Gleichung  ftti*  ?/,  in  welcher  wir  setzen 

1            cos*  a  +  Bin*  a         <     •    .        o 
— =—  = ' =1-4-  tang^  cf, 

also 

y  —  X  tang  «  +  j^  (1  +  ^^ng^  a)  =  0 

nach  a  aufzulösen.   Wir  erhalten  daraus 

tftng  flf  =  - -, ^  . 

Es  gibt  ausser  im  Falle,  wo  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  0  ist, 
i      2  Werthe  für  a,    entsprechend  dem  positiven  und  negativen  Zeichen  der 
WurzelgrÖsse.    Es  gibt  somit  ausser  in  dem  erwähnten  Falle  2  Parabeln,  in 
feien  sich  der  Körper  zur  Erreichung  seines  Zieles  bewegen  kann. 

Ist  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv,  so  ist  die  Lösung  der 
K      Aufgabe  möglich,  d.  h.  alle  Punkte,  die  durch  x  und  y  so  bestimmt  sind,  dass 

j  4  1i^  —  .r'^  —  4  hy  >  0, 

J      können  bei  der  durch  /*  bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  getroffen  werden, 
f      «Jenn  wir  erhalten  für  alle  2  Werthe  flir  u. 


Ist  der  Ausdruck  negativ,  so  wird  tang  a  imaginär,  d.  h.  die  Punkte, 
^eren  x  und  y  so  bestimmt  sind ,  dass  sie  den  Ausdruck 

4  W^  —  x"^  —  4  hy  <  0 

^*<ihen,  sind  nicht  erreichbar. 

Die  nicht  erreichbaren  sind  von  den  erreichbaren  Punkten  getrennt  durch 
^iiie  Linie ,  deren  x  und  y  durch  die  Gleichung 

4  ä2  —  a;2  —  4  Äy  =  0, 

also 

x"^  =  ^  h  (Ji  —  y) 

^^t  einander  verknüpft  sind.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometiie 
^  das  eine  Parabel,  deren  Axe  mit  der  in  0  errichteten  Chf  zusammenfällt» 
^^^on  Concavität  gegen  die  Horizontale  gerichtet  ist,  deren  Scheitel  die  Höhe  h 
^^4  deren  Parameter  die  Länge  4ä  hat.  Mit  //,  also  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit a,  ändert  sich  die  Grenze  der  erreichbaren  Punkte. 

Wenn  man  alle  diese  Folgerungen  experimentell  prüft,  so  findet  man  sie 
^it  Abweichungen ,  welche  in  dem  Widerstand  der  Luft  und  einigen  andern 
später  zu  betrachtenden  störenden  Umständen  ihren  Grund  haben ,  bestätigt. 
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*§.  12. 

Bewehrung  auf  der  Bohiefen  Ebene.  Wegen  der  vielÜAchen  An- 
wendangen  und  des  historischen  Interesses,  da  Galilei  an  ihr  die  Oesetze  der 
Bewegung  in  Folge  einer  constanten  Kraft  zuerst  nachwies ,  möge  hier  noch 
aus  den  allgemeinen  Gesetzen  der  vorigen  §§.  die  Bewegung  eines  Körpers 
auf  einer  schiefen  Ebene  abgeleitet  werden.  Wir  setzen  voraus,  der  Körper  sei 
kugelförmig  und  könne  sich  ohne  Beibung  auf  der  schiefen  Ebene  bewegen. 

Nehmen  wir  an,  die  schiefe  Ebene  bilde  mit  dem  Horizonte  den  Win- 
kel cc  und  der  aufgelegte  Körper  habe  das  Gewicht  p.     Die  Bichtung  der 
Schwere  ist  die  der  Verticalen.    Wir  können  nun  nach  §.  9  die  Schwerkraft 
als  eine  resultirende  zweier  Krftfte  ansehen,  deren  eine  auf  der  schiefen  Ebene 
senkrecht  steht,  während  die  andere  mit  ihr  parallel  ist.    Mit  der  Bichtung 
der  Schwere  bildet  die  erstere  den  Winkel  a ,  die  zweite  den  Winkel  90^  —  «, 
nach  dem  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  dieT  erstere  daher  gleich 
p  .  cos  a  xmd  die  zweite  j)  .  sin  a.   Die  erstere  dieser  Kräfte  wird  einen  Druck 
gegen  die  schiefe  Ebene  bewirken  und  zu  einer  Bewegung  nichts  beitragen; 
die  zweite  jedoch,  welche  parallel  der  schiefen  Ebene  ist,  wird  dem  Körper 
eine  Bewegung  die  schiefe  Ebene  herab  zu  ertheilen  suchen.    Ihr  Werth  ist 
^;  .  sin  a ,  also  mit  dem  Neigungswinkel  veränderlich.     Soll  der  Körper  in 
Buhe  bleiben,  so  muss  also  eine  Kraft  p  .  sin  er  parallel  und  die  schiefe  Ebene 
hinaufgerichtet  angebracht  werden.   Der  Versuch  bestätigt  es.    Denn  befestigt 
man  an  dem  Körper  einen  Faden  und  führt  ihn  der  schiefen  Ebene  parallel 
über  eine  Bolle,    so  muss  man  an  der  andern  Seite  des  Fadens  Gewichte 
p  ,  sma  anhängen ,  um  den  Körper  auf  der  schiefen  Ebene  festzuhalten. 

Lässt  man  den  Körper  rollen,  so  ist  die  ihn  bewegende  Kraft  nach  dem 
Vorigen  ^  .  sin  a.   Diese  ertheilt  ihm  die  Beschleunigung 

&»  .  sin  a 
=  g  '  ^—- —  =  ^  .  sm  a. 

Die  Gleichungen  seiner  Bewegung  sind  demnach 

v  =  ^  .  sin  cf .  f        s  =i  ^/^  g  .  sia  tt  ,  fl. 

Wenn  nun  der  bewegliche  Körper  Ä  im  Punkte  B  angekommen  ist,  so 

hat  er  den  Baum  ÄS 


Fig.  17. 

A 


AB  = 


sm« 

durchlaufen,  wenn  wir 
mit  h  die  Höhe  ^ 
schiefen  Ebene  bezeich- 
nen. Setzt  man  n^ 
diesen  Werth  in  nfl* 
sere  Gleichung  ftlr  ^ 
so  ist  ' 
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=  Yj  ^  .  sin  a  .  (^ 


.1 


i 


sin  a 


n^  _^ 


^.sin  a 
für  c|ie  Dauer  des  Falls  und 

y¥gh  =  V 

für  die  (Geschwindigkeit,  mit  der  Am  B  ankommt.  Wir  sehen,  dass,  wenn  h 
constant  ist,  die  Dauer  des  Falles  sich  mit  der  Neigung  der  schiefen  Ebene 
gegen  die  Horizontalebene  ändert,  dass  aber  die  Geschwindigkeit,  mit  wel- 
cher die  Kugel  unten  ankommt,  von  dem  Neigungswinkel  unabhängig  und 
gleich  jener  ist,  welche  der  Körper  erhalten  würde,  wenn  er  die  Höhe  h 
frei  dorchüallen  hätte. 

Von  der  schiefen  Ebene  macht  man  oft  in  der  Praxis  Anwendung,  um 
Lasten  eine  gewisse  Höhe  hinaufzuschaffen.  Denn  da  ein  Theil  des  Gewichtes 
von  der  schiefen  Ebene  getragen  wird ,  so  bedarf  es  nur  einer  kleineren  Kraft, 
um  die  Gegenstände  hinaufzuschaffen.  Wir  sahen  eine  Kraft  P .  sin  er  hält, 
wenn  sie  parallel  der  schiefen  Ebene  wirkt,  dem  auf  derselben  befindlichen 
Gewichte  P  das  Gleichgewicht,  durch  einen  etwas  grossem  Druck  als  P  .sin  er 
wird  der  Körper  in  die  Höhe  geschafft.  Die  in  vielen  Apparaten  benutzte 
Schraube  ist  nichts  wie  eine  um  einen  Cjlinder  gewickelte  schiefe  Ebene; 
ebenso  beruht  die  Wirksamkeit  des  Keils  auf  den  Gesetzen  der  schiefen  Ebene. 
Die  Wirkungen  dieser  Apparate  sind  darnach  leicht  zu  erhalten. 

§.  13. 

Hasse.  Eine  in  vielen  Fällen  äusserst  bequeme  Vereinfachung  unserer 
Crleichongen  für  die  Bewegung  eines  Körpers  erhalten  wir  durch  Einführung 
eines  neuen  Begriffs,  desjenigen  der  Masse  des  Körpers.  Lässt  man  einen 
gegebenen  Körper  vom  Gewichte  P,  dasselbe  in  Kilogrammen  gegeben,  ein- 
n^  frei  fallen  und  unterwirft  ihn  dann  der  Wirkung  verschiedener  Kräfte 
^,  Fj,  2^2  •  •  •»  s^  erhält  er  in  allen  den  Fällen  verschiedene  Beschleuni- 
gten. Diese  Beschleunigungen  verhalten  sich  aber  nach  §.  6  in  allen  Fällen 
^kt  wie  die  wirksamen  Kräfte.  Bezeichnen  wir  dieselben,  in  Metern  aus- 
gedrückt, mit^,  &],  6r2'  ^3  *  *  ')  ^^  ^^^  deshalb  die  Quotienten 

^1  =  ^.  _  ^a  _  ^  —  n. 

G,-G--Q. 7-^ 

^^^der  stets  gleich.  Kennt  man  deshalb  einmal  für  einen  Körper  den  Werth 
^^ses  Quotienten  m,  so  kennt  man  auch  sofort  die  Wirkung,  welche  irgend 
^Utö  Kraft  auf  ihn  ausübt.   Denn  man  erhält  in 


^  dem  Quotienten  aus  der  wirksamen  Kraft  und  dem  constanten  Yerhält- 
^  m  die  Beschleunigung,  welche  der  Körper  von  der  Bjraft  JP erhält ,  und 
^^t  die  Bewegung  des  Körpers  vollständig  bestimmt.   Umgekehrt  kann  man 
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aber  auch  aus  der  Beschleunigung,  welche  der  Körper  von  irgend  einer  Kraft 
erhält ,  mit  Hilfe  jenes  Verhältnisses  die  Grösse  der  Kraft  bestimmen.  Dieses 
für  einen  Körper  ganz  constante  Verhältniss,  zwischen  den  ihn  antreibenden 
Kräften  und  der  Beschleunigung,  welche  sie  ihm  ertheilen,  nennt  man  die 
Masse  des  Köi-pers. 

Um  sie  zu  erhalten  gentigt  es  demnach,  an  dem  Körper  irgend  eine 
Kraft  F  anzubringen,  die  erzeugte  Beschleunigung  G  zu  beobachten,  und 
dann  F  durch  G  zu  dividiren.  Da  es  nun  ganz  einerlei  ist,  welche  Kraft  man 
anbringt,  so  kann  man  die  wählen,  durch  welche  man  das  Verhältniss  am 
leichtesten  findet,  sein  Gewicht  P.  Wir  wissen,  dass  beim  freien  Fall  die 
Beschleunigung  g  =  9"',808  ist,  und  erhalten  daraus  die  Masse  m 

P 
m  =  — • 
9 

Man  kann  also  die  Masse  eines  Körpers  als  ein  reines  für  denselben  Kör- 
per ganz  constantes  Zahlenverhältniss  betrachten. 

Oft  jedoch  pflegt  man  die  Masse  eines  Körpers  als  eine  Grösse  besonderer 
Art  anzusehen  und  nach  einer  bestimmten  Einheit  zu  messen.  Dadurch  tritt 
dann  hervor,  dass  diese  Grösse  m  auch  eine  bestimmte  physikalische  Bedeu- 
tung hat. 

Wie  wir  sahen  setzen  zwei  verschiedene  Körper  einer  auf  sie  wirkenden 
Kraft  einen  verschiedenen  Widerstand  entgegen.  Man  kann  sie  nun,  wie  in 
Beziehung  auf  ihre  sonstigen  Eigenschaften,  auch  in  Beziehung  auf  diesen 
Widerstand,  den  wir  der  Trägheit  der  Materie  zuschreiben,  vergleichen  und 
sagen :  sie  haben  gleiche  oder  verschiedene  Masse ,  je  nachdem  sie  einer  Kraft 
einen  gleichen  oder  verschiedenen  Widerstand  entgegensetzen. 

Wir  nennen  demnach  solche  Massen  gleich,  welche  unter  Einfluss  glei- 
cher Kräfte  gleiche  Beschleunigungen  erhalten.  Aus  dem  Begriffe  der  Gleich- 
heit zweier  Massen  erhält  man  dann  sofort  den  der  Verschiedenheit,  zwei 
Massen  verhalten  sich  wie  m  zu  n^  wenn  die  eine  in  m,  die  andere  in  n  gleiche 
Massen  zerlegt  werden  kann. 

Wir  haben  nun  §.  6  gesehen,  dass  der  Widerstand,  den  ein  Körper 
einer  Kraft  entgegensetzt,  proportional  seinem  Grewichte  ist,  dass  also  zwei 
Körper  gleichen  Gewichtes  der  Wirkung  einer  Kraft  auch  gleichen  Widerstand 
entgegensetzen.  Es  läge  daher  nahe.  Gewicht  und  Massen,  die  darnach. pro- 
portional sind,  zu  identificiren  und  einem  Körper  von  der  Einheit  des  G^ 
wichtes,  also  einem  Kilogramm,  auch  die  Einheit  der  Masse  beizulegen.  E^ 
ist  das  jedoch  nicht  zulässig,  indem,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  die  Einheit 
der  Masse  schon  aus  den  gewählten  Einheiten  der  Kraft,  1  Kilogramm,  und 
Beschleunigung  1  Meter  bestimmt  ist. 

Haben  wir  n&mlich  zwei  Massen  m  und  m\  deren  erste  durch  eine  ihiei^ 
Gewicht  P  gleiche ,  die  andere  durch  irgend  eine  Kraft  P'  angetrieben  wird,  ^ 
erhalten  sie  die  Beschleunigungen  g  und  g\   Auf  die  Masseneinheit  wirkt  cUn0 
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P  P' 

in  dem  ersten  Falle  die  Kraft  —  ,   in  dem  zweiten  die  Kraft  —  und  da  die 

Bewegung  der  einzelnen  Theile  dieselbe  ist,  wie  die  der  gesammten  Massen, 
so  haben  wir  nach  dem  Satze  über  die  Proportionalität  von  Kraft  und  Be- 
schleunigung 

P      P' 

—  »    —  =  ff  '  ff 

oder 

P  _  mg 

V         m  fj 

Wir  müssen  nun  die  Masse  gleich  eins  setzen,  welche  zu  den  bereits  ge- 
wählten Einheiten  passt,  die  also  durch  die  Einheit  der  Kraft,  1  Kilogramm, 
die  Beschleunigung  eins,  1  Meter  erhält.  Setzen  wir  daher  in  unserer  Glei- 
chung P'  =  1  und  ^'  =  1 ,  so  wird  auch  m'  =  1  und  es  folgt 

P 

9  ' 
oder  die  Masse  eines  Körpers  ist  unter  Annahme  dieser  Einheit  nicht  gleich 
seinem  Gewichte,    sondern  gleich  dem  Quotienten   des  Gewichtes  und  der 
Zahl  g^  d.h.  die  Masse  eines  Körpers  enthält  soviel  Masseneinheiten,  als  dieser 
Quotient  Einheiten  hat. 

Die  Einheit  der  Masse  ist  also  jene ,  welche  durch  die  Einheit  der  Kraft 
die  Einheit  der  Beschleunigung  erhält.  Nun  haben  wir  zur  Krafteinheit  den 
Druck  von  einem  Kubikdecimeter  Wasser  bei  der  Temperatur  4^  C.  auf  der 
Btemwarte  zu  Paris  festgesetzt.  Die  Masse  desselben  erhält  unter  diesem 
Drucke  beim  freien  Falle  die  Beschleunigung  von  9'",808.  Nach  §.  6  wird  nun 
ein  9,808  mal  grösseres  Gewicht  unter  dem  Einflüsse  dieser  Kraft  die  Beschleu- 
nigung von  1  Meter  erhalten.  Wir  müssen  daher  als  Einheit  der  Masse  die 
jenige  nehmen,  welche  gleich  der  von  9,808  Kubikdecimeter  Wasser  bei 
4<^  C.  ist 

Es  ist  gut,  hier  schon  zu  beachten,  dass  die  Masse  eines  Körpers  eine 
durchaus  constante  Grösse  ist ,  während  das  Gewicht  oder  der  Druck ,  den  der 
Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  nicht  constant,  sondern  an  verschiedenen 
Orten  verschieden  ist.  Da  aber  mit  geändertem  Drucke  der  Körper  auch  eine 
andere  Beschleunigung  erhält,  da  Kraft  und  Beschleunigung  proportional 
^"id,  so  bleibt  der  Quotient  des  Gewichtes  und  der  Beschleunigung  ganz  un- 
geändert. 

Einige  Physiker  haben  die  Masse  als  die  Quantität  Materie  deflnirt, 
Welche  in  einem  Körper  enthalten  sei.  Diese  Definition  rührt  von  der  gewöhn- 
»chen  Bedeutung  des  Wortes  Masse  her;  man  darf  sie  jedoch  nicht  als  ganz 
^xakt  bezeichnen.  Dieselbe  sagt  zu  viel,  denn  wir  sind  mit  dem  Wesen  der 
^terie  viel  zu  unbekannt,  als  dass  wir  sie  messen  könnten.  Streng  genom- 
^©nkann  man  nur  Kupfer  mit  Kupfer,  Blei  mit  Blei  vergleichen  und  keine 
Beziehung  aufstellen  zwischen  der  Materie  des  Kupfers  und  der  des  Bleis 
diejenigen,  welche  diese  Definition  beibehalten  wollen,  müssen  daher  vor 
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allem  definiren,  was  sie  unter  gleichen  Quantitäten  Materie  oder  gleichen 
Massen  verstehen.  Diese  werden  dann  dahin  definirt,  dass  gleiche  Massen  die- 
jenigen sind,  welche  gleiches  Gewicht  haben.  Das  ist  aber  mit  unserer  Defi- 
nition, dass  gleiche  Massen  die  sind,  welche  unter  Wirkung  gleicher  ErSffe 
gleiche  Beschleunigung  erhalten,  dasselbe,  und  es  ist  demnach  besser  mit 
dieser  Definition  zu  beginnen ,  als  einen  unbestimmten  Begriff  über  die  Quan- 
tität der  Materie  voraus  zu  schicken. 

§.  14. 

Versohiedene  Arten  die  Kraft  zu  messen.  Als  Maass  für  die 
Kraft  haben  wir  bisher  das  Gewicht  betrachtet,  welches  an  einem  Punkte  der 
Kraft  entgen wirkend  angebracht  werden-  muss,  um  derselben  das  Gleich* 
gewicht  zu  halten.  Wir  sind  indess  ebenso  im  Stande  die  Kräfte  nach  den 
Wirkungen  zu  messen,  welche  sie  auf  verschiedene  Massen  hervorbringen. 
Kennen  wir  nämlich  die  Beschleunigung  G ,  welche  eine  Kraft  P  der  Masse  M 
crtheilt,  so  erhalten  wir  nach  dem  vorigen  §. 

p  =  a.M 

oder  die  Kraft,  welche  auf  die  Masse  M  wirkt,  ist  gleich  dem  Produkte  aas 
der  Beschleunigung  und  der  Masse ,  welcher  sie  diese  Beschleunigung  ertheili 
Aus  unserer  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  eines  Kör- 
pers von  der  Masse  M  unter  Wirkung  der  constanten  Kraft  P 

P    , 

erhalten  wir  unmittelbar 

M  .v  =  P.t  .  .  .  .  1. 

Das  Produkt  aus  der  bewegten  Masse  und  der  von  ihr  erreichten  Ge- 
schwindigkeit ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  wirkenden  Kraft  und  der  Zeit, 
während  welcher  sie  gewirkt  hat. 

Wirkt  ein  anderes  Mal  die  Kraft  Pf  auf  die  Ma^e  M^  und  ertheilt  sie  ihr 

in  derselben  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v^ ,  so  ist 

M^v^=P^  .t 
und 

itf .  V  :  itf,  V,  =  P  .  <  :  P,  . «  =  P  :  Pf 

Man  nennt  das  Produkt  M .  v  6ie  Bewegungsgrösse  der  Masse  JKf ;  obige 
Proportion  sagt  daher,  dass  die  zwei  Massen  bewegenden  Kräfte  sich  verbal' 
ten  wie  die  Bewegungsgrössen  dieser  Massen,  jedoch  unter  der  Voraussetzung* 
dass  die  Kräfte  gleiche  Zeit  gewirkt  haben.  Das  Produkt  P  •  t  heisst  der  An- 
trieb der  Kraft  in  der  Zeit  t 

Wir  haben  femer  die  Gleichungen 

"  =  5  •  '5  »  =  V2  ^  • «' 
und  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 


i 
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los  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  der  eben  hingeschriebenen  folgt 

P 


V2  ^^  =  li#  •  « 


oder 

Vjitf.v^  —  p.s . . .  n. 

Das  Produkt  aus  der  halben  Masse  und  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit, welche  sie  besitzt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  bewegenden  Kraft 
und  der  Weglänge,  auf  welcher  sie  der  Masse  M  diese  Geschwindigkeit  er- 
theilt  hat.  Wirken  zwei  Erftfte  P  und  P,  eine  gleiche  Weglftnge  s  hindurch 
aof  zwei  Massen  M  und  M^  und  ertheilen  ihnen  die  Geschwindigkeiten  v 
I      nnd  t7] ,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

oder  auch 

Die  Produkte  Yj  ^^^  o^®^  *^ch  M  v^  nennt  man  die  lebendige  Kraft  der 
1  Hasse  M,  Kennt  man  letzteres  die  lebendige  Kraft,  so  nennt  man  ersteres, 
die  Hälfte  des  letztem,  wohl  die  lebendige  Potenz.  Wir  werden  später  die 
«rstere  Grösse ,  welche  sich  unmittelbar  aus  den  Bewegungsgleichungen  ergibt, 
ih  lebendige  Kraft  bezeichnen.  Wir  können  dann  obige  Gleichung  dahin  inter- 
':  preiiren,  dass  die  bewegenden  Kräfte,  welche  auf  zwei  Massen  den  gleichen 
^^  hindurch  gewirkt  haben,  sich  verhalten,  wie  die  lebendigen  Kräfte, 
welche  sie  ^en  Massen  ertheilt  haben. 

Das  Produkt  P .  s,  aus  der  Kraft  und  dem  Wege,   durch  welchen  die 

Kraft  gewirkt  hat,  nennt  man  die  Arbeit  der  Kraft;  diese  Benennung  beruht 

I     auf  der  Anschauung,  dass  eine  Kraft  auf  äem  ganzen  Wege,  auf  welchem  sie 

I     gewirkt  hat,  einen  ihr  an  Grösse  genau  gleichen  Widerstand  zu  überwinden 

;     ^t,  eine  Anschauung ,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Eigenschaft  der  Trägheit 

oder  dem  von  Newton  zuerst  ausgesprochenen  Prinzip  der  Gleichheit  von  Wir- 

^^^  und  Gegenwirkung  ergibt. 

Dieses  Prinzip  sagt  aus-,  dass  wenn  ein  Körper  auf  einen  andern  eine 
*^irkang,  einen  Zug  oder  einen  Druck  ausübt,  dass  er  dann  von  dem  letz- 
^rn  eine  ebenso  grosse  Gfegenwirkung,  also  einen  ebenso  starken  Gegenzug 
^er  Gegendruck  erfährt.  Dasselbe  gibt  sich  überall  in  der  Natur  zu  erkennen; 
Ziehen  wir  einen  Körper  mit  einer  gewissen  Kraft  zu  uns  hin,  so  werden  wir 
^on  demselben  ebenso  stark  angezogen,  denn  ziehen  wir  mit  aller  Kraft  an 
^em  an  einer  Wand  befestigten  Seil',  so  fallen  wir  zurück,  wenn  es  reisst. 
^®ben  wir  auf  einen  Körper  einen  Druck  aus ,  so  erfahren  wir  einen  Gegen- 
^ck  von  derselben  Stärke;  wird  z.  B.  ein  Gas  comprimirt,  so  übt  die  Span- 
^nug  des  Gases  in  jedem  Momente  auf  den  Stempel  einen  genau  ebenso  grossen 
^^^gendruck  aus,  den  wir  in  später  zu  besprechender  Weise  mit  einem  Mano- 
meter messen  können.  Der  Magnet  zieht  das  Eisen  an,  genau  ebenso  stark 
^^t  aber,  wie  wir  uns  mit  einer  Wage  überzeugen  können,  das  Eisen  den 
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Wie  in  diesen  Kllen ,  so  in  allen ,  so  auch  wenn  eine  Kraft  einen  Körper 
in  Bewegung  setzt;  während  der  ganzen  Bewegung  hat  dieselbe  einen  ihr  an 
Grösse  genau  gleichen  Gegenzug  zu  überwinden,  um  den  augenblicklichen 
Bewegungszustand  des  Körpers  zu  ändern.  Dass  dieser  Gegenzug  auch  dann 
in  der  That  vorhanden  ist,  können  wir  direkt  durch  den  Versuch  nachweisen. 
Man  hänge  das  üebergewicht  p  bei  der  Fallmaschine  an  das  Gewicht  P  mit 
Hilfe  einer  Feder ,  so  lange  P  auf  dem  obem  Teller  steht.  Die  Feder  konmit 
dann  in  einen  gewissen  Zustand  der  Spannung,  der  beweist,  dass  die  Feder 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  gleich  grossen  Kräften  gezogen  wird. 
Denn  die  Feder  biegt  sich  so  lange,  bis  die  nach  beiden  Seiten  ziehenden 
Kräfte  genau  gleich  sind.  Lässt  man  dann  das  System  sich  bewegen,  so  bleibt 
die  Feder  ganz  genau  in  derselben  Weise  gespannt,  wie  gross  auch  die  zu  be- 
wegende Masse  und  wie  gross  auch  die  Geschwindigkeit  ist. 

Die  Kraft  P  übt  also  während  des  ganzen  Weges,  durch  welchen  sie  die 
Last  M  bewegt,  den  Druck  P  aus ,  wir  nennen  deshalb  das  Produkt  Ps  ebenso 
die  Arbeit  der  Kraft,  wie  wir  die  beim  Heben  einer  Last  geleistete  Arbeit 
durch  das  Produkt  der  gehobenen  Last  in  die  gehobene  Strecke  messen.  Dass 
dort  aber  die  Arbeit  durch  dieses  Produkt  gemessen  werden  muss,  ergibt  die 
einfache  Ueberlegung,  dass  es  dieselbe  Arbeit  ist,  wenn  wir  1  Kilogr.  auf 
die  Höhe  von  2  M.  heben,  wie  wenn  wir  2  Kilogr.  auf  die  Höhe  von  1  M. 
heben.  Denn  in  beiden  Fällen  müssen  wir  zweimal  1  Kilogr.  auf  die  Höhe  von 
1  M.  heben. 

Die  Gleichung 

P  s  =  V2  ^^^ 

ist  zugleich  der  Ausdruck  eines  wichtigen  physikalischen  Prinzips,  welches 
besonders  in  der  neueren  Zeit  immer  vollständiger  erkannt  ist,  und  dem  wir 
an  vielen  Stellen  begegnen  werden ,  dem  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Kraft- 
Dieses  Prinzip  sagt  aus ,  dass  in  der  Natur  keine  Kraft  gewonnen  und  keine 
verloren  werden  kann.  Wenn  demnach  eine  Kraft  irgend  eine  Arbeit  leistet, 
so  ist  dieselbe  nicht  verloren ,  nicht  verbraucht ,  sondern  nur  in  eine  andere 
Form  umgesetzt ,  in  der  man  sie  vollständig  wiederfindet.  In  einem  speciel- 
len  Falle  zeigt  das  obige  Gleichung,  sie  zeigt;  dass  die  Arbeit  der  Kraft i* 
sich  vollständig  als  lebendige  Kraft  in  der  bewegten  Masse  wiederfindet.  Wir 
können  auch  in  der  That  dieselbe  Arbeit  aus  dem  Körper  wiedergewinnen, 
wenn  wir  ihm  seine  Bewegung  nehmen.  Wie  wir  später  sehen  werden  ge- 
schieht das  z.  B.  dann ,  wenn  wir  eine  vollkommen  elastische  Kugel  auf  eine 
andere  ihr  gleiche  stossen  lassen,  welche  sich  in  Buhe  befindet.  Die  ursprfln^ 
lieh  bewegte  Kugel  kommt  zur  Ruhe,  die  gestossene  bewegt  sich  aber  mit 
genau  derselben  Geschwindigkeit  weiter.  Gerade  der  Umstand,  dass  ein« 
Masse  üf,  welche  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  eine  Arbeit  leisten  kann, 
welche  Yj  ^  ^^  gleich  ist,  wenn  man  sie  zur  Buhe  bringt,  berechtigt  dan»» 
dieses  Produkt  als  lebendige  Kraft  dieser  Masse  zu  bezeichnen. 


I 
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Wie  in  diesem  Falle,  so  können  wir  leicht  das  Prinzip,  dass  keine  Kraft 
verloren  werden  kann,  auch  in  andern  Fällen  nachweisen.  Heben  wir  ein 
Gewicht  P  durch  die  Höhe  5,  so  haben  wir  die  Arbeit  P  s  nur  in  dieses  Ge- 
wicht übertragen,  das  niedersinkende  Gewicht  k^inn  genau  dieselbe  Arbeit 
wieder  leisten. 

In  manchen  Fällen  glaubte  die  ältere  Physik  einen  wirklichen  Verlust 
Ton  Kraft;  annehmen  zu  müssen,  so  z.  B.  bei  der  Beibung;  wir  werden  später 
den  Nachweis  liefern,  dass  auch  hier  kein  Verlust,  nur  eine  Umsetzung  der 
Kraft  in  andere  Formen,  vorzüglich  in  Wärme  stattgefunden  hat. 

§.  15. 
Bewegung  in  Folge  inoonstanter  Kräfte  und  liaass  derselben. 

Unsere  experimentell  abgeleiteten  Sätze  über  die  Bewegungen,  welche  durch 
constante  Kräfte  hervorgebracht  werden,    und  die  allgemeinen   Sätze  über 
die  Wirkung  von  Kräften,  welche  wir  daraus  ableiteten,  gestatten  uns  nun 
schliesslich  auch  im  allgemeinen  zu  bestimmen,  welcher  Art  die  Bewegungen 
sein  müssen,    welche  inconstante  Kräfte  einem  festen  Körper  oder  einem 
materiellen  Punkte  ertheilen.     Wirken  die  Kräfte  immer  in  derselben  Rich- 
tung aber  mit  verschiedener  Stärke,   so  muss  die  Bewegung  eine  geradlinig 
fortschreitende  aber  ungleichmässig  beschleunigte  sein,   das  heisst,   die  Ge- 
schwindigkeitszunahme muss  zu  verschiedenen  Zeiten  in  demselben  Verhält- 
nisse sich  ändern,   wie  die  Grösse  der  Kraft  sich  ändert.     Kennen  wir  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert,  so  können  wir  daraus  auch  das 
Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit  sich  ändert.     Denken 
wir  uns  nämlich  die  Zeit,  während  welcher  die  veränderliche  Kraft  wirkt,  in 
Iiinreichend  kleine  Zeittheilchen  zerlegt,   so  können  wir  ohne  ungenau  zu 
sein  annehmen,  dass  innerhalb  jedes  dieser  Zeittheilchen  die  Kraft  constant 
ist,  und  dass  sich  dieselbe  erst  vom  einen  zu  dem  andern  Zeittheilchen  ändert. 
Innerlialb  eines  solchen  Zeittheilchens  gelten   dann  die  Gesetze  constanter 
Kräfte.    Ist  demnach  F  die  auf  die  Masse  M  wirkende  Kraft  zur  Zeit  f ,  so 
erhalten  wir  für  die  Beschleunigung  in  diesem  Zeitmomente ,  welche  wir  nach 

(      §•  1  in  dem  Quotienten  -  -  ausgedrückt  haben , 

Jv        F 


\ 


Jt  ~  M 
Ist  hierin  F  als  eine  Function  der  Zeit  t  gegeben ,  so  lehrt  die  Integral- 
feclinung  aus  diesem  Ausdrucke  auch  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  und  aus 
^^eser  den  zm-ttckgelegten  Weg  finden.    Von  der  Form  der  Funktion  F  ist  es 
^Äiin,  wie  man  sieht,  abhängig,  welcher  Art  die  Bewegung  sein  wird,  und 
J6  nach  dieser  Form  ist  auch  die  specielle  Lösung  der  Aufgabe ,  aus  der  Be- 
j      ^eunigung  Geschwindigkeit  und  Weg  zu  finden,  eine  verschiedene.     Ein- 
J      2eljie  HsXLe  werden  wir  später  behandeln. 

Kennen  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  eine  inconstante  Bewegung  er- 
t      '^igt,  so  können  wir  daraus  dann  auch  umgekehrt  das  Gesetz  ableiten ,  nach 
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welchem  die  veränderlichen  Kräfte  wirken.  Kennen  wir  nämlich  den  unter 
Wirkung  der  Kraft  zurückgelegten  Weg  s  in  seiner  Abhängigkeit  von  t^  so 
können  wir  daraus  zunächst  fUr  jeden  Zeitpunkt  t  die  Geschwindigkeit 

und  aus  dieser  die  Beschleunigung  -^  erhalten.  Für  die  letztere  haben  wir 
aber  die  Gleichung 

somit  auch  hier  die  bewegende  Kraft  in  dem  Momente,  für  welchen  jener 
Quotient  gebildet  ist, 

oder  wir  erhalten  in  dem  Produkte  der  bewegten  Masse  und  der  jedesmaligen 
Beschleunigung  das  Maass  für  die  Grösse  der  veränderlichen  Kraft  in  jedem 
Momente  der  Bewegung. 

Auch  diesen  Satz  werden  wir  häufig  anwenden,  um  in  specieUen  F&Uen 
das  Gesetz,  nach  welchem  eine  Kraft  wirkt,  aus  der  bekannten  Bewegung 
abzuleiten. 

Wirken  die  £[räfte  auf  eine  bewegte  Itf asse  nicht  immer  in  derselben  Rich- 
tung ein,  so  wird  die  Bewegung  der  Masse  nicht  eine  geradlinig  fortschrei- 
tende ,  sondern  die  Bahn  des  Bewegten  wird  eine  von  dem  Gesetze  der  Kraft* 
Wirkung  abhängige  krumme  Linie.    Eine  Untersuchung  dieses  Falles  würde 
uns  zu  weit  in  die  theoretische  Mechanik  einführen.    Es  ist  unsere  Aufgabe, 
die  experimentellen  Grundlagen   der  Bewegungslehre  aufzusuchen  und  ans 
ihnen  die  Gesetze  abzuleiten,  nach  denen  die  Kräfte  wirken;  das  haben  wir 
im  Bisherigen  für  die  fortschreitende  Bewegung  gethan,  indem  wir  gleich- 
zeitig einige  der  wichtigsten  Sätze  der  theoretischen  Mechanik  aus  denselben 
folgerten,  soweit  wir  dieselben  zum  Verständniss  des  Folgenden  nothwendig 
hatten.   Wegen  des  Weitem  müssen  wir  auf  die  Lehrbücher  der  Mechanik  ver- 
weisen.   Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  anderer  Bewegungen,  die  wir 
in  der  Natur  vorfinden. 


Zweites  Kapitel. 
Von  den  drehenden  Bewepingen. 

§.  16. 

Entstehung  der  drehenden  Bewegung.  Wir  haben  bereits  m^ 
fach  erwähnt,  dass  ein  Loth,  wenn  es  aus  seiner  verticalen  Bichtong  gebracht 
wird,  nicht  einfach  in  diese  zurückföllt,  sondern  eine  Bewegung  um  die  senk- 
rechte Lage  ausführt.    Ganz  dasselbe  sehen  wir,  wenn  wir  einen  festen  Stsh 
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an  seinem  einen  Ende  an  einer  horizontalen  Axe  befestigen ,  so  dass  ihm  eine 
Bewegung  in  der  yerticalen  Ebene  gestattet  bleibt.  Sich  selbst  überlassen 
sinkt  er  herab  und  macht  Schwingungen  um  die  senkrecht  nach  unten  gerich- 
tete Lage.  Solche  Bewegungen,  bei  denen  jeder  Punkt  Kreise  um  einen  festen 
Mittelpunkt  beschreibt,  mit  einem  Radius,  der  gleich  ist  seinem  Abstände 
von  der  Drehungsaxe ,  nennen  wir  drehende  Bewegungen. 

Bei  den  drehenden  Bewegungen  können  wir  ebenso,  wie  bei  den  fort- 
schreitenden, von  einer  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sprechen,  die 
wir  hier  jedoch  nicht  auf  die  absolut  zurückgelegten  Bäume ,  sondern  auf  die 
Bogen  beziehen,  welche  die  einzelnen  Punkte  eines  in  drehender  Bewegung 
b^riffenen  Körpers  beschreiben.  Demnach  legen  wir  zweien  in  drehender  Be- 
wegung begriffenen  Körpern  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  bei,  wenn  ihre 
einzelnen  Punkte  in  gleichen  Zeiten  gleiche ,  verschiedene ,  wenn  sie  in  glei- 
chen Zeiten  verschiedene  Bogen  zurücklegen. 

Es  ist  klar,  dass  dabei  die  Wege,  welche  verschiedene  Punkte  mit  glei- 
cher Winkelgeschwindigkeit  zurücklegen,  absolut  genommen,  sehr  verschieden 
sein  können,  indem  die  absolute  Länge  der  Bögen  proportional  ist  dem  Ab- 
stände der  Punkte  von  der  Drehungsaxe. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ^eine  ungleichförmige ,   so  gilt  alles ,  was 

wir  im  §.  1  über  die  fortschreitende  Bewegung  gesagt  haben,  auch  hier,  wenn 

wir  nur  statt  der  Längen  die  beschriebenen  Bögen  in  Winkelmaass  einführen. 

Die   drehende  Bewegung  wird  ebenso  von  Kräften  veranlasst,  als  die 

fortschreitende,  dass  es  aber  nur  Kräfte  sind,  die  in  einer  ganz  bestimmten 

Bicbtung  wirken,  lässt  sich  sofort  erkennen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  unserem  Stabe  nur  eine  Bewegung  in  der 
DrehoDgsebene  gestattet  ist;  es  ist  klar,  dass  dann  alle  Kräfte,  welche  senk- 
tet zu  dieser  Ebene ,  also  parallel  zur  Drehungsaxe  wirken ,  unwirksam  sind, 
^d  dass  von  Kräften,  die  unter  einer  andern  Neigung  gegen  diese  Ebene 
^itken,  nur  der  Theil  thätig  sein  kann,  dessen  Bichtung  in  die  Drehungsebene 
^Ut,  wenn  wir  die  ganze  Kraft  nach  §.  9  in  eine  zu  der  Drehungsebene  senk- 
^chte  und  in  eine  andere  zerlegt  haben,  deren  Richtung  in  die  Drehungs- 
ebene ftllt 

Aber  auch  der  Theil  kann  nicht  immer  vollständig  zur  Erzeugung  der 
Regung  dienen.  Wirkt  z.  B.  auf  den  bei  A  um  eine  horizontale  Drehungsaxe 
Weglichen  Stab  AB  bei  B  eine  Kraft 
^ach  der  Richtung  Bc^  so  können  wir     ^  ^»-  ^®- 

diese  nach  §.  9  ebenfalls  in  zwei  Theile 
^^legen,  die  zu  einander  senkrecht,  eine 
^  der  Richtung  Bd ,  die  andere  in  der 
Dichtung  Be  wirksam  sind.  Die  erstere 
^fieser  Kräfte  Bä  übt  nur  einen  Zug  in 

'W Sichtung  senkrecht  zur  Axe;  ihr  wird  durch  die  Befestigung  des  Punktes  A 
^d  den  Zusammenhang  der  Theile  des  Stabes  AB  das  Gleichgewicht  gehalten. 

WCllrb,  Physik  I.    2.  Aufl.  r^ 
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Nur  die  andere  Kraft  Be  kann  eine  drehende  Bewegung  des  Stabes  um  die  Axe 
bei  Ä  veranlassen. 

Wir  sehen  also,  von  allen  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken,  der 
um  eine  feste  Axe  drehbar  ist,  können  nur  diejenigen  eine  drehende  Bewegung 
erzeugen,  welche  in  einer  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Ebene  senkrecht  auf 
die  Verbindungslinie  des  Angriffspunktes  mit  der  Drehungsaxe  wirken. 

Die  Schwere  ist  nun  bei  dem  in  A  aufgehängten  Stabe  eine  solche  Kraft 
Hat  der  Stab  die  horizontale  Lage,  so  treibt  das  Gewicht  jedes  Theiles  des 
Stabes  ihn  herunter  und  deshalb  sinkt  er  nieder.  Die  schwingenden  Be- 
wegungen um  die  senkrechte  Lage  sind  dann  Folge  davon,  dass  die  Schwere, 
sobald  der  Stab  die  horizontale  Lage  verlassen  hat ,  nur  mehr  zum  Theil  wirkt, 
indem  dann  nur  eine ,  je  mehr  sich  der  Stab  der  senkrechten  Lage  nfthert, 
immer  kleiner  werdende  Componente  ihn  antreibt,  auf  der  andern  Seite  aber 
die  aufsteigende  Bewegung  des  Stabes  durch  die  Schwere  gehemmt  wird.  Ehe 
wir  jedoch  diese  Bewegung  genauer  untersuchen ,  müssen  wir  uns  zu  der  Frage 
wenden,  ob  es  gleichgiltig  für  die  entstehende  Bewegung  sei,  in  welchem  Ab- 
stände von  der  Drehungsaxe  eine  Kraft  auf  unseren  Stab  wirkt. 

Die  Btatisohen  Momente.  Wenn  wir  einen  Stab  an  einer  festen 
verücalen  Drehungsaxe  G  aufhängen,  so  kann  ihm  nach  dem  Vorigen  die 
Schwere,  welche  dann  der  Drehungsaxe  parallel  wirkt,  keine  Bewegung  mit* 
theilen.     Wenn  wir  dann  an  dem  Stabe  ein  und  dieselbe  Kraft  einmal  in  A^ 

Fig.  19.  dann  in  C  und  später  in  B  anbringen, 

X  C  3      so  ist  die  Wirkung  derselben  immer  eine 

andere.  In  Ä  angebracht  bringt  dieselbe 
eine  Drehung  hervor,  bei  C  nicht  und 
bei  B  wieder  eine  Drehung,  welche  aber 
der  erstem  entgegengesetzt  ist.  Die  Kraft  hat  also  je  nach  ihrem  Angriffs- 
punkte ganz  verschiedene  Wirkungen.  Wie  diese  mit  dem  Angriffspunkte  üA 
ändern,  haben  wir  jetzt  näher  zu  untersuchen. 

Zu  dem  Ende  wenden  wir  einen  gleichmässig  gearbeiteten  Stab  an,  der 
an  allen  Stellen  gleich  dick  ist,  so  dass  gleiche  Längen  desselben  Stabes  gleich 
schwer  sind.  Führen  wir  durch  die  Mitte  seiner  Länge  eine  Axe,  die  wir 
horizontal  befestigen,  so  finden  wir,  dass  er  in  Buhe  bleibt,  dass  er  k«ne 
Drehung  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  annimmt.  Der  Grund  dieser  B^ 
scheinung  ist  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  klar;  denn  die  Schwere 
will  den  beiden  Hälften  des  Stabes  entgegengesetzte  Drehungen  ertheilen;  d* 
die  beiden  Hälften  sich  aber  nicht  eine  ohne  die  andere  drehen  können,  ^ 
heben  sich  die  Drehungen  auf. 

Befestigen  wir  nun  an  dem  Ende  B  (Fig.  20)  unserer  so  aufgehang^(!i^ 
Stange  ein  Gewicht  P,  so  muss  dieselbe  eine  Drehung  annehmen,  da  jetit 
eine  Kraft  auf  unseren  Körper  einwirkt,  welche  senkrecht  ist  zur  Verbindungs- 


5.  17. 


Die  statischen  Momente. 


G7 


£    D 


linie  des  Angrifiispunktes  und  der  Drehungsaxe  in  der  senkrecht  zur  Drehungs- 
axe  gelegten  Verticalebene. 

Bringen  wir  aber  nun  Fig.  so. 

sm  eben  dem  Punkte  B  eine 
nach  oben  gerichtete  Kraft 
von  genau  gleicher  Grösse 
an,  etwa  indem  wir  an  B 
dnen  Eaden  befestigen,  die-  ^ 

Ben  über  eine  feste  Rolle  It  ■ 

führen  und  an  der  andern 
Seite  des  Fadens  das  Ge- 
wicht ö  =  J^  anbringen ,  so 
tritt  keine  Drehung  des  Sta- 
bes ein.  Dies  ist  nach  dem 
IVOhem  auch  nicht  zu  er- 
warten, das  Gewicht  P  wird  durch  ein  ihm  genau  gleiches  aber  nach  entgegen- 
gesetzter Bichtung  wirkendes  äquilibrirt. 

Verschieben  wir  nun  aber  das  Gewicht  P  von  B  nach  D  hin,  so  sehen 
wir  sofort,  dass  unser  Stab  sich  dreht  und  zwar  in  einem  dem  frühem  ent- 
gegengesetzten Sinne;  er  folgt  dem  Zuge,  den  das  Gewicht  Q  auf  ihn  ausübt, 
obwohl  das  genau  gleiche  Gewicht  P  den  Stab  nach  unten  zu  drehen  sucht. 
Es  folgt  daraus,  dass  eine  Kraft  einen  Körper  um  so  leichter  zu  drehen  ver- 
Duig,  je  weiter  ihr  Angriffspunkt  von  der  Drehimgsaxe  entfernt  ist.  Wenn 
wir  das  Gewicht  P  nun  vergrössem,  so  sehen  wir  bald,  dass  wir  im  Stande 
sind,  die  Drehung  wieder  aufhören  zu  machen.  Ist  nämlich  CD  =  V2  ^^1 
80  hört  die  Drehung  auf,  sobald  das  Gewicht  P  verdoppelt  ist,  sobald  wir 
^80  statt  P  das  Gewicht  2P  an  D  angehängt  haben.  Eine  neue  Verschiebung 
des  Gewichtes  ruft  sofort  wieder  Bewegung  hervor,  entweder  nach  unten, 
wenn  wir  das  Gewicht  dem  Ende  B  nähern  oder  nach  oben,  wenn  wir  das 
^wicht  der  Drehungsaxe  nähern.  Welches  aber  auch  der  Abstand  a  von  C 
8€i,  m  welchem  wir  das  Gewicht  aufhängen,  immer  finden  wir,  dass  eine  ent- 
sprechende Aenderung  der  Geyrichte  das  Gleichgewicht  wieder  herstellt  und 
^ar,  wenn  wir  das  Gewicht  P  so  ändern ,  dass  das  Verhältniss  besteht 

P:Q  =  CB:a 

^er  dass 

a.P=CB.Q, 

Es  folgt  daraus,  dass  zwei  Ejräfte,  welche  einem  Körper  eine  entgegen- 
gesetzte Drehung  zu  ertheilen  suchen ,  sich  im  Gleichgewicht  halten ,  wenn  sie 
sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  der 
^^nngsaxe,  oder  wenn  die  Produkte  aus  den  Kräften  und  den  Abständen 
^r  Angriffspunkte  gleich  sind.  Diese  Produkte  nennt  man  die  statischen 
^er  mechanischen  Momente;  so  dass  wir  also  den  Satz  so  aussprechen  kön- 
^^^''  Zwei  Kräfte,  welche  einem  Körper  entgegengesetzte  Drehungen  zu  er- 
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iheilen  suchen,  halten  sich  dos  Gleichgewicht,  wenn  ihre  mechanischen  Mo- 
mente gleich  sind. 

Wir.  sahen  eben,  dass  eine  zwischen  C  und  Ä  angebrachte  nach  unten 
gerichtete  Kraft  unseren  Stab  in  demselben  Sinne  zu  drehen  sucht ,  wie  das 
Gewicht  Q.  Anstatt  zwischen  C  und  B  eine  nach  oben  ziehende  Kraft  anzu- 
bringen, können  wir  daher  eine  ihr  genau  gleiche,  in  gleichem  Abstände 
von  C  zwischen  C  und  Ä  anbringen.  Auch  dann  wird  nach  dem  obigen  Satze 
eine  Bewegung  nicht  eintreten  können ,  wenn  die  Momente  gleich  sind.  Der 
Versuch  bestätigt  diese  Folgerung  unmittelbar. 

Wenn  wir  anstatt  des  einen  Gewichtes  P  eine  Reihe  von  verschiedenen 
Gewichten  jp,  p\  |>"  ..  in  den  Abständen  J,  (T^  dC'  ...  anbringen  und  statt 
des  einen  Gewichtes  Q  eine  Anzahl  Gewichte  (/,  $',  q  ...  in  den  Abständen 
e*,  €\  e"  ...  so  folgt  unmittelbar  und  zeigt  uns  der  Versuch,  dass  Gleichgewicht 
ist,  wenn  die  Summe  der  Momente  nach  der  einen  Bichtung  gleich  ist  der 
Summe  der  Momente  nach  der  andern  Bichtung,  wenn  also 


Wir  können  nun,  wie  man  es  in  der  Geometrie  zu  machen  pflegt,  ent- 
weder die  Kräfte  j),  q,  wenn  sie  nach  entgegengesetzter  Bichtung  wirken, 
oder  die  Bichtungen  d,  f,  die  an  entgegengesetzter  Seite  der  Drehungsaxe 
liegen,  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  und  dann  unseren 
Satz  kurz  dahin  aussprechen ,  dass  sich  ein  drehbarer  Körper  im  Gleichgewicht 
befindet,  wenn  die  Summe  der  Drehungsmomente  der  auf  ihn  einwirkenden 
Kräfte  gleich  Null  ist. 

Wir  haben  bisher  zwar  alle  Kräfte ,  welche  nicht  senkrecht  aiif  der  Ver- 
bindungslinie ihres  Angriffspunktes  und  der  Drehungsaxe  wirken,  ans  der 
Betrachtung  ausgeschlossen ,  aber  auch  auf  solche  Kräfte  lässt  sich  der  soeben 
erkannte  Satz  ausdehnen,  wenn  man  nur  anstatt  des  Abstandes  des  Angriffs- 
punktes der  Kraft  von  der  Drehungsaxe  den  senkrechten  Abstand  der  Bichtung 

der  Kraft  von  der  Dre- 
hungsaxe einfahrt  Denn 
wirkt  z.  B.  auf  un- 
sere Stange  AB  an  dem 
Hebelarm  (so  nennt 
man  kurz  den  Abstand 
des  Angriffspunktes  der 
Kraft  von  der  Drehungs- 
axe, während  man  den 
ganzen  Stab  als  Hebel 
bezeichnet)  CB  die  Kraft  P,  aber  in  einer  zu  CB  nicht  senkrechten  Bichtung, 
so  wirkt  eigentlich  von  dieser  Kraft  nur 

P  .  co8  a. 


Fig.  21. 
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wenn  wir  mit  a  den  Winkel  ^iBP  bezeichnen  und  da£  Moment  der  Kraft  ist 

P  .  cos  «  .  CB. 

Der  senkrechte  Abstand  der  Kraft  P  von  der  Drehungsaxe  ist  aber 
gleich  Cb,  Da  nun  aber  Ch  senkrecht  auf  hP  und  CB  senkrecht  Skuf  pB  ist, 
80  ist  auch  L  ^CB  =  a  und  Cb  =  CB  .  cos  a;  also 

P  .Cb  =  P  .  cos  a  .CB. 

Man  sieht,  dass  es  gleichwerthig  ist,  das  Moment  der  Kraft  P  als  p  .  CB 
oder  als  P  .  C&  zu  nehmen,  dass  also  unter  der  soeben  gemachten  Restriction 
der  Satz  Von  den  Momenten  auch  für  Kräfte  gilt,  welche  nicht  senkrecht  zu 
ihrem  Hebelarm  sind. 

§.  18. 

Mittelpunkt  paralleler  Kräfte.  Wenn  wir  einen  Hebel  AB  haben, 
andern  eine  Reihe  von  Kräften  so  vertheilt  ist,  dass  die  Summe  der  Momente 
in  Bezug  auf  den  ünterstützungspunkt  gleich  Null  ist,  so  tritt  keine  Drehung 
desselben  ein.  Würden  wir  nun  den  Ünterstützungspunkt  plötzlich  lösen ,  so 
würde  der  Stab  in  Folge  der  paral-  Kig.  S2. 

Id  wirkenden  Ejräfte  eine  fort- 
seilreitende  Bewegung  annehmen. 
IHese  können  wir  jedoch  hem- 
men,'wenn  wir  an  C  (Fig.  22) 
in  entgegengesetzter  Richtung 
eine  Kraft  anbringen,  welche 
gleidi  ist  der  Summe  der  Kräfte 
P-f  Q,  also  an  einem  über  die 
Me  R  geführten  Faden  das  Oe- 
wieht  P-^-Q  befestigen.  Das  im 
Punkte  C  angebrachte  Gewicht 
P  -f  Q  ^^t  ^^^  ^^^  beiden  ein- 
zelnen in  Ä  und  B  angebrachten 
Gewichten  Q  und  P  das  Gleich- 
gewidit.  Diese  beiden  Kräfte  wirken  also  zusammen  ebenso,  als  wenn  am 
Punkte  C  eine  ihrer  Summe  P  -}-  ^  gleiche  Kraft  angebracht  wäre. 

Wir  schliessen  demnach,  dass  auch  parallele  Kräfte  eine  Resultirendo 
b&ben,  welche  ihrer  Summe  gleich  ist,  und  dass  diese  Resultirende  an  jenem 
Punkte  angreift,  in  Bezug  auf  den  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist, 
ih.,  dass  in  Bezug  auf  die  fortschreitende  Bewegung  die  vertheilt  angebrachten 
^fte  gerade  so  wirken,  als  wenn  an  diesem  einen  Punkte  alle  Kräfte  au- 
sbracht wären.  Dieser  Punkt  heisst  daher  der  Mittelpunkt  der  parallelen 
Krüfte. 

Dass  in  der  That  der  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Momente 
gleich  Null  ist,  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  ist,  und  dass  die  Mittel- 
buftder  Summe  der  einzelnen  Kräfte  gleich  ist,  können  wir  auch  ohne  Versuch 
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schon  aus  dem  Satze  vom  Kräfteparallelogramm  beweisen.  Sei  zu  dem  Endo  AB 
(Fig. 23)  eine  feste  Linie,  an  deren  Enden  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  parallel 
nach  derselben  Richtung  wirkend  angebracht  seien;  die  Längen  ÄF  und  PQ 


S 


stellen  diese  Kräfte  dar.  Bringen  wir  nun  an  Ä  und  B  die  beiden  gleichen 
und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  AC  und  BD  an,  so  wird,  da  sie  sich 
gegenseitig  aufheben ,  durch  dieselben  am  System  gar  nichts  gestört.  Die  je 
zwei  Kräfte  AC  und  AP,  sovrie  BQ  und  BD  geben  nun  eine  Resultirende, 
welche  der  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonalen  AE  und  BF  der 
Parallelogramme  APCE  und  BQFD  gegeben  ist.  Verlängern  wir  diese  beiden 
Diagonalen  rückwärts ,  bis  sie  sich  im  Punkte  M  schneiden ,  und  denken  wir 
uns  den  Punkt  M  mit  der  Linie  AB  in  fester  unveränderlicher  Verbindimg, 
so  können  wir  uns  die  beiden  Kräfte  AJS  und  BF  an  dem  Punkte  M  m  MR 
und  MT  angebracht  denken.  Die  Verhältnisse  des  Systems  werden  dadurch 
nicht  geändert.  Die  beiden  Kräfte  MB  und  MT  können  nun  nach  dem  Satze 
vom  Kräfteparallelogramm  zerlegt  werden  und  zwar  ME  in  OM  =  AC  und 
MP^  =  A1'  und  MT  in  MN  =  BD  \md  M  Q^  =  BQ.  Die  beiden  Kräfte 
MO  und  MN  heben  sich  auf  und  es  bleibt  als  Besultirende  die  Summe  der 
beiden  Kräfte  P  und  Q.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  zwei  parallele  Krftfle 
eine  ihrer  Summe  gleiche  Resultirende  oder  Mittelkraft  haben,  deren  Sich- 
tung jener  der  gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  die  in  einem  Punkte  <S  zwi- 
schen A  und  B  die  feste  Linie  AB  schneidet.  Die  Lage  dieses  Punktes  S  auf 
AB  erhält  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ASM  ro  EP^  M  und  Bi^M 
r^  TQ^M.   Dieselben  geben  nämlich 

AS:SM=EP^  iP^M 

BS  :  SM  =  Q^T  :  Q^M. 

Und  daraus,    da  SM  =  SM,  EP^  =  Q^T,  P^M  =  P,  Q^M  =  Q, 

AS.P  =  BS  ,Q, 

dieselbe  Bedingung,  welche  wir  soeben  experimentell  ableiteten,  der  Punkte 
liegt  so,  dass  in  Bezug  auf  ihn  die  Summe  der  Momente  gleich  ist. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  einander  parallelen  Kräfte  auch 
gleich  gerichtet  seien,  aber  ebenso  haben  zwei  parallele  aber  entgegengeseUt 


o 
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gerichtete  Kräfte  im  allgeineinen  eine  Beäultirendc.  Um  die  Grösse  derselben 
und  ihren  Angriffspunkt  zu  finden,  sei  AB  wieder  eine  teste  Linie,  an  deren 
Punkten  Ä  und  B  die  beiden  Kräfte 

P  und  §  wirken.  Wir  können  nun  *'*«•  ^^• 

P  als  Ifittelkraft  zweier  anderer 
betrachten,  von  denen  die  eine  bei  . 

B  angreift  und  der  Kraft  Q  ge- 
nau gleich  ist,  während  die  andere 
gleich  P  —  ^  ist  und  in  einem 
Punkte  S  angreift,  dessen  Lage 
durch  die  Bedingung  g^eben  ist, 
dasä 

AS.(P—Q)  =  AB.Q 

AJS  =  AB'  ^4:q' 

Die  beiden  Kräfte  Q  und  Q^  heben  sich  nun  auf,  da  sie  an  demselben 
Punkte  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken.  Es  bleibt  also  als  Resul- 
iirende  die  Differenz  der  gegebenen  Kräfte  übrig,  deren  Richtung  der  ur- 
^rfinglichen  parallel  ist,  und  deren  Angriffspunkt  wieder  jener  Punkt  ist,  in 
Bezog  auf  welchen  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist.  Denn  aus  der 
Gleichung  fQr  AS  folgt 

AS.P={AS  +  AB)Q  =  SB.Q, 

In  einem  Falle  jedoch  haben  parallele  Kräfte  keine  Resultante ,  bringen 
sie  also  ein  ganz  freies  System  von  Punkten  nicht  in  eine  fortschreitende  Bo- 
wegong,  nämlich  dann,  wenn  sie  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt  ge- 
richtet sind.  Dass  in  dem  Falle  keine  resultirende  Kraft  vorhanden  ist,  folgt 
zuBSehst  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze,  nach  welchem  bei  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Kräften  die  Resultante  gleich  der  Differenz  der  beiden  Kräfte 
ist,  es  folgt  aber  weiter  aus  der  Gleichung  fVa  die  Lage  des  Angriffspunktes 


AS=^AB 


Q 


P-Q 

Da  nämlich  in  diesem  Falle  P —  ()  =  0  ist,  so  wird  AS  unendlich ,  oder 
^  gibt  keinen  in  endlicher  Entfernung  von  A  liegenden  Punkt,  an  dem  die 
Mittelkraft  anzubringen  wäre,  es  gibt  also  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Kräftepaar  bringt  deshalb  nur  eine  drehende  Bewegung  her- 
vor um  irgend  einen  zwischen  A  und  B  liegenden  Punkt,  und  das  statische 
Moment  eines  solchen  Paares  ist  gleich  dem  Produkte  aus  einer  der  Kräfte  und 
^e&i  senkrechten  Abstände  beider.  Denn  welchen  Punkt  wir  uns  auch  als  fest 
^^en,  wo  auch  der  Punkt  0  (Fig.  24)  liegt,  das  Drehimgsmoment  ist,  da 
'^ide  Kräfte  das  System  in  demselben  Sinne  drehen,  P  .  AO  +  §  .  BO,  also 
Wenn  P  und  ^  gleich  sind,  gleich  P  {AO  +  OB)  =  P  ,  AB. 

Die  Krttftepaare,  ihr  Verhalten  und  die  Zusammensetzung  derselben  ist 
'anders  von  Poinsot  untersucht  worden ,  der  die  Anwendung  derselben  zur 
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Bestimmung  der  drehenden  Bewegungen,  in  die  Mechanik  eingeführt  hat.  Wir 
verweisen  wegen  dieser  schönen  Theorie  auf  die  Lehrbücher  der  Mechanik  und 
besonders  auf  Poinsot :  Elements  de  statique. 

Haben  wir  eine  Reihe  von  in  einer  Bichtung  wirkenden  parallelen  Kräften 
anstatt  an  einer  Linie  an  einer  festen  Ebene  vertheilt,  so  müssen  auch  diese 
eine  Besultirendo  und  einen  Mittelpunkt  haben.  Denn  wir  können  je  zwei 
solcher  Kräfte  zusammensetzen,  die  Besultirende  dann  mit  einer  folgenden 
und  so  fort,  bis  uns  die  Mittelkraft  der  zuletzt  übrigbleibenden  Kräfte  die 
Besultante  und  deren  Angriffspunkt  den  Mittelpunkt  aller  Ejüfte  gibt. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  nicht  alle  gleich  gerichtet ,  so  liefert  die  Zu- 
sammensetzung der  gleich  gerichteten  zunächst  zwei  entgegengesetzt  gerichtete 
Besultirende.  Greifen  dieselben  an  verschiedenen  Punkten  an,  so  erhalten  wir 
die  Besultirende  und  den  Angriffspunkt  in  der  vorhin  angegebenen  Weise; 
sind  dieselben  gleich ,  so  gibt  es  nur  ein  resultirendes  Paar. 

Die  gleichen  Schlüsse  können  wir  anwenden,  wenn  eine  Anzahl  paral- 
leler Kräfte  anstatt  an  einer  festen  Ebene  an  einem  festen  Körper  angreift; 
auch  für  diesen  muss  es  einen  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  geben,  in 
welchem  wir  uns  die  Summe  aller  Kräfte  angebracht  denken  können,  und  fthr 
den  die  Summe  aller  Momente  gleich  Null  ist.  Ist  deshalb  dieser  Punkt  be- 
festigt, z.  B.  durch  ihn  eine  Drehungsaxe  geführt,  so  kann  der  Körper  weder 
eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  annehmen. 

Aendern  wir  die  Bichtung  sämmÜicher  auf  ein  System  wirkender  Kräfte, 
aber  so,  dass  sie  einander  parallel  bleiben,  so  wird  der  Angriffspunkt  der 
Besultirenden  nicht  geändert.  Denn  nach  der  Drehung  ist  die  Summe  der 
Momente  in  Bezug  auf  eben  diesen  Punkt  gerade  so  gleich  Null  wie  vorher. 
Es  folgt  das  unmittelbar  aus  unserm  Satze  über  die  Momente.  Haben  sich 
z.  B.  alle  Kräfte  um  den  Winkel  cc  gedreht,  so  sind  die  Momente  der  einzelnen 
Kräfte  i^  >  JP]  >  1)2  •  •  •  in  den  Abständen  dj  d^,  dj  . . .  wenn  sie  vorher  waren 

Pd+Pi^i  +  JP2  ^2  +  •  •  •  • 
nach  der  Drehung 

p  .  d  .  cos  tt  -^  p^  d^  .  cos  «  + 1>2  <^2  •  ^^^  "  •  •  • 
also  gleich 

(pd  +  i>i  e^i  +  Pi  d2+  '")  .cosa 

und  war  die  Summe  pd  ,..  gleich  Null,   so  ist  sie  es  auch,   wenn  sie  mit 
cos  a  multiplicirt  worden  ist. 

§.  19. 
Gleichgewicht  eines  Systems,  an  welchem  beliebige  Kräfte 
angreifen.  Im  §.  10  haben  wir  die  Bedingungen  abgeleitet,  unter  welchen 
ein  Körper  im  Gleichgewicht  ist,  an  welchem  beliebige  Ej*äfte  wirksam  sind, 
die  aber  alle  an  demselben  Punkte  angreifen.  Die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes fielen  dort  zusammen  mit  denen  eines  Punktes.  Die  wenigen  Sätze 
über  die  drehende  Bewegung,  welche  wir  im  Bisherigen  experimentell  ab- 
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geleitet  haben,  setzen  uns  nun  auch  in  den  Stand  das  Gleichgewicht  eine» 
Körpers  zu  bestimmen,  an  welchem  beliebige  Kräfte  an  verschiedenen  Funkten 
angreifen.  Diese  Gleichgewichtsbedingungen  fallen  zusammen  mit  denen  eines 
Systems  von  Punkten,  an  denen  Kräfte  angreifen,  und  die  mit  einander  in 
fester  Verbindung  stehen.  Ein  solches  System  kann  eine  fortschreitende  und 
eine  drehende  Bewegung  annehmen.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist 
daher  die,  dass  weder  die  eine  noch  die  andere  Bewegung  eintreten  kann. 

Wir  denken  uns,  um  diese  Bedingungen  zu  erhalten,  durch  das  System  drei 
feste  zu  einander  senkrechte  Richtungen  OX,  OF,  OZ  (Fig.  25)  gelegt,  die 
sich  in  einem  Punkte  0  schneiden.  Sei  M  ein  Punkt  des  Systems,  dessen 
Lage  durch  die  Coordinaten  MA=z^  Fig.  S5. 

CA  ^  OB  =  X,  AB  =  CO  =  y 
gegeben  sei.  An  Jlf  greife  eine  Kraft 
P  an,  deren  Bichtung  durch  die 
Winkel  a,  /$,  7  gegeben  ist,  welche 
sie  mit  den  Axen  bOdet.  2ierlegen 
wir  die  Kraft  nach  den  drei  Axen, 
80  erhalten  wir  als  Componenten 
pirallel 

Jt  Y 

If 5  =  P  .  cos  a,    Ma  =  P  .  cosj?, 

Z 
Mc  =  P  .  cos  y. 
Diese  drei  Kräfte  können  dem 
System  sowohl  eine  fortschreitende 
Bewegung,  jede  nach  ihrer  Bichtung,  als  auch  eine  drehende  Bewegung  geben, 
um  die  drehenden  Bewegungen  und  ihre  Momente  zu  erhalten,  legen  wir 
durch  M  die  Linien  MD^  ME,  MA  parallel  den  drei  Axen  und  verlängern 
dieselben,  bis  sie  die  durch  die  Axen  bestimmten  Ebenen  schneiden  in  den 
I^^Uikten  D,  E^  A,  die  wir  uns  fest  mit  dem  Punkte  M  verbunden  denken. 
^ir  können  uns  dann,  ohne  irgend  etwas  an  der  Wirkung  von  P  zu  ändern, 
die  drei  Componenten  an  den  Punkten  D,  E,  A  angreifend  denken.  Jede  dieser 
^fte  kann  dann  das  System  um  zwei  Axen  drehen ,  Mb  um  Z  und  F,  Ma 
um  Z  und  X,  Mc  um  Y  und  X,  so  dass  also  für  jede  der  drei  Axen  zwei 
Drehangsmomente  vorhanden  sind.  Diese  je  zwei  Drehungen  sind  aber  einander 
entg^engesetzt,  so  dass  z.  B.  Mh  das  System  in  entgegengesetzter  Bichtung 
^ZzvL  drehen  sucht  als  Ma,  Um  deshalb  die  Drehungsmomente  für  die  drei 
Q^^glichen  Drehungen  zu  bekommen ,  müssen  wir  die  Differenzen  der  je  zwei 
Momente  bilden.  Die  senkrechten  Abstände  der  drei  Kraftrichtungen  von  den 
^hungsaxen  sind  nun 

Ma  von  X  gleich  EB  =  z\  Ma  von  Z  gleich  EF  =  x 
Mb  „  Z  „  BF^y,  Mb  ,,  Y  ,,  DC  =  z 
Mc    „   X     „      AB  =  y]  Mc    „    Y     „     AC  =  x. 


>i 
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Setzen  wir  nun  die  Drehungen  positiv ,  welche  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  erfolgen,  wenn  wir  in  der  Richtung  der  positiven  Axen  OX^ 
OY^  OZ  stehend,  die  FOsse  in  der  Drehungsebene,  auf  die  Drehungsebene  hin- 
sehen, so  sind  die  Drehungsmomente  um 

X 

Mc .  AB  —  Ma ,  EB  =  P .  cos  y .  y  —  P .  cos  j3  .  xr  =  P  (y .  cos  y  —  r.cos/?); 

r 

Mh  .  DC —  Mc .  AC  =  P  .cosa  :z  —  P .  cos  y  .  a;  =  P  (je?  .  cos  «  —  x,cosy)\ 

Z 

Ma  .  EF —  Mb  ,  DF=  P,cosß .x  —  P .  cos a  . y  =  P (a* .  cos/J  —  y .  cosa). 

Haben  wir  nun  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  welche  an  beliebigen 
i^unkten  des  Systems  angreifen  und  beliebig  gerichtet  sind,  so  können  wir 
für  jede  Kraft  ganz  dieselbe  Zerlegung  vornehmen ,  und  wir  erhalten  für  jede 
Kraft  drei  mit  den  eben  abgeleiteten  gleich  gerichtete  Componenten  und  drei 
Drehungsmomente,  welche  das  System  in  demselben  oder  in  dem  entgegen* 
gesetzten  Sinne  zu  drehen  suchen.  Die  je  drei  Componenten ,  sowie  die  Sum- 
men der  drei  Drehungsmomente  müssen  nun  einzeln  gleich  Null  sein,  wenn 
das  System  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  anneh- 
men soll.  Bezeichnen  wir  diese  einzelnen  Summen  mit  2^  so  ist  also  die  noth- 
wendige  und  ausreichende  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

2;  P  .  cos  «  =  0;   2:  P  .  cos  |3  =  0;   £  P  ,  cos  y  =  0; 

£  P  (jf  ,  coay  —  z  .  coa  ß)  =  0]  £  P  {z  ,  cos  a  —  x  .  cos  y)  =  0; 

£  P  {x  ,  cosß  —  1/  .  cos  cc)  =  0. 

Denn  diese  Gleichungen  zeigen ,  dass  das  System  in  Folge  der  wirksamen 
Kräfte  nach  keiner  Richtung  fortschreiten  und  nach  keiner  Richtung  gedreht 
werden  kann. 

Sind  die  Kräfte. alle  parallel  einer  und  derselben  Richtung,  etwa  parallel 
MPj  so  dass  sie  entw<;der  nach  MP  oder  der  gerade  entgegengesetzten  Rich- 
tung wirken,  und  also  für  alle  die  Winkel  a^  ß,  y  dieselben,  so  vereinfachen 
sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  l>edeutend.  Du  es  nämlich  gleich- 
gültig ist,  ob  wir  in  einer  Sunmie  alle  einzelnen  Glieder  mit  ein  und  dem- 
selben Factor  multipliciren ,  oder  ob  wir  die  Summe  der  einzelnen  Glieder  mit 
diesem  Factor  multiplieiren ,  so  können  wir  in  obigen  Gleichungen  die  Cosinus 
als  gemeinschaftliche  Factoren  herausschreiben;  wir  erhalten  dann  als  Gloieh* 
gewichtsbedingungen 

cos  a  .  2:  P  =  0;  cos  ß  .  £  P  =  0;  co«  y  ,  2:  P  =  0; 

cüs  y  .  £  Py   -  cos  ß  .  £  Pz  =  <)\   cos  a  .  £  Pz  —  cos  y  .  £  Pj.  =  O; 

cos  j3  .  2;  Px  —  cos  a  .  i:  Pj^  =  0, 

wo  in  den  letzten  Gleichungen  die  Summen  Px  etc.  die  Summen  der  Produkte 
aller  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x  etc.  ihrer  Angriffspunkte  bedeuten« 
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Da  nun  a,  /),  y  die  Winkel  sind,  welche  ein  und  dieselbe  Bichtung  mit 
drei  festen  Richtungen  bildet,  dieselben  also  nie  gleichzeitig  rechte  werden 
können,  so  können  obige  Gleichungen  nur  bestehen,  wenn 

2rP  =  0;   2:Pjc  =  0;   2^1^  =  0;   2'Pe?  =  0, 

wenn  also  sowohl  die  Summe  aller  Kräfte  gleich  Null  ist ,  als  auch  die  Summe 
der  Produkte  der  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x,  y^  e  ihrer  Angriffs- 
punkte von  den  drei  festen  Bichtungen. 

Ist  das  System  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  eine  Resultante  haben, 
oder  auf  ein  Kräftepaar  zurückgeführt  werden.  Wenn  es  eine  Resultante  hat, 
80  muss  Gleichgewicht  bestehen,  wenn  wir  an  dem  Mittelpunkte  eine  ihr 
gleiche  aber  entgegengesetzte  Kraft  anbringen.  Ist  die  Resultante  gleich  R  und 
sind  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  drei  festen  Richtungen  x^  y^  z^y 
80  erhalten  wir,  da  nach  dem  Vorigen  die  Richtung  der  Resultante  derjenigen 
der  gegebenen  Kräfte  parallel  sein,  dieselbe  mit  den  Axen  also  dieselben  Winkel 
ffy  ßi  y  bilden  muss,  zur  Bestimmung  derselben  und  ihres  Angriffspunktes 

cos  er  Z  P  =  cos  a  .  B]  cos  ß  £  P  =  cos  ß  .  B]  cos  y  .  2?  P  =  cos  y  .  U, 

somit  zunächst ,  wie  wir  vorhin  schon  ableiteten , 

i;p  =  B. 

Femer  über 

cos  y  ,  £  Py  —  cos  ß  ,  £  Pz  =  ton  y  ,  Ry^  —  cos  ß  .  Ez^ ; 
cos  a  .  £  Pz  —  cos  y  .  ^  Px  =  cos  «  .  Rz^  —  cos  y  .  Rx^ ; 
cos  ß  .  Z  Px  —  cos  a  .  2^  Py  =  cx)s  j3  .  Rx^  —  cos  «  .  Ry^ 
und  daraus         2  Px  =  Rx^-,     E  Py  =  Ry^ ;     £  Pz  =-=  Rz^ 

oder 

_  zj'x^      _£Py       __  £Pz 
^\       zp  ^  ^^       2;p  '  ^^       £P  * 

Wir  erhalten  demnach  die  Lage  des  Mittelpunktes  durch  seine  Abstände 
'i  ^1  Zi  von  den  Axen,  indem  wir  die  Summen  der  Produkte  der  einzelnen 
KrSfte  in  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  den  festen  Richtungen  durch 
^ie  Summe  der  Kräfte  dividiren. 

Das  System  reducirt  sich  auf  ein  Kräftepaar,  wenn  ^  P  =  0,  aber  eine 
^«r  Summen  Z  Px,  Z  Py^  £  Pz  oder  alle  drei  von  Null  verschieden  sind. 

Es  genüge  an  diesen  Entwicklungen,  um  zu  zeigen,  wie  wir  aus  den 
experimentell  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  drehende  Bewegung  in  Ver- 
bindung mit  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Wirkung  von  Kräften  auf  mathe- 
^tischem  Wege  zu  weitem  Gesetzen  gelangen  können;  ein  weiteres  Verfolgen 
Vlieses  Weges  würde  uns  zu  weit  in  die  analytische  Mechanik  führen. 

§.  20. 

Sohwerpunkt.  Wenden  wir  uns  jetzt  dazu ,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes eines  beliebigen  festen  Körpers,  auf  den  nur  die  Schwere  wirkt, 
einzuleiten.     Alle  Körper,  welche  der  Schwere  unterworfen  sind,  unterliegen 


76  Schwerpunkt.  §.  80. 

der  Wirkung  paralleler  vertical  abwärts  gerichteter  Kräfte,  da  die  Schwere 
auf  alle  Theile  des  Körpers  gleichmässig  wirkt.    Die  Schwere  ¥rirkt  überdies 
an  einem  Orte  in  der  gleichen  Bichtung,  nur  an  sehr  weit  von  einander  ent- 
fernten Orten  sind  die  Richtungen  der  Schwerkraft  merklich  verschieden. 
Für  die  der  Schwere  unterworfenen  Körper  gibt  es  demnach  einen  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte,  an  dem  wir  uns  alle  Kräfte  vereinigt  denken  können, 
und  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich  Nnll  ist 
Man  nennt  diesen  Punkt,  in  welchem  man  sich  demnach  das  ganze  Gewicht 
des  Körpers  vereinigt  denken  kann,  den  Schwerpunkt  des  Körpers.     Ist  des- 
halb der  Schwerpunkt  unterstützt,  oder  greift  an  ihn  eine  vertical  nach  oben 
gerichtete  dem  Gewichte  des  Körpers  gleiche  Kraft  an,  so  kann  der  Körper 
gar  keine,  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  annehmen, 
derselbe  ist  im  Gleichgewicht. 

Der  Schwerpunkt  ist  in  einem  gegebenen  Körper  ein  ganz  fester  Punkt, 
der  seine  Lage  nicht  ändert,  wenn  wir  auch  den  Körper  drehen.  Denn  eine 
solche  Drehung  hat  denselben  Erfolg,  als  wäre  bei  nngeänderter  Körperlage 
die  Bichtung  sämmtlicher  Kräfte  um  einen  gleichen  Winkel  gedreht.  Wie  aber 
in  §.  18  nachgewiesen  ist,  ändert  eine  solche  Drehung  den  Mittelpunkt  der 
parallelen  Kräfte  nicht. 

Den  Schwerpunkt  von  Linien,  Flächen  und  geometrisch  bestimmbaren 
Körpern  kann  man  mit  Hilfe  der  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  abgelei- 
teten Sätze  und  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  dass  ein  an  den  Schwer- 
punkt vertical  nach  oben  angebrachter  Zug,  der  gleich  dem  Gewichte  des 
Körpers  ist,  den  Körper  im  Gleichgewicht  halte,  berechnen. 

Wir  können  nämlich  jeden  schweren  Körper  als  ein  System  von  Punkten 
betrachten,  auf  welche  alle  vertical  abwärts  gerichtete  Kräfte  wirken,  indem 
wir  den  ganzen  Körper  als  aus  einzelnen  schweren  Elementen  zusammengesetzt 
ansehen.  Die  Summe  der  Gewichte  dieser  Elemente  ist  das  Gewicht  des  Kör- 
pers. Denken  wir  uns  nun  durch  den  Körper  ein  dreiaxiges  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  gelegt,  und  für  alle  einzelnen  schweren  Punkte  die  Ab- 
stände x^  y^  z  gegeben,  so  sind  es  einfach  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §• 
abgeleiteten  Gleichungen,  die  uns  die  Lage  des  Schwerpunktes  geben.  Nennen 
wir  die  Gewichte  der  einzelnem  Körperelemente  j?,  das  Gewicht  des  ganien 
Körpers  P,  so  sind  die  Abstände  des  Schwerpunktes  von  den  drei  Axen 

Zi) .  X  Zp  .  y  £p  .  e 

1  —      p     ?    2^1  —      jp     ?    M  —      p 

Um  demnach  die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  solchen  Körpers  zu  er- 
halten ,  haben  wir  das  Gewicht  jedes  Punktes  mit  seinem  Abstände  von  jeder 
der  drei  Axen  zu  multipliciren ,  für  jede  Axe  die  Summe  dieser  Produkte  «" 
bilden  und  jede  dieser  Summen  durch  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  z^ 
dividiren.    Diese  drei  Quotienten  bestimmen  die  Lage  des  Schwerpunktes,  ^' 

sie  uns  die  Abstände  desselben  von  den  drei  festen  Richtungen  geben. 
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In  welcher  Weise  die  Bechnungen  in  speciellen  Fällen  durchzuführen  sind, 
kfSnnen  wir  hier  nicht  besprechen,  wir  verweisen  deshalb  auf  die  Lehrbücher 
der  Mechanik. 

Man  kann  indess  leicht  den  Schwerpunkt  der  Körper,  auch  solcher,  die 
geoibetrisch  nicht  bestimmbar  sind ,  experimentell  bestimmen ,  indem  man  den 
Satz  von  den  statischen  Momenten  anwendet. 

Ist  nSmlich  der  Schwerpunkt  unterstützt,  so  ist  der  Körper  in  Buhe,  ist 
er  es  nicht,  so  nimmt  der  Körper,  wenn  seine  fortschreitende  Bewegung  ge- 
hemmt ist,  eine  drehende  Bewegung  an,  bis  sein  Schwerpunkt  sich  senkrecht 
unter  dem  Unterstützungspunkte  befindet«  Denn  wii*  sahen  vorhin,  dass  eine 
Reihe  von  Kräften  nur  dann  keine  drehende  Bewegung  hervorruft;,  wenn  die 
Summe  ihrer  statischen  Momente  gleich  Null  ist.  Da  wir  uns  nun  in  dem 
Schwerpunkte  das  ganze  Gewicht  des  Körpers  vereinigt  denken  können,  so 
folgt,  dass  nur  dann  das  statische  Moment  des  Körpers  gleich  Null  ist,  wenn 
der  horizontale  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  oder  dem 
Unterstützungspunkte  gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  beide  in  einer  verticalen 
geraden  Linie  liegen. 

Befestigen  wir  nun  einen  Körper,  dessen  Schwerpunkt  wir  suchen,  an 
einem  Faden  und  lassen  ihn  frei  herabhängen,  so  ist  er  nur  in  einer  Lage  im 
Gleichgewicht  und  wir  können  sicher  sein,  dass  der  Schwerpunkt  des  Kör- 
pers dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens  liegt.  Befestigen  wir  darauf  den 
Körper  mit  einem  andern  Punkte  am  Faden ,  so  wird  der  Schwerpunkt  in  der 
Gleichgewichtslage  auch  dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens  liegen.  Diese 
beiden  so  bestimmten  Richtungen  schneiden  sich  immer  in  einem  Punkte  und 
dieser  Punkt  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers,  man  überzeugt  sich  davon 
leicht,  indem  dieser  Punkt  stets  in  der  Verlängerung  des  Fadens  liegt,  wenn 
der  Körper  im  Gleichgewichte  ist,  an  welchem  Punkte  des  Körpers  wir  den- 
selben auch  befestigen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht  finden,  dass  in  einer  homogenen  Kugel 
der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt,  dass  erbei  einem  ge- 
raden Cylinder  oder  senkrechten  Prisma  auf  der  Axe  in  deren  halber  Höhe 
liegt,  dass  er  bei  einem  Dreiecke  mit  dem  Punkte  zusammenfällt,  in  dem 
sich  die  drei  von  den  Winkelspitzen  zu  den  Halbirungspunkten  der  gegen- 
überliegenden Seiten  gezogenen  Linien  schneiden,  dass  er  in  derdreiseitigen 
Pyramide  in  V4  ^^r  Höhe  derselben  liegt  u.  s.  f. 

Der  Schwerpunkt  eines  Körpers  l^nn  auf  drei  verschiedene  Weisen  mit 
dem  Unterstützungspunkte  oder  der  Drehungsaxe  in  einer  Verticalebene  lie- 
gen ;  diesen  entsprechen  drei  Arten  von  Gleichgewicht  des  Körpers : 

1)  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Drehungsaxe.  Wir  mögen  dem  Körper 
dann  eine  Lage  geben ,  welche  wir  wollen ,  der  Schwerpunkt  ist  immer  mit 
der  Drehungsaxe  in  derselben  Verticalebene,  er  ist  daher  in  jeder  Lage  im 
Gleichgewicht.  Man  nennt  diesen  Gleichgewichtszustand  den  des  indiffe- 
renten Gleichgewichtes. 
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2j  Der  Schwerpunkt  11^  senkrecht  unter  der  Drehongsaie.  Dreht  ms 
dann  den  Kflrper  am  Mine  Axe,  so  kehrt  er,  da  das  in  seinem  Schwerponl 
vertsinigte  Gewicht  ihn  nach  unten  treibt,  in  seine  frühere  Lage  zuifick,  u 
nach  einigen  Schwankungen  dann  zn  Teriiarren.  Hu  nennt  dieses  Gleicl 
gewichtäzustand  den  des  stabilen  Uleichgewichles.  * 

3)  Der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht  über  der  Drehnngsaie.  Der  ESrp« 
befindet  sich  dann  im  labilen  Gleichgewicht.  Ist  er  aus  seiner  Lage  gebracb 
so  musa  eine  Drehung  eintreten,  da  das  Drehungsmoment  des  KSrpers  i 
Bezug  auf  die  Drehongsaie  nicht  mehr  gleich  Null  ist  Die  Schwere  erthei 
dem  KCrper  dann  aber  eine  Drehung,  welche  den  Schwerpunkt  noch  wette 
ans  seiner  früheren  Lage  entfernt,  sie  dreht  ihn,  wenn  kein  losseres  Hindet 
nias  die  Bewegung  hemmt,  bis  der  KOrper  sich  im  Znstande  des  stabüei 
Oteicbgewicht«s  befindet. 

Hieram  geht  berror,  dass  ein  KOrper  nur  dann  feststeht,  d.  h.  jede 
Veränderung  seiner  Lage  einen  grossen  Widerstand  entgegensetzt  und  nul 
kleinen  Aenderungen  wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückkehrt,  wenn  an 
Aendemng  eine  Erhebung  des  Schwerpunktes  bewirkt.  Aufgestellte  KSip« 
bei  denen  der  Schwerpunkt  stets  über  der  Stütze  liegt,  stehen  daher  nur  su 
einer  Ebene  fest  und  zwar  um  fr 
fester,  je  breiter  die  Ebene  ist,  an 
der  sie  stehen. 

Haben  wir  z.  B.  einen  KJJrpe 
ABCD,  dessen  Schwerpunkt  in  i 
liegt,  so  können  wir  denselben  nni 
dadurch  umwerfen ,  dass  wir  Um  im 
die  Kante  B  oder  A  als  Drehungnii 
drehen.  Dabei  muss  der  Schwerpcnkl 
JE"  den  Kreisbogen  MN  beschreiben  mil 
dem  Radius  MB,  und  da  MB  grSswi 
ist  als  MO,  so  muss  der  Schwerpunkt  des  Körpers  gehoben  werden.  Es  Ua^ 
sich  auch  leicht  berechnen,  welche  Kraft  aufjgewandt  werden  muss,  um  den 
KSrper  um  B  oder  A  zu  drehen  uud  somit  umzuwerfen.  Das  DrefauugsmomeBt 
des  Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  B  gehende  Drehungsaxe  ist  nach  dem 
Vorigen 

M.  OB, 
wenn  wir  mit  M  das  Gewicht  des  Körpers  bezeichnen,  das  wir  im  Schiri' 
punkt  vereinigt  denken  können.  Dieses  Moment  strebt  dem  KOrper  eia< 
[Drehung  in  dem  Sinne  zu  ertheilen,  dass  M  sich  nach  unten  bewe^,  äat 
Drehung,  welche  durch  den  Widerstand  des  Bodens,  auf  welchem  der  KOrp^ 
steht,  verhindert  wird. 

Um  dem  Körper  eine  entgegengesetzte  Drehung  um  B  zu  ertlieileii, 
müssen  wir  also  an  dem  Kürper  eine  Kraft  anbringen,  welche  in  entg^' 
gesetzter  Richtung  ein  grösseres  Moment  bat. 
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Je  grösser  also  M .  OB  ist,  um  so  grösser  ist  die  Stabilität  des  Körpers. 
Man  nimmt  daher  auch  dieses  Moment  als  Maass  der  Stabilität  des  Körpers, 
80  das8  die  Stabilität  eines  Körpers  durch  das  Produkt  aus  dem  Gewichte  des 
Körpers  und  dem  senkrechten  Abstand  einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Yerticalebene  von  der  ümdrehungskante  bestimmt  wird. 

§.  21. 

Die  Wage.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  im  Bisherigen  ab- 
geleiteten Sätze  über  die  Drehungsmomente  sowohl  im  täglichen  Leben  als  für 
den  Physiker  ist  die  Wage.  Die  Wage  ist  im  Grunde  ein  äusserst  einfacher 
Apparat,  ein  zweiarmiger  Hebel,  dessen  Arme  gleich  sind  und  an  deren 
Enden  Schalen  hängen  zur  Aufnahme  des  zu  wiegenden  Körpers  und  der  Ge- 
wiehte,  mit  denen  das  Gewicht  des  Körpers  verglichen' wird.  Sind  die  Gewichte 
in  beiden  Schalen  gleich,  so  ist  der  Hebel  bei  horizontaler  Stellung  im  Gleich- 
gewicht und  umgekehrt,  so  dass  wir  aus  der  Horizontalstellung  des  Hebels 
uf  die  Gleichheit  der  Gewichte  schliessen  können.  Die  Wage  der  Physiker 
ist  ein  sehr  feines  Instrument,  welches  zahlreichen  Bedingungen  Genüge 
lösten  muss,  die  in  Folgendem  näher  betrachtet  werden  sollen. 

L  Bedingungen  der  Brauchbarkeit  der  Wage.    Die  Wage  besteht 
ans  einem  metallischen  Balken  AC^  der  um  eine  Axe  B  beweglich  aufgehängt 
ist  An  seinen  beiden  Enden  trä^  er  zwei 
Sdalen  von  gleichem  Gewichte,  in  welche       f^ 
die  XU  vergleichenden  Körper  gelegt  wer-        ;        -  ,^ 
den.    Sind  die  Schalen  leer,    so  ist  der    ^ 


p' 


Wagbalken  im  Gleichgewicht,  wenn  die 

doieh  den  Aufhängepunkt  B    und   den 

Schwerpunkt  g  der  Wage  gelegte  Ebene 

Ycrtical  ist;    der  Wagbalken  steht  dann  ^ 

horizontal. 

Die  erste  Bedingung  nun,  welche  bei  Construction  einer  Wage  erfCÜlt 
sein  muss,  ist  die,  dass  die  beiden  Hebelarme  AB  und  BC  unter  einander 
S^oaa  gleich  sein ,  und  dass  sie  ganz  symmetrisch  zur  Ebene  Bg  liegen  müssoa. 
^  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können  wir  aus  der  Horizontalstellung  des 
Waghalkens  auf  die  Gleichheit  der  in  die  Schalen  gelegten  Gewichte  schliessen; 
denn  diese  besteht  oder  wird  gestört ,  wenn  gleiche  oder  ungleiche  Gewichte 
^^  die  Wagschalen  gelegt  werden.  Der  Schwerpunkt  g  kann  nun  in  der  Ebene 
^  entweder  unter  oder  über  B  liegen,  oder  mit  B  zusammenf allen.  Je  nach 
der  Lage  desselben  kann  die  Wage  gut  oder  schlecht  sein.  Weisen  wir  das 
^h,  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  drei  Punkte  A^  Bj  C  (Fig.  27) 
^  einer  geraden  Linie  liegen. 

Ist  der  Wagbalken  AC  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängt,  so  befindet 
^^  Bidi  nach  dem  letzten  §.  im  Zustande  des  indifferenten  Gleichgewichtes. 
^ha  nnn  die  Wagschalen  leer,  oder  befinden  sich  gleiche  Gewichte  in  den- 
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selben,  so  ist  er  in  allen  Lagen  im  Gleichgewicht.  Wenn  jedoch  in  einer 
Schale  das  geringste  Ueberge wicht  vorhanden  ist,  so  dreht  sich  der 'Wag- 
balken sofort  uin  90^  nach  der  Seite  des  üebergewichtes  hin.  Denn  durch  das 
geringste  Uebergewicht  würde  nach  dem  Vorigen  der  Schwerponkt  nach  der 
Seite  des  üebergewichtes  hin  in  der  Linie  ÄC  verschoben ;  soll  das  Syatenr  im 
Gleichgewicht  sein ,  so  muss  aber  der  Schwerpunkt  mit  der  Drehungsaxe  in 
derselben  Verticalebene  sein.  Dazu  ist  aber  in  diesem  Falle  eine  Drehung 
von  90^  noth wendig,  denn  nur  wenn  die  ganze  Linie  AC  vertical  steht,  kann 
ein  anderer  Funkt  derselben  mit  dem  Punkte  B  sich  in  einer-  Verticalebene 
befinden.  Fällt  also  der  Schwerpunkt  der  Wage  genau  mit  dem  Anfhfinge* 
punkt  zusammen,  so  ist  bei  gleicher  Belastung  der  Wagbalken  in  allen  Lagen, 
bei  ungleicher  nur  in  der  senkrechten  Lage  im  Gleichgewicht.  Mit  einer  so 
construirten  Wagq  wilrde  es  demnach  nicht  möglich  sein  zu  wiegen;  der 
Schwerpunkt  muss  eine  andere  Lage  haben. 

Würde  der  Schwerpunkt  über  der  Drehungsaxe  liegen,  so  wSie  der 
Wagbalken  im  Zustande  des  labilen  Gleichgewichts;  die  geringste  Bewegung 
selbst  bei  gleicher  Belastung  würde  ein  vollständiges  Umschlagen  desselben 
zur  Folge  haben.  £s  würde  sodann  gar  nicht  möglich  sein,  zwei  (Gewichte 
mit  einander  zu  vergleichen,  die  Wage  würde  schlechter  sein,  als  in  dem 
vorigen  Falle. 

Es  bleibt  sonach  nur  die  dritte  Lage  des  Schwerpunktes  möglich,  er 
inuss  unter  dem  Aufhängepunkt  liegen.  Das  zweite  wesentliche  Erfordemiss 
für  Herstellung  einer  Wage  ist  also  das,  der  Schwerpunkt  der  Wage  muss 
unter  dem  Aufhängei)unkt  liegen.  Sind  die  Wagschalen  leer,  oder  gleich 
belastet,  so  befindet  sich  die  Wage  im  Zustande  des  stabilen  Gleichgewichtes, 
wenn  der  Schwerpunkt  //  senkrecht  unter  B  liegt;  bewegt  man  demnach  den 
Wagbalken,  so  kehrt  er  immer  in  diese  Lage  zurück.  Legt  man  dann  un- 
gleiche Gewichte  in  die  Schalen,  so  bewirkt  ihr  Unterschied,  wenn  P'  schwerer 
ist,  eine  Neigung  von  AC  nach  P'  hin ,  so  dass  der  Wagbalken  die  Lage  A'C^ 
anninmit.  Der  Schwerpunkt  der  Wage  hebt  sich  nach  g'  so  lange,  bis  das 
Moment  des  Gewichtes  des  Wagbalkcns  gleich  ist  dem  Momente  des  üeber- 
gewichtes. Man  sieht,  in  diesem  Falle  wird  sieh  die  Wage  inmier  ins  Gleich- 
gewicht stellen;  in  horizontaler  Lage,  wenn  sie  mit  gleichen,  in  geneigter 
Lage,  wenn  sie  mit  ungleichen  Gewichten  belastet  ist.  Man  wird  daher  ans 
der  horizontalen  oder  geneigten  Lage  des  Wagbalkens  auf  die  Gleichheit  oder 
Ungleichheit  der  Gewichte  schliessen  können. 

2.  Empflndliohkeit  der  Wage.  Diese  beiden  Bedingungen  genügen, 
um  die  Wage  brauchbar  zu  machen,  jedoch  noch  nicht,  um  sie  empfindlich 
zu  machen,  d.  h.  zu  bewirken,  dass  ein  kleiner  Unterschied  in  den  aufgelegten 
Gewichten  einen  grossen  Ausschlag'  des  Wagbalkens  zur  Folge  habe.  Znnftchst 
irit  es  nun  klar,  dass,  wenn  alles  Uebrige  ungeändert  bleibt,  der  Ausschlag 
um  so  grösser  wird ,  je  kleiner  der  Hebelarm  ist ,  an  dessen  Ende  g  das  Ge- 
wicht der  Wage  wirkt;  denn  je  kleiner  derselbe  ist,  um  so  kleiner  wird  das 
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Moment  dieses  Gewichtes,  es  muss  daher  um  so  mehr  aus  der  Verticalebene 
•verschoben  werden,  soll  es  dem  Momente  eines  gegebenen  Uebergewichtes 
gleich  werden.  .  Es  ist  folglich  die  Wage  um  so  empfindlicher,  je  niLher  der 
Schwerpunkt  unter  dem  Aufhängepunkt  liegt;  eine  Bedingung,  die  wir  für 
eine  gute  Wage  als  dritte  den  beiden  vorhergehenden  hinzufügen  können. 

Bisher  nahmen  wir  an,  dass  die  drei  Punkte  A,  Bj  C  in  einer  geraden 
Linie  liegen;  man  sucht  das  in  der  That  bei  Herstellung  einer  Wage  zu 
erreichen.  Einerseits  ist  es  jedoch  schwer  vollkommen  zu  erreichen  und  .an- 
dererseits ist  es  unmöglich,  dies  während  des  Wiegens  zu  erhalten,  da  der 
Wagbalken  durch  die  angehängten  Gewichte  sich  inmier  etwas  biegt.  Wir 
müssen  daher  jetzt  den  allgemeinem  Fall  betrachten,  in  welchem -bei  übrigens 
bewahrter  Symmetrie   in  Be-  pi    ^ 

zog  auf  die  Ebene  Bg  die 
Punkte  A  und  C,  die  Auf- 
hSngepunkte  der  Wagschalen 
tiefer  liegen,  als  der  Auf- 
liingepunkt  des  Wagbalkens. 

Seien  ^IB,  BC  (Kg.  28) 
die  beiden  Arme  des  Wagbal- 
l^ens,  wenn  er  nicht  belastet 
ist;  nehmen  wir  an,  ihre  Länge 
sei  gleich  und  zwar  gleich  i[; 
sie  liegen  jedoch  nicht  in  einer 
geraden  Linie  und  ß  sei  der 
Winkel,  den  jeder  mit  der  Horizontalen  MN  bildet.  Sei  g  der  Schwerpunkt 
der  Wage ,  senkrecht  in  einem  Abstände  t  unter  B.  Sei  femer  p  das  Gewicht 
derselben  und  seien  in  die  an  J.  und  C  gehängten  Wagschalen  Gewichte  Q 
^^  Q  -{-  q  gelegt.  Die  Wage  wird  sich  um  einen  Winkel  a  neigen  und  die 
Lage  A'BC  annehmen.  Der  Schwerpunkt  der  Wage  rückt  dann  nach  g.  Be- 
steht Gleichgewicht,  so  muss  die  Summe  der  Momente  der  wirkenden  Gewichte, 
^^Py  Q  +  Q  gleich  Null  sein. 

Die  Hebelarme  der  Gewichte  sind  nun  für  Q  die  Länge  -4'P,  für  das 
Gewicht  p  der  Wage  gDj  und  für  die  Gewichte  Q  -\-  q,  welche  an  dem 
l*unkte  C  angreifen,  C'Q,  es  muss  sonach 

Q  .  A'B  +  p  ,  gD  -  {Q  +  q)  C'Q  ==  0, 

oder 

Q.A'P  +  p,gD  =  {Q  +  q)  C'Q  ...  1, 
Nun  sind 
AF  =  A'B  .  cos  BÄP  =  AB  .  cos  ÄBM  =  / .  cos  («  —  /3), 
gD  =    gB  .  sin  gBD   =  T  .  sin  a, 
•  C'Q  =  C'B  .  cos  QCB  =  C'B  .  cos  CBN  =  Z  .  cos  (a  +  ß) 
^^  daraus,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  (1)  einsetzen, 

Q  .  l  CO»  {a  —  ß)  -j-  p  .  l'  sin  cc  ==^  (jQ  '\'  q)l  .  cos  (a  -{-  ß) 

WOLum,  Pbyiik  I.    2.  Aufl.  q 


82  Theorie  der  Wage.  §•  *  "Ä.  ^ 

oder  auch 

Q  .  /  (co3  cf  cos  ^  +  sin  a  .  sin  ^)  + 1> .  r  sin  ff  = 
=  (^  +  g)  /  (cos  a  .  cos  /?  —  sin  tf  .  sin  /3).  . 

Fassen  wir  die  mit  cos  a  und  sin  a  mnltiplicirten  Glieder  zusammen ,         ^ 
erhalten  wir 

CAS  c  }  ^  .  /  .  cos  ^  —  {Q  -\-  i)^  '  ^^^  ß  \=^ 

=  —  >in  a  {  9  .  /  .  sin  ^  +  (9  +  ^)  7  .  sin  ^  -H  p  .  r  j 
oder 

7  .  7  .  cos  ^  .  cos  a  =  {  2  ^  .  / .  sin  /J  +  ^  .  7 .  sin  /J  -|-  p  .  r  {  sin  er. 

Dividiren  wir  durch  cos  a  und  lösen  die  Gleichung  nach  tang  a  auf 

q  .1 .  cos  ß  

tang  e  —  ^  Q'.TTmß-fq'.  7 .  »in  p +777 

2^  .tangp  +  ta«g?+— f-^-3,-^ 

Der  Winkel  a  gibt  die  Neigung  des  Wagbalkens,  wenn  in  die  WäiS* 
schale  bei  C  das  üeberge wicht  q  gebracht  ist,  er  misst  also  die  Empfindlicli- 
keit  der  Wage.  Da  jedoch  a  immer  sehr  klein  ist ,  kSnnen  wir  auch  taia^  ' 
als  Maass  der  Empfindlichkeit  betrachten.  Man  sieht  nun,  dass  der  Wertl^ 
yon  tang  a  zunächst  abhängt  von  2Q,  d.  h.,  dass  die  Empfindlichkeit  sid 
ändert  mit  der  gemeinsaiiien  Belastung  der  Wagschalen ;  dass  sie  grösser 
wenn  2^  abnimmt  und  kleiner,  wenn  die  Belastung  wächst.  Die  Wage 
lit*rt  daher  beim  Wägen  grosserer  Gewichte  einen  Theil  ihrer  Empfijidlichkeit^ 

Lägen  die  Punkte  A  und  C  anstatt  unter  der  Horizontalen  über  derselbeO« 
so  konnte  man  die  vorige  Rechnung  ganz  genau  so  durchführen ,  nur  müsst^ 
man  dann  den  Winkel  ß  negativ  setzen.   Unsere  Formel  (2)  würde  dann 

tang  er  = —    >, —  -  -r    "• 

q  ^^  ^'^^9. 7.  COS  (I 

Der  Nenner  unsen-s  Ausdruckes  ftlr  taug  cv  nimmt  dann  also  ab,  wet^^ 
Q  warbst;  die  Empfindlichkeit  der  Wage  wUrde  mit  steigender  Belastung  z'U- 
nehmen.  Es  ist  souach  klar,  dass  auch  der  Winkel,  den  die  Richtungen  A^-^ 
uud  ^7>\  welt-be  die  Autliängqmukte  der  Wagschalen  mit  dem  Unterstützung^' 
punkte  verbindfu,  mit  der  Hori/Miitaleu  oder  mit  einander  einschliessen ,  ^^^ 
dir  Emptiudlirlikeit  der  Wair»-  von  |L,Ti«>M'ni  Einrtu>s  i>t,  indem  je  nach  €!<•"* 
Wt-rtlir  dirM*>  Winkel>  die  Eniptiudlichkrit  der  Wa^rr  mit  der  Belastung  si^** 
äuiii'i't.  In  eiuiiii  Fallr.  wenn  drr  Winkel  ^  =:^  w,  die  Kiehtungen  alsi»  '** 
rinr  i^rradf  LInif  fatlru.  i>t  dit  Km  pt'indlii  hkr It  drr  Wage  von  d*-*' 
Pi ••  1  a  M  u  n  1!  u  n  a  1>  )i  ä n  \i\\i ,  drnn  dann  wird  dir  Kännel  \ 2> 

1  ./    / 

/'  ■  7  /      ' 
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Diese  Bedingung  sucht  man  nun  bei  der  Construction  der  Wage  möglichst 
Tealisiren ,  und  dann  ist  die  Empfindlichkeit  der  Wage : 

1)  proportional  der  LSnge  I  jedes  Armes  des  Wi^balkens; 

i)  Dingebefart  proportional  dem  Gewichte  p  der  Wage ; 

3j  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  t  des  Schwerptinktea  g'  vom 
iterstatnmgsp  unkte  B. 

Wir  erhalten  demnach  für  Herstellung  einer  brauchbaren  und  empfind- 
beo  Woge  folgende  fUnf  Regeln : 

1)  Der  Wagbalken  muss  eine  grosse  LSnge  haben. 

2)  Das  Gewicht  des  Wagbalkens  muss  möglichst  klein  sein. 

3)  Die  beiden  Arme  des  Wagbalkens  mtlssen  einander  genau  gleich  sein. 

4)  Der  Aofhängepunkt  des  Wagbalkena  und  die  der  Wagscbalen  mfiasen 
einer  geraden  Linie  liegen. 

5)  Der  Schwerpunkt  der  Wage  muss  unter  dem  Unterstütz ungsp unkte 
e^,  aber  ihm  mOglichat  nahe. 

Diese  Bedingungen,  besonders  die  beiden  ersten,  sind  jedoch  in  der  Aus- 
thnmg  in  gewisse  Grenzen  eingeschlossen,  indem  bei  zu  grosser  LSnge  und 
itichtigkeit  des  Wagbalkens  leicht  eine  Biegung  desselben  eintritt,  also  die 
tidiiäge  vierte  Bedingung  einer  guten  Wage  verletzt  wird. 

BeBObreibnng  einer  feinen  Wage.  Um  diesen  vielfachen  Bedingungen 
ka^e  zu  leiüten,  wendet  man  als  Wagbalken  einen  Messing-  oder  Stahl- 
treifen  von  ungefähr  5"""  Dicke  und  60"^  LSnge  an.  Man  gibt  ihm  die 
'orm  (Fig.  39)  eines  iBnglichen  verschobenen  Vierecks  und  um  ihn  leicht  zu 


"«hen,  wird  er  vielfach  durchbrochen,  so  dasa  nur  die  Seiten  des  ViiTeeks 
""ig  bleiben  nebst  einigen  das  Viereck  durchsetzenden  Stützen.  Man  erfüllt 
'siiarch  die  beiden  «^t^n  Bedingungen,  man  erhält  einen  langen,  leicht«n 
Wtgbalhen,  ohne  befürchten  zu  müssen,  dass  er  sich  leicht  biegt. 
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Auf  die  Aufhängung  des  Balkens  sowohl ,  als  der  Schalen  ist  grosse  Anf- 
merksamkeit  zu  verwenden.  £s  ist  nothwendig,  Träger  herzustellen ,  die  in 
einer  zur  Drehungsebene  des  Wagbalkens  senkrechten  Linie  auslaufen,  die 
fähig  sind,  dem  Drucke  zu  widerstehen,  welchen  die  angehängten  (}e wieble 
ausüben,  die  sich  während  der  Drehung  des  Wagbalkens  nicht  verschieben, 
und  die  hinlänglich  beweglich  sind,  um  nicht  durch  einen  merklichen  Bei- 
bungswiderstand  die  Bewegung  des  Wagbalkens  zu  hemmen.  Man  befestigt 
KU  dem  Ende  in  dem  Wagbalken  ein  Prisma  von  gehärtetem  Stahl  JP,  dessen 
untere  möglichst  geradlinig  gearbeitete  Kante  auf  einer  gut  polirten  Platte 
von  Stahl  oder  besser  noch  von  Achat  aufliegt. 

Es  ist  klar,  dass  eine  solche  Aufhängevorrichtung  den  gestellten  Be- 
dingungen auf  das  wünschenswertheste  entspricht.  An  den  Enden  des  Wag- 
balkens sind  ebenfalls  zwei  Prismen  angebracht,  deren  Kanten  nach  oben 
gerichtet  sind,  um  auf  diese  die  unten  eben  abgeschliffenen  Stahlstücke  A 
aufzunehmen,  an  denen  die  Wagschalen  aufgehängt  sind.  Die  Auihängeaxeii 
des  Wagbalkens  sowie  der  Wagschalen  sind  demnach  die  Kanten  dieser  drei 
Prismen.  Diese  drei  Kanten  müssen  nun  gemäss  der  vierten  Regel  möglichat  in 
eine  gerade  Linie  gebracht  werden,  und  die  beiden  Abstände  der  an  den  Enden 
des  Wagbalkens  angebrachten  von  der  mittleren  nach  der  dritten  Regel  unter 
sich  genau  gleich  gemacht  werden. 

Gewöhnlich  werden  diese  Bedingungen  von  dem  Verfertiger  der  Wagen 
erfüllt;  das  ist  bei  unserer  Zeichnung  angenommen,  zuweilen  aber  wird  es 
auch  demjenigen  überlassen,  der  mit  der  Wage  arbeitet.  In  dem  Falle  sind 
nur  zwei  der  Prismen  unveränderlich  fest.  Das  dritte  kann  durch  Schrauben 
vertical  verschoben  werden ,  um  die  Kanten  der  drei  Prismen  in  eine  Linie  zu 
bringen  und  horizontal,  um  die  Abstände  der  beiden  äussern  Prismen  von 
dem  mittlem  unter  sich  gleich  zu  machen. 

Um  die  fünfte  und  wichtigste  Bedingung  herzustellen,  ist  an  dem  obem 
Bande  des  Wagbalkens  gerade  über  dem  Aufhängepunkt  eine  Schraubenspindel 
mit  sehr  schmalen  Gängen  eingesetzt ,  auf  welcher  sich  zwei  Laufgewichte  E 
auf-  und  abschrauben  lassen.  Das  untere  ist  grösser  und  schwerer,  das  obere 
kleiner  und  leichter.  Eine  Bewegung  dieser  Gewichte  ändert  die  Lage  des 
Schwerpunktes;  werden  sie  hinaufgeschraubt,  so  steigt  der  Schwerpunkt, 
werden  sie  hinabgeschraubt,  so  sinkt  derselbe.  Die  grobem  Hebungen  und 
Senkungen  des  Schwerpunktes  werden  nun  durch  eine  Bewegung  der  grossen, 
die  kleinem  durch  eine  Drehung  der  kleinem  Schraubenmutter  bewirkt.  Durch 
diese  Vorrichtung  wird  also  der  Schwerpunkt  des  Wagbalkens  beweglich ,  und 
man  sieht,  wie  man  ihn  dadurch  der  Aufhängeaxe  so  nahe  bringen  und  da- 
durch die  Wage  so  empfindlich  machen  kann,  wie  man  will.  Man  hat  diese 
Vorrichtung  noch  dahin  vervollkomnmet ,  dass  man  mittels  ihr  dem  Schwer- 
punkt uuch  eine  seitliche  Bewegung  geben  kann.  Zu  dem  Ende  ist  auf  der 
einen  Schraubenmutt4.'r  ein  oxccntrischer  Knopf  T  angebracht,  der  durch  seine 
seilt iehe  IV»wegung  bei  der  Drehung  des  Laufgewichtes  den  Schwerpunkt  andi 


fSl. 


Anfat«lluDg  der  Wage. 


seitlich  etwas  Terechiebt,  uns  also  in  den  Stand  setzt,  ihn  genau  vertical  anter 
die  Anfhftngeaie  zd  bringen,  in  dem  Augenblicke,  wo  die  drei  Priamen- 
kuten  sich  in  der  Horizontalen  befinden. 

Wir  bedürfen  an  unserer  Wage  nun  noch  eines  Zeigers,  der  angibt,  wann 
d«T  Wagbalken  horizontal  ist.  Zn  dem  Zwecke  ist  in  der  Mitte  des  Balkens 
genan  fiber  der  AufhBngeaie  eine  atfibleme  Nadel  Q  (Fig.  30)  befestigt ,  die 
bis  unten  an  die  SSule  hin&breicht ,  welche  die  Wage  trSgt.  Die  Spitze  der 
Nidel  schwingt  vor  einer  Elfenbeinplatte  G  (Fig.  30)  bin  und  her,  welche 
mit  einer  Theilting  versehen  ist.  Man  regalirt  nun  die  unbelastete  Wage  durch 
Drehong  der  Stellschrauben  VV'  so ,  dass  das  Ende  der  Nadel  gerade  auf  der 
Hitte  der  Theilnng,  dem  mit  0  bezeichneten  Theilstrich,  einsteht.  Von  dem 
Punkte  geht  man  ans,  eine  Neigung  des  Wagbalkens  wird  dann  durch  einen 
Amschlag  der  Nadel  angegeben;  nnd  da  letztere  sehr  long  ist,  so  gibt  sie  fUr 
die  geringste  Neigung  schon  einen  deutlichen  Ausschlag. 

Es  erdbrigt  noch  die  Aufstellung  der  Wage  zn  betrachten.  Dieselbe  steht 
uf  einem  eisernen  Dreifnss  LMN  (Fig.  30),  welcher  mit  Stellschrauben  VV" 


'«sehen  ist  Von  der  Mitte  des  Dreifusses  erhebt  sich  eine  Messingsäule ,  DC, 
uf  deren  Spitze  die  Achatplatte  angebracht  ist,  auf  welcher  die  Schneide  des 
SUilpriama  F  ruht.  Theils  um  die  Stahlschneide  zu  schonen,  theils  um  diu 
^■gbalken  vor  einer  Biegung  zu  bewahren  und  die  Wage  besser  transportiren 
m  können,  ist  an  der  SBule  DO  eine  Gabel  HU  angebracht,  deren  Arme 
den  Wagbalken  esreichen.     Sie  kann  mittels  einer  in  der  SBulc  verborgenen 
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Zahnstange ,  in  welche  ein  mittels  des  Knopfes  0  drehbares  Zahnrad  eingreift, 
gehoben  und  gesenkt  werden.  Dreht  man  den  Knopf  nach  der  einen  Seite ,  so 
hebt  man  die  Gabel;  dieselbe  nimmt  den  Wagbalken  zwischen  .ihre  Arme 
bei  H  und  I  und  unterstützt  ihn,  indem  sie  ihn  ein  wenig  emporhebt.  Dreht 
man  den  Knopf  0  und  damit  das  Zahnrad  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
so  sinkt  die  Gabel  hinunter ,  Uisst  die  Schneide  F  sehr  langsam  auf  ihre  ünte^ 
läge  herab  und  lässt  dann  den  Wagbalken  frei. 

um  nun  beim  Vornehmen  einer  Wägung  die  störenden  Luftströmangen, 
welche  die  Bewegung  der  Wage  hemmen ,  um  die  Wirkung  d^  Feuchtigkeit 
auf  die  zu  wägenden  Körper  zu  hindern  und  andererseits  um  die  Wage  selbst 
vor  Staub  und  sonstigen  verderblichen  Einflüssen  zu  schützen,  umgibt  man 
den  ganzen  Apparat  mit  einem  Glaskasten,  der  an  einer  Seite  geöflhet 
werden  kann. 

§.  22. 

Methode  der  Wägungen.  Wenn  nun  auch  alles  Mögliche  aufgewandt 
ist,  um  die  Wage  genau  und  empfindlich  zu  machen,  so  können  kleine  Fehler 
doch  niemals  vermieden  werden.  Diese  kann  man  jedoch  durch  einige  Vor- 
sichtsmaassregeln  unschädlich  machen.  Um  den  störenden  Einfluss  einer  kleinen 
Ungleichheit  der  Wagbalken  fortzuschaffen ,  wendet  man  folgendes  Vorfahren 
an.  Man  legt  in  die  eine  Wagschale  den  abzuwägenden  Körper  und  äquilibrirt 
ihn  mittels  Schrotkömcr,  welche  auf  die  andere  Seite  gelegt  werden.  Man 
nimmt  dann  den  Körper,  dessen  Gewicht  gesucht  wird,  fort  und  bringt  Ge- 
wichte an  seine  Stelle ,  bis  die  Wage  wieder  genau  im  Gleichgewicht  ist. 

Es  ist  klar,  dass  dann  diese  Gewichte,  welche  in  derselben  Schale,  in 
welcher  der  Köqier  war,  liegen,  auf  das  genaueste  dem  Gewichte  des  Kör- 
pers entsprechen,  mögen  die  Arme  des  Wagbalkens  gleich  sein  oder  nicht, 
wenn  nur  die  Wage  empfindlich  genug  ist,  um  die  kleinsten  Gewichtsdiffe- 
renzen anzugeben. 

Die  Empfindlichkeit  der  Wage  nimmt,  wenn  die  Aufhängepunkte  des 
Wagbalkens  und  der  Wagschalen  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  mit 
steigender  Last  ab.  Wenn  nun  auch  ursprünglich  diese  drei  Punkte  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  so  ist  bei  den  feinen  Wagen  doch  nicht  zu  vermeiden« 
dass  bei  Wägung  grosser  Gewichte  eben  wegen  der  Länge  und  Leichtigkeit 
des  Wagbalkens  (derselbe  eine  geringe  Biegung  erhält.  Dadurch  aber  sinkt 
der  Schwerpunkt  des  Wagbalkens  herab  und  die  Wage  verliert  an  Empfind- 
lichkeit. Um  nun  diesen  Fehler  zu  corrigiren ,  sind  die  über  dem  Wagbalken 
angebrachten  Laufgewichte  vorzüglich  brauchbar,  indem  sie  die  Lage  des 
Schwerpunktes  ändern.  Man  kann  mittels  derselben  der  Wage  immer  die 
grösste  Empfindlichkeit  geben. 

Will  man  kleine  Gewichte  wägen,  so  schraubt  man  vorher  die  beiden 
Laufgewichte  in  die  Höhe,  bis  die  Wage  in  den  Zustand  des  labilen  Gleich* 
gewichts  versetzt  wird;   dann  schraubt  man  das  eine  der  Gewichte  wieder 
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hanmter,  bis  das  Oleichgewicht  der  Wage  gerade  wieder  anf&ngt  stabil  zu 
werden.  Auf  diese  Weise  ist  in  dem  Falle  das  Maximum  der  Empfindlichkeit 
erreicht.  Will  man  nun  grosse  Gewichte  abwägen,  so  legt  man  zunächst  auf 
die  beiden  Wagschalen  Gewichte,  welche  nahezu  eine  gleiche  Belastung  aus- 
machen, als  die  zu  bestimmenden.  Dann  verfährt  man  gerade  wie  vorher, 
man  schnnibt  die  *  beiden  Laufgewichte  bis  zum  labilen  Gleichgewicht  der 
Wage  in  die  Höhe  und  lässt  dann  das  eine  soweit  herab,  bis  das  Gleichgewicht 
der  Wage  wieder  stabil  wird.  Auch  hier  ist  dann  wieder  das  Maximum  der 
EmpfiidHdhkeit  erreicht. 

Da  die  Wägungen  zu  den  feinsten  und  wichtigsten  Versuchen  in  der 
Physik  gehören,  so  wird  es  gut  sein,  das  Verfahren  bei  denselben  etwas  ge- 
nsaer  zu  beschreiben.     Wir  setzen  voraus,  die  Wage  stehe  auf  einem  festen 
Tische,  durch  die  Stellschrauben  sei  der  Zeiger  bei  unbelasteter  Wage  auf 
den  Nullpunkt  geführt,  man  habe  der  Wage  den  abzuwägenden  Gewichten 
gemäss  das  Maximum  der  Empfindlichkeit  gegeben  und  wolle  die  Methode  der 
doppelten  Wägong  anwenden.   Man  legt  alsdann  den  abzuwägenden  Körper  in 
die  eine  Wagschale  und  Schrot  in  die  andere,  bis  das  Gleichgewicht  nahezu 
hergestellt  ist;  das  bietet  keine  Schwierigkeit     Ist  das  erreicht,  so  arrotiri 
man  mittels  der  GhibeL  den  Wagbalken,  henmit  mit  der  Hand  die  Schwankungen 
der  Schalen,  schliesst  den  Kasten  und  lässt  sehr  langsam  die  Gabel  wieder 
herab«    Die  Nadel  wird  dann  sehr  langsam  vor  der  Theilung  hin  und  her 
schwingen.     Man  beobachtet  dann  eine  Anzahl  Schwingungen;   sind  sie  in 
Bezug  auf  den  Nullpunkt  symmetrisch,  gehen  sie  ebenso  weit  nach  rechts  wiu 
nach  links,   so  ist  das  Gleichgewicht  genau  erreicht;   ist  das  aber  nicht  der 
Fall ,  so  muss  man  vorsichtig  mit  einer  Pincette  ein  Schrotkom  fortnehmen 
oder  zulegen,  je  nachdem  die  Tara  zu  gross  oder  zu  klein  ist.    Wenn  durch 
Wegndimen  oder  Zulegen  eines  Sduroikomes  aber  die  Tara  zu  sehr  geändert 
wird,  so  muss  man  feineres  Schrot  anwenden  oder  Papierschnitzel  oder  auch 
Sandkörner  und  so  lange  mit  dem  Ab-  und  Zugeben  dieser  kleinen  Gewicht- 
chen fortfahren,  bis  die  Schwingungen  des  Zeigers  ganz  synmietrisch  werden. 
Dann  ist  der  Körper  tarirt;  nun  wird  er  aus  der  Wagschale  genommen, 
statt  seiner  werden  Gewichte  hineingelegt  und  mit  den  Gewichten  jetzt  gcrado 
so  verfahren ,  wie  vorhin  mit  der  Tara.    Man  findet  zunächst  das  nothwendige 
Gewicht  leicht  als  zwischen  n  und  n  -\-  1  Gh*amme  enthalten  und  hat  dann  zu 
dem  Gewichte  noch  die  BruchtheDe  eines  Gramm  zu  legen.    Zu  dem  Ende  bo- 
•  finden  sich  in  den  Gewichtssätzen  9  Decignunme  in  Stücken  von  5 ,  2  und 
1  Decigramm,   so  dass  man  dadurch  eine  beliebige  Zahl  von  Decigrommen 
zwischen  1  und  9  herstellen  kann.     Ebenso  findet  nuvn  9  Contigranimc  und 
9  Milligramme  in  ähnlichen  Stücken,  so  dass  man  bis  auf  Milligramme  genau 
das  Gewicht  eines  Körpers  erhalten  kimn. 

An  vielen  Wagen  ist  nun  noch  eine  Vomchtung,  um  selbst  die  Bruch- 
theilo  der  Milligramme  bis  auf  0, 1  zu  erhalten.  Es  ist  nämlich  jede  Hälfte  den 
Wagbalkens  durch  vorticalc  Striche  zunächst  in  10  gleiche  Theile  gethcilt  und 


88  Specifisches  Gewicht  und  Dichtigkeit  {.  2 

diese  einzelnen  Tbeile  nochmal  in  10  gleiche  ünterabtheilungen.  Bei  d< 
Gewichtssätzen  befinden  sich  dann  Häkchen  von  Platindraht,  genau  ein  Cenl 
gramm  schwer,  welche  als  Beiterchen  auf  dem  Wagbalken  verschoben  werd« 
können.  Auf  dem  ersten  Haupttheilstrich  wirkt  dann  ein  solches  Beiterch« 
gerade  soviel,  als  1  Milligramm  in  der  Wagschale,  weil  es  an  einem  Hebelar 
wirkt,  der  nur  0,1  der  Länge  des  Wagbalkens  hat;  auf  den  Theilstricb« 
2,  3,  ...  als  2,  3,  ...  Milligramme  und  auf  den  zwischen  den  Hauptthei 
strichen  eingeschnittenen  Theilstrichen  als  1,1;  1,2  etc.  Milligramme,  so  dsa 
man  durch  Verschiebung  der  Reiter  zugleich  die  Milligramme  und  ihre  Brodi 
theile  erhält. 

Die  ünterabtheilungen  der  Grammgewichte  verfertigt  man  sich  am  besiei 
selbst,  da  man  sich  meist  auf  die  käuflichen  nicht  sicher  verlassen  kann.  Mu 
macht  dieselben  aus  Platindraht ,  der  mehrmals  durch  denselben  Drahtzug  ge 
zogen  ist,  und  von  dem  eine  Länge  von  1  Meter  ungefähr  ein  Gramm  wi^ 
Nachdem  man  von  einem  solchen  Draht  ein  Stück  abgeschnitten,  welche 
etwas  mehr  als  ein  Gramm  wiegt,  beschneidet  man  es,  um  es  genau  auf  eii 
Gramm  zu  bringen.  Dann  wird  es  ausgespannt  und  seine  Länge  gemessen 
da  nun  jedes  Zehntel  des  Drahtes  ein  Decigramm  wiegt,  so  zertheilt  man  üu 
nach  der  Länge  in  Stücke  von  5 ,  2 ,  1 ,  1  Decigramm.  Das  übrig  bleibend 
Zehntel  wird  dann  in  einem  Drahtzuge  zu  ungefähr  einem  Meter  ausgezogen  van 
man  verfährt  mit  dem  neuen  Stücke  wie  vorhin,  um  die  Centigramme  xi 
erhalten.  Das  dann  übrig  bleibende  Zehntel  wird  dann  zu  Milligrammen  vei 
arbeitet.  Schliesslich  gibt  man  dann  den  verschiedenen  Drahtstücken  ent 
sprechende  Formen,  welche  ihr  Gewicht  bezeichnen. 

§.  23. 
Speoifisohes  Gewicht  imd  Dichtigkeit.  Mittels  der  Wage  sind  wii 
im  Stande  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Körper  zu  erkennen.  Man  finde! 
nämlich  sehr  oft,  dass  zwei  gleiche  Volumina  verschiedener  Körper  nicht  dtt 
gleiche  Gewicht  haben,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  das  Yerhältniss  derYoln- 
mina  verschiedener  Körper  zu  ihren  Gewichten  nicht  dasselbe  ist.  Für  eines 
und  denselben  Körper  ist  das  Gewicht  P  seinem  Volumen  V  proportional,  also 

P 

P  =  V ,p  oder  y  =  p. 

Diese  Grösse  p  nennt  man  das  sp^cifische  Gewicht  der  Körper.  V^ 
Grösse  p  gibt  also  das  Verhältniss  des  Gewichtes  zum  Volum  eines  Körpers 
oder  das  Gewicht  der  Volumeinheit.  Die  Grösse  p  ist  constant  für  ein  und 
dieselbe  Substanz  bei  gleicher  Temperatur,  für  verschiedene  Substanzen  yer- 
schieden. 

Da  die  Grösse  p  das  Gewicht  eines  bestimmten  Volumens  eines  KOipeß 
ausdrückt,  so  ist  sie  eigentlich  abhängig  von  den  gewählten  Einheiten  des 
Gewichts  und  Volumens  und  daher  in  verschiedenen  Ländern  numerisch  ver- 
schieden,    um  jedoch  diese  Verschiedenheit  zu  vermeiden ,  ist  man  überein* 
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gekommen,  die  specififichen  Gewichte  überall  in  derselben  Einheit  auszudrücken, 
nämlich  als  Einheit  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  zu  nehmen.  Für 
gleiche  Yolomina  hat  man  nun 

für  ii^gend  einen  Körper  P  =  V .  p 
für  Wasser     .    .    .    .    P'  =  7 .  ^Z 
and  daraus 

so  dass  7t  das  Yerhältniss  des  Gewichtes  der  Volumeinheit  eines  Körpers  zu 
dem  der  Volumeinheit  von  Wasser  bei  4®  C.  darstellt.  Es  ist  das  relative 
specifische  Gewicht ,  welches  aber  meist  schlechthin  das  specifische  Gewicht 
genannt  wird. 

Um  es  zu  erhalten ,  genügt  es ,  das  VcrhSltniss  der  Gewichte  P  und  P' 
m  bestimmen ,  d.  h.  des  Gewichtes  von  einem  beliebigen  Volum  eines  Körpers 
«1  dem  eines  gleichen  Volum  Wasser  von  4®.  Dieses  Verh&ltniss  ist  sonach 
tmabhSngig  von  den  gewählten  Einheiten. 

Man  hat  nun 

ih.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  dem  Produkt  aus  seinem  Volumen  F, 
seinem  relativen  specifischen  Gewicht  tv  und  dem  Gewicht  p'  der  Volumeinheit 
Wasser  von  4®. 

Legt  man  das  Grammgewicht  zu  Grunde ,  so  ist  die  Gewichtseinheit  schon 
die  von  I  Kubikcentimeter  Wasser  bei  4®,  also  das  Gewicht  p'  gleich  1 ;  in 
dem  Falle  hat  man  daher 

P=  V.it. 

Diese  Vereinfachung  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  man  das  Verhältniss 
d^  Gewichts  eines  Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volumens  Wasser  als  sein 
relatives  specifisches  Gewicht  nimmt;  geht  man  von  dem  Grewicht  der  Volum- 
einheit eines  andern  Körpers  aus,  so  fällt  sie  fort. 

Bei  den  Gasen  und  Dämpfen  z.B.  geht  man  von  dem  Gewicht  der  Volum- 
einheit der  atmosphärischen  Luft  aus;  p'  ist  dann  das  Gewicht  eines  Kubik- 
centimeter atmosphärischer  Luft  bei  0®  und  760^"*  Barometerstand  gleich 
0^,0001293.  Das  Gewicht  des  Volum  F  irgend  eines  Gases  ist  dann,  wenn  n 
^in  specifisches  Gewicht  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  ist, 

P  =  V  .n  .  0,0001 293. 

Wir  haben  früher  §.13  die  Masse  eines  Körpers  definirt  und  gesehen, 
^  sie  gemessen  wird  durch  den  Quotienten  seines  Gewichtes  und  der  Be- 
^hleunigung  ^,  die  er  beim  freien  Falle  erhält.  Die  Masse  eines  Körpers  ist 
^0  seinem  Gewichte  und  somit  für  eine  und  dieselbe  Substanz  auch  dem 
Volamen  proportional.   Man  hat  sonach 
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Der  Quotient  d  heisst  die  Dichtigkeit  des  Körpers,  er  gibt  die  Masse  der 
Volumeinheit. 

Man  kann  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  mit  der  eines  gleichem 
Volumen  Wasser  von  4®  vergleichen.  Bedeuten  m\  F,  et  Masse,  Volumen 
und  Dichtigkeit  des  Wassers ,  so  hat  man 

•m d^  « 

m         d' 

Dieses  Verhältniss  d  der  Massen  gleicher  Volumina  eines  Körpers  und 
Wassers  ist  die  relative  Dichtigkeit,  welcher  die  Masse  der  Volumeinheit 
Wasser  als  Einheit  zu  Grunde  liegt. 

Nun  ist 


und  daher 


P 

P- 

m 

« 

m  — 

9 

9 

m 

P 

=  d  = 

p 

~  ^    -r»'    ~ 

=  7t, 

m 

P 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  Dichtigkeiten  und  spccifische  Gewichte  der 
Körper  durch  ein  und  dieselbe  Zahl  dargestellt  werden.  Dennoch  aber  sind 
Dichtigkeiten  und  specifischo  Gewichte  verschieden,  und  die  Einheiten,  die 
beiden  zu  Grunde  liegen,  sind  nicht  dieselben;  bei  dem  einen  ist  es  das  Ge- 
wicht, beim  andern  die  Masse  der  Volumeinheit  Wasser. 

Häufig  wirft  man  die  Worte  Dichtigkeit  und  specifisches  Gewicht  durch- 
einander und  drückt  durch  dieselbe  Bezeichnung  die  specifischen  Gewichte;», 
die  specifischen  Gewichte  in- Bezug  auf  das  Wasser  xr,  die  Dichtigkeiten  dund 
die  relativen  Dichtigkeiten  d  aus.  Zur  Vermeidung  von  Verwirrung  ist  es 
jedoch  gut,  die  Bedeutung  der  einzelnen  Grössen  festzuhalten. 

§.  24. 
Das  FendeL  Wir  sahen  in  §.  17,  dass  das  Drehungsmoment,  welches 
eine  Kraft  P  auf  einen  Körper,  der  um  eine  Axe  drehbar  ist,  ausübt,  gleich 
ist  dem  Produkte  aus  der  Kraft  P  und  ihrem  senkrechten  Abstände  von  der 
Drehungsaxe,  oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Abstände 
des  Angriffspunktes  der  Kraft  von  der  Drehungsaxe  und  der  zu  der  Ver- 
bindungslinie senkrechten  Componente  der  Kraft  P.  Wenden  wir  diesen  Sati 
jetzt  an,  um  die  Bewegung  eines  um  eine  horizontale  Drehungsaxe  beweglieh 
aufgehängten  Körpers  zu  betrachten. 

Befestigen  wir  zu  dem  Ende  eine  schwere  Kugel  B  (Fig.  31)  an  einem 
Faden  und  hängen  diesen  mit  seinem  andern  Ende  an  einen  festen  Punkt  0. 
Dieser  Apparat,  welcher  den  Namen  Pendel  trägt,  ist  im  Gleichgewicht,  wenn 
er  vertical  herabhängt.  Ist  er  jedoch  aus  seiner  Gleichgewichtslage  geUraelit, 
nach  C,  so  zieht  ihn  sein  Gewicht  herunter  und  eine  Componente  des  Ge- 
wichtes ist  es,  welche  ihm  eine  Drehung  um  den  Aufhängepunkt  als  Drehongs- 
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axe  in  der  Bichtang  CB  ertheilt.  Nen-  ^s*  se- 

ilen wir  den  Winkel  BOC  =  Ay   so  J 

ist  nach  §.  17  die  Kraft,  welche  den  / 

Körper  von  C  nach  B  zurücktreibt,  /   •**■ 

=  P .  sin  A-  Die  Ejraft,  welche  den  / 

Körper  dreht,  ändert  sich  also  in  je- 
dem Augenblicke  mit  dem  Werthe  > 
des  Winkel  Äy  sowohl  ihrer  Grosso 
als  ihrer  Richtung  nach.  Sie  wird  klei- 
ner, wenn  sich  unsere  Kugel  der 
Gleichgewichtslage  nähert  und  wird 
gleich  Null,  wenn  dieselbe  letztere 
erreicht 

DieGresetze  dieser  Bewegung  sind 
daher  nicht  die  im  ersten  Kapitel  betrachteten  der  gleichförmig  geänderten 
Bewegung;  die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  der  im  letzten  §.  des  ersten  Kapi- 
^Is  erwähnten  ungleichförmig  geänderten  Bewegungen;   die  nähere  Unter- 
suchung derselben  wird  uns  daher  auch  ein  Beispiel  sein,  wie  die  Untersuchung 
sicher  Bewegungen  zu  führen  ist. 

Im  Punkte  B  angekommen,  besitzt  unsere  Kugel  eine  gewisse  Geschwin- 
digkeit und  setzt  deshalb  ihren  Weg  auf  dem  Bogen  BC  weiter  fort.  Allein 
^^  Gewicht  der  Kugel  wirkt  immerfort,  und  jetzt  sucht  die  gleiche  Kraft 
-**  .  sin  ^,  welche  senkrecht  zu  OC,  also  tangential  zum  Kreisbogen  BC 
^irkt,  die  Bewegung  zu  hemmen  und  die  Geschwindigkeit,  welche  vorher  in 
Jedem  Augenblicke  die  Kraft  P  .  sin  ^  ertheilt  hat,  in  gleicher  Weise  zu  ver- 
'^chten.  Hat  daher  die  Kugel  den  Kreisbogen  BC  =  BC  durchlaufen,  so  ist 
^e  Geschwindigkeit  Null  geworden.  Dann  fällt  die  Kugel  wieder  zurück,  um 
Aber  an  der  andern  Seite  wieder  nach  C  aufzusteigen.  Von  dort  kehrt  sie  dann 
^^^er  nach  C  zurück  u.  s.  f. ,  kurz  sie  nimmt  eine  hin  -  und  hergehende  Be- 
^^gung  an  zwischen  C  und  C,  welche  immer  fortdauern  würde ,  wenn  nicht 
^^i^sere  Hindemisse,  Reibung  und  Widerstand  der  Luft,  sie  störten.  Diese 
"©wirken,  dass  die  Schwingungsweiten  allmählich  kleiner  werden  und  das 
Mendel  schliesslich  zur  Buhe  kommt. 


§.  25. 
Isochronismus  kleiner  Osoillationen;  Gesetz  der  Längen.  Es  ist 
*®*cht,  die  mittlere  Dauer  einer  Schwingung  zu  beobachten.  Man  bedient 
^^t'h  dazu  eines  Zählers,  der  Yiertelsekunden  angibt  und  dessen  Zeiger  man 
^Ikürlich  mittels  eines  Schiebers  arrctiren  und  loslassen  kann.  Man  hebt  das 
"^tidel  um  einen  Winkel  A,  und  im  Augenblick,  wann  man  es  fallen  lässt,  löst 
'^^  den  Zeiger  des  Chronometer  los.  Man  zählt  100  Schwingungen  und  am 
*«iide  der  letzten  arretirt  man  den  Zeiger.  Dies  gibt  die  Zeit  von  100  Schwin- 
^^Uigen,  deren  Schwingungsweiten  allmählich  von  A  auf  A'  abgenommen 
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haben.    Theilt  man  die  beobachtete  Zeit  durch  100 ,  so  erhält  man  die  Dauer 

einer  Schwingung  von  der  mittlem  Weite  — -^ Ohne  das  Pendel  festra- 

halten  beobachtet  man  dann  neue  100  Schwingungen,  deren  Schwingungs- 
weiten kleiner  sind  als  die  vorherigen,  sie  liegen  zwischen  A'  und  A'\  Ffihrt 
man  nun  so  fort  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  zu  messen,  bis  die  Ampli- 
tuden  verschwindend  klein  werden ,  so  findet  man ,  dass  allerdings  die  Dauer 
einer  Oscillation  mit  der  Grösse  der  Amplitude  abnimmt,  dass  kleineren 
Schwingungsweiten  auch  kleinere  Schwingungsdauem  entsprechen;  jedoch 
nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze,  nur  bis  die  Schwingungsweiten  ungefthr 
3^  betragen.  Von  dem  Augenblick  an  ändert  sich  die  Oscülationsdauer  mit 
dem  Ausschlagswinkel  nicht  mehr;  die  kleinen  Schwingungen  haben  eine 
gleiche  Dauer,  sie  sind  isochron. 

Vergleichen  wir  die  Schwingungsdauer  zweier  Pendel ,  an  denen  wir  ve^ 
schiedene  Kugeln  angebracht  haben,  z.  B.  ein  Pendel,  dessen  Kugel  von  Blei 
ist,  ein  anderes  mit  gläserner,  wieder  ein  anderes  mit  einer  Kugel  von  fiisea 
oder  Platin,  so  findet  man  ihre  Schwingungsdauem  absolut  gleich.  Die 
Oscillationsdauer  eines  Pendels  ist  somit  unabhängig  von  der  Natur  des 
schwingenden  Körpers. 

Die  Kraft,  welche  das  Pendel  in  Bewegung  setzt,  ist  die  Schwerkraft; 
wir  ziehen  daraus  den  wichtigen  Schluss ,  dass  die  Schwerkraft  auf  alle  Körper 
gleich  wirkt,  dass  somit  auch  alle  Körper  gleich  schnell  fallen  müssen. 

Wendet  man  mehrere  Pendel  verschiedener  Länge  an,  so  hören  die 
Schwingungsdauem  auf  gleich  zu  sein.  Man  hänge  vier  gleiche  Kugeln  neben 
einander  an  Fäden  auf,  deren  Längen  sind 

1,  4,  9,  16, 
die  sich  also  verhalten  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen.  Vier  Be- 
obachter heben  dann  jeder  eines  der  Pendel  aus  seiner  Gleichgewichtslage, 
lassen  sie  auf  ein  gegebenes  Zeichen  los  und  zählen  die  Schwingungen,  bkn 
einem  zweiten  Zeichen.  Hat  der  erste  60  Schwingungen  gezählt,  so  finte 
sich  als  die  vier  Schwingungszahlen 

60,  30,  20,  lö. 

Die  Schwingungszeiten  der  einzelnen  Pendel  verhalten  sich  also  wie 

1,  2,  3,  4, 

d.  h.  wie  die  natürlichen  Zahlen.    Man  zieht  daraus  allgemein  den  Schluss: 

Die  Oscillationsdauem  verschiedener  Pendel  verhalten  sich  direkt  wie  w 
Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen. 

§.  26. 
Angenäherte  Formel  für  die  Sohwingungsdauer  des  einfiMdH^ 
Pendel.     Diese  Gesetze  sind  die  einzigen,  welche  uns  die  Beobachtung  ^ 
die  Pendelbewegung  liefert.    Sie  genügen  aber  nicht,  uns  über  die  Daaer  der 
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Sdiwingiixigen  Aofschlass  zu  geben.  Wollen  wir  diese  berechnen,  so  lässt 
sich  eine  theoretische  Behandlung,  mittels  der  wir  Anwendung  von  den  me- 
chanischen Gesetzen  machen,  nicht  umgehen. 

Wir  nehmen  an,  das  Pendel  bestehe  aus  einem  gewichtslosen  Fäden  von 
derliftnge  OB  =  l^  an  dessen  Ende  sich  ein  schwerer  materieller  Punkt 
befinde  {Fig.  32).  Das  Pendel  f^Ut  von  dem  Punkte  C  und  im  Punkte  E  hat 
es  eine  Geschwindigkeit  erlangt,  welche  unter  der  Voraussetzung,  dass 
wir  CE  als  gerade  ansehen  dürfen,  nach 
§•  12  gleich  ist 

V  =  ^2  .  g  7l)F. 
Nehmen  wir  nun  an ,  dass  der  Aus- 
schlagswinkel so  klein  sei,   dass  wir  an- 
statt der  Bögen   CB  =  a  und  EB  =  x 
Are  Sehnen  einsetzen  können,   so  haben 
wir  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Geo- 
metrie i 

CB^       o«  ' 

21' 

?! 
2r 

a»  —  a*' 
~2l 


Fig.  32. 
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DF=BD  —  BF  = 

^Äd  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  für  r,  so  wird 

Entwickeln  wir  nun  den  Bogen  CBC  in  eine  gerade  Linie  (Fig.  33) 

^d    nehmen   wir    an, 

^*«8   auf   dieser  Linie 

^  Körper  sich  mit  der- 

*^ben  Geschwindigkeit 

^ '    und    herbewege, 

^«     das    Pendel    auf 

^^m    Bogen,    den    es 

^*8chreibt,  so  wird  die 

^t,  in  der  dieser  Kör- 
per sich  von  C  nach  C       ^ — 
bewegt,  genau  mit  der 
Oscillationsdauer  des  Pendels  zusammenfallen. 

Um  diese  Zeit  zu  erhalten,  construiren  wir  über  CBC'  mit  dem  Radius 
CB  SS  a  einen  Halbkreis  und  nehmen  an ,  dass  em  zweiter  Köq)cr  diesen 
Halbkreis  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 

9 


\ 


'■/'. 
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dorchlAnfe.     Die  Zeit,   in  der  dieser  KOrper  von  C  nach  C  gelangt, 
dann  sein 


/ 


■,/ g  r     9 

"Vi 


Zerlegt  man  non  aber  die  Geschwindigkeit  dieses  KOrpers  in  eine  horixontsi^ 
und  eine  verticale  Componente,  wenn  er  im  Punkte  M  senkrecht  fiber  ^ 
angekommen  ist,  so  erhAlt  man  unter  Beachtung,  dass  die  Bewegung  Lac 
Punkte  M  nach  der  Tangente  J/T  gerichtet  ist ,  und  dass 

LSMT=EA[B, 

für  die  horizontale  Componente  der  Greschwindigkeit 

V  =  / ''  f  («'  -  x^. 

Die  beiden  K9rper  haben  also  in  den  Punkten  M  und  E  dieselbe  hor^^ 
zontale  Geschwindigkeit.  Daraus  folgt,  dass  dieselben,  wenn  sie  zugleicl^B 
den  Punkt  0  verlassen,  auch  zugleich  nach  der  Zeit 

im  Punkte  C  ankommen  werden.  Diese  Zeit  ist  also  auch  die  Daner  einei^ 
OsciUation  unseres  Pendels  von  der  Lftnge  /. 

Unsere  Formel  fELr  die  Zeitdauer  einer  OsciUation  gut  unseren  Voimos- 
setzungen  gemäss  für  so  kleine  Ausschläge,  dass  wir  die  Bögen  mit  ihren 
Sehnen  vertauschen  können ;  dafür  stimmt  sie  aber  auch  mit  den  vorhin  ex- 
perimentell bewiesenen  Sätzen.  Nach  unserer  Formel  ist  die  Schwingnngs- 
dauer  unabhängig  von  der  Amplitude;  wir  sahen  vorhin,  dass  für  kleine 
Amplituden  die  Schwingungen  des  Pendels  isochron  seien.  Femer  sahen  wir, 
die  Schwingungszeiten  sind  unabhängig  vom  Gewicht  und  der  Substanz  der 
schwingenden  Kugel,  auch  dieses  zeigt  unsere  Formel,  denn  keine  der 
<irös:^en  tritt  in  derselWn  auf.  Femer  erkennen  wir  in  unserem  Ausdrucke 
da.s  dritte  der  erkannten  Gesetze,  da.^s  die  Sc*hwingungszeiten  direkt  propor- 
tional sind  den  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen. 

(Jflx'fdies  aber  sehen  wir  viertens,  dass  die  Schwingungszeit  umgekehrt 
proportional  i»t  der  I^*>('lilenni^iin^S  welche  die  an  dem  Punkte  B  angebrachte 
Kraft  dein  Punkt«'  unter  rt»nstanter  Wirkung'  erthcilen  würde.  In  unserem 
Falle  i>t-das  eiiitVub  die  IVschleuniguu^'  des  lreit»n  Falles,  da  der  Punkt  I? 
d»'r  Wirkung  der  Sehwere  unterlie>rt.  Wir  hätten  dahtT  hier  ein  vortreffliches 
Mittel,  um  die  l^^(■hleunigun>;  //  /u  bestimmen,  denn  unsere  Gleiobnng 
nach  tj  auf^^lont  gibt 

//  ^    -IT- 
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wenn  wir  im  Stande  wären,  die  Bedingungen,  anter  denen  wir  diese  Glei- 
chimg  erhalten  kaben,  zu  verwirklichen.  Das  geht  nun  aber  nicht,  denn  in 
der  Wirklichkeit  können  wir  weder  ein  solches  einfaches  Pendel  herstellen, 
welches  aus  einem  gewichtslosen  Faden  mit  einem  an  seinem  Ende  befestigten 
schweren  Punkte  besteht,  noch  sind  die  Schwingungen  so  klein  zu  erhalten, 
dass  wir  ohne  allen  Fehler  die  Bögen  mit  den  Sehnen  derselben  verwechseln 
können.  Nach  diesen  beiden  Richtungen  haben  wir  daher  unsere  Entwick- 
lungen zu  vervollständigen. 

§.  27. 

Das  physische  Pendel.     Wenden  wir  uns  zunächst  zu  dem  ersten 
Punkte,  nämlich,  dass  die  Pendel,  welche  wir  schwingen  lassen,  nicht  ein- 
fache mathematische  Pendel  sind,  sondern  aus  Fäden  oder  Stangen  bestehen, 
die  an  ihrem  untern  Ende  ein  Gewicht  haben.     Jeder  Punkt  eines  solchen 
Pendels  ist  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen,   er  erhält  also  eine  be- 
stimmte Geschwindigkeit,   die  nach  §.  24  für  die  der  Drehungsaxe  näher 
Hörenden  Punkte  eine  grössere  ist  als  ftlr  die  entfernter  liegenden  Punkte.  Da 
i^un  aber  das  ganze  Pendel,  wie  eine  einfache  Beobachtung  uns  zeigt,   oine 
gemeinsame  Winkelgeschwindigkeit  besitzt,  so  ist  klar,  dass  die  Schwingungs- 
^uer  nicht  einfach  die  eines  mathematischen  Pendels  von  derselben  Länge 
sein  kann. 

Die  Kräfte  aber,    welche  auf  die  verschiedenen  Punkte  des  Pendels 

^rken,  sind  Paa:«dlelkräfke,  da  es  die  Schwere  ist,  welche  das  Pendel  in  Be- 

wegimg  versetzt.   Nach  dem  Frühem  wissen  wir  nun,  dass  Parallelkräfte  stets 

^ine  an  einem  bestimmten  Punkte  angreifende  Resultirende  haben,  welche 

»J^Ter  Summe  gleich  ist,  und  dass  bei  einem  der  Wirkung  der  Schwere  imter- 

'^orfenen  Körper  der  Schwerpuilkt  des  Körpers  der  Angriffspunkt  der  Resul- 

^ii^Biiden  ist.    Wir  können  uns  demnach  auch  an  dem  Pendel  die  Summe  der 

C^^chte  im  Schwerpunkte  vereinigt  denken.    Ist  daher  das  G^sammtgewicht 

^^  Pendels  P  und  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  z^ 

^  ist  das  Moment  dieser  Kraft  bei  einem  Ausschlagswinkel  ^  gleich  P.^e^.sin^. 

^^T  sehen ,  die  bewegende  Kraft  ist  dieselbe ,  wie  bei  einem  einfachen  Pendel 

▼on  der  Länge  z.    Wäre  demnach  der  einzige  Unterschied  zwischen  dem  phy- 

siB^hen  und  mathematischen  Pendel  der,   dass  beim  mathematischen  Pendel 

^^  Angriffspunkt  der  bewegenden  Kraft  im  Abstände  l  sich  befindet,  beim 

l'bysischen  aber  die  Kraft  an  allen  Punkten  wirkt,  so  wäre  die  Bewegung  des 

Physischen  Pendels  auf  die  eines  mathematischen  zurückgeführt,  denn   das 

Physische  Pendel  würde  gerade  so  schwingen,  wie  ein  mathematisches,  dessen 

Uiige  gleich  dem  Abstände  des  Schwer|3unktes  des  physischen  Pendoln  von 

<]er  Drehungsaxe  wäre. 

Es  ist  aber  noch  ein  anderer  Unterschied  vorhanden.  Die  Bewegung, 
Welche  ein  Körper  erhält  unter  Wirkung  einer  Kraft,  hängt  nicht  allein  von 
der  Kraft  ab,  sondern  auch  von  der  Masse  des  Körpers  und  zwar  ist,  wie  wir 
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sahen,  die  Beschlennigimg  der  Masse  des  Körpers  umgekehrt  proportional* 
Bei  dem  einfachen  Pendel ,  dessen  Faden  als  gewichtslos  angenommen  wurde, 
war  die  einzige  zu  bewegende  Masse  der  am  Ende  des  Fadens  angebrachte 
schwere  Punkt  Da  nun  aber  die  Masse  eines  Körpers  proportional  seinem 
Gewichte  ist,  so  ist  in  diesem  Falle,  wo  der  schwere  Punkt  unter  Wirkung 
der  Schwere  sich  bewegte,  die  Beschleunigung  und  somit  die  ganze  Bewegung 
unabhängig  davon,  weil  in  demselben  Maasse,  ab  die  Masse  wächst,  auch 
die  bewegende  Kraft  wächst;  der  Quotient  aus  beiden  demnach  constant  und 
zwar  gleich  der  Beschleunigung  g  ist. 

In  unserem  jetzigen  Falle  findet  das  jedoch  nicht  statt.  Zwar  ist  das 
Verhältniss  der  Masse  des  Pendels  zum  Gewichte  desselben  auch  gleich  der 
Grösse  //,  aber  dennoch  ist  diese  hier  nicht  die  durch  das  Gewicht  P  hervor- 
gebrachte Beschleunigung,  da  die  Masse  des  Pendels  nicht  in  dem  Angriffs- 
punkte der  Kraft,  im  Schwerpunkte  concentrirt,  sondern  am  ganzen  Pendel 
vectheilt  ist.  Wir  sind  aber  nicht  berechtigt,  so  wie  wir  uns  die  Sunmie  aller 
Kräfte  am  Schwerpunkt  angreifen  denken  können,  so  auch  einfach  die  Masse 
des  Körpers  in  dem  Schwerpunkte  desselben  vereinigt  zu  denken ;  denn  der 
Widerstand,  welchen  eine  gegebene  Masse  einer  drehenden  Bewegung  ent- 
gegensetzt, wird  nicht  nur  von  ihrer  Grösse,  sondern  auch  von  ihrem  Ab- 
stände von  der  Drehungsaxe  abhängen. 

Hätten  wir  aber  nun  ein  Mittel,  die  Masse  aufzufinden,  welche  im  Schwer- 
punkt angebracht  die  Masse  des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Bewegung  desselben 
gerade  so  repräsentirt  als  das  im  Schwerpunkt  vereinigt  gedachte  Gewicht  die 
sämmtlichen  bewegenden  Kräfte  ersetzt,  so  würden  wir  daraus  die  Beschleu- 
nigung g\  welche  diese  Masse  durch  die  Kraft  P  erhält,  berechnen  können 
und  hieraus  dann  die  Schwingungsdauer  unseres  Pendels.  Denn  dann  hätten 
wir  unser  Pendel  auf  ein  mathematisches  Pendel  zurUckgefUhrt  von  der  Länge  r, 
dessen  am  Ende  angreifende  Kraft  der  dort  vereinigten  Masse  die  Beschleuni- 
gung //'  ertheilt;  die  Schwingungszeit  würde  demnach  sein 


t 


=  ^./^ 


§.  28. 
Von  den  Trägheitsmomenten.     Die  Mechanik  lehrt  uns  nun  kennen, 
welche  Masisen  in  verschiedenen  Abständen  von  der  Drehungsaxe  sich  ersotxen 

können,  d.  h.  sie  lehrt  uns,  welche  Masse 
Kig.  :u. 

im  Abstände  a  von  der  Drehungsaxe  die- 
-  -     -        -?    selbe  Winkelgeschwindigkeit  unter  Wirkung 

einer  gegebenen  Kraft  erhält  als  eine  ge- 

/      ^^ebene  Masse  im  Abstände  r. 

/  Sei  zu  dem  Ende  OB  (Fig.  34)  eine 

J        gewiehtslose  Stange  von  der  Länge  r  und  an 

ihrem  Ende  B  sei  eine  Masse  m  angebracht^ 
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welche  durch  eine  stets  in  der  Richtung  der  Bewegung  wirkende  Kraft  P 
bew^  wird.  In  der  Zeit  t  lege  nun  die  Masse  m  den  Bogen  BT  zurück ;  es 
fragt  sich  nun,  wenn  wir  die  Masse  m  aus  B  entfernen,  welche  Masse  m' 
mflssen  wir,  anstatt  der  Masse  m  im  Punkte  B,  im  Punkte  (7 anbringen,  da- 
mit die  Bewegung  des  Punktes  B  dieselbe  bleibe  wie  vorhin. 

Soll  der  Punkt  B  dann  den  Bogen  BT  beschreiben,  so  muss  die  Masse  m 
den  im  Winkelmaass  gleichen  Bogen  CS  zurücklegen.  Die  absolute  Länge 
dieses  Bogens  verhält  sich  aber  zu  der  des  Bogens  BT 

CS:  BT=a:  r, 

CS  =  ^  .  BT, 
r  ' 

wenn  wir  mit  a  den  Abstand  des  Punktes  C  von  der  Drehungsaxe  bezeichnen. 
Ist  z.B.  r  =  4a,  so  ist  die  absolute  Länge  des  Bogens  CS  nur  ein  Viertel 
von  der  des  Bogens  BT.  Der  Weg,  den  die  Masse  tn  zurücklegt,  dürfte  also 
in  dem  Falle  nur  74  '^^^  ^^^  s^^i^»  welchen  die  Masse  m  im  Punkte  B 
xorficklegte. 

Die  Masse  m  legte  den  Weg  BT  unter  Wirkung  der  im  Punkt  B  in  der 
Bichtnng  ihrer  Bahn  wirkenden  constanten  Kraft  P  zurück.  Um  diesem 
Dracke  durch  eine  am  Punkte  C  in  entgegengesetzter  Richtung  angebrachte 
Kraft  das  Oleichgewicht  zu  halten,  bedürfen  wir  einer  Kraft  P\  welche  sich 
n  P  verhalt 

P':P  =  r:a, 

P'  =  -.P. 
a 

Also  bei  den  eben  eingesetzten  Zahlen  P'  =  4:P.  Es  übt  also  ein  bei  B 
angebrachter  Druck  bei  C  einen  4mal  grossem  Druck  aus  als  bei  B, 

unter  diesem  —  mal  grossem  Dmck  soll  nun  aber  die  Masse  m'  einen 

a 

-mal  kleinem  Weg  zurücklegen  als  die  Masse  m  unter  dem  Drucke  P.    Das 

tritt  nun  ein,  wenn  wir  in  C  der  Masse  m'  eine  solche  Grösse  geben,  dass 

Denn  es  besteht  nach  §.11  für  den  in  einer  gegebenen  Zeit  t  unter  der 
Wii^nng  einer  gegebenen  Kraft  P  von  einer  Masse  m  zurückgelegten  Weg  s 
die  Beziehung 

m        ' 
also  anch  für  den  Weg       s,  den  die  gesuchte  Masse  m'  unter  Wirkung  der 


r 


KrBfi-I-^7.urttcklegt, 


'  .P 
r  m 
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woraus  unmittelbar  folgt 


«« 


Hierfür  können  wir  aucli  setzen 


Oller 


a^  wi'  s=  r^  w 


Wi  :  tu  =  r-  :  ^r, 


oder  in  Worten:  Massen,  welche  in  verschiedenen  Abständen  von  der 
Drehungsaxe  unter  Wirkung  einer  an  einem  und  demselben  Punkte  angreifen- 
den Kraft  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  annehmen  sollen,  müssen  sich  um- 
gekehrt verhalten,  wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe.  Im 
Abstände  1,    2,   3,   4   von   der  Drehungsaxe  ersetzen   sich  also  Massen  «m, 

Vi  w^  Vd»»»   Vi6  w- 

Man  kann  den  Satz   auch   so   aussprechen:    Die  Produkte   der  Massen 

ni ,  m\  m"  und  der  Quadrate  ihrer  Abstände  r^,  r  -,  r" '  müssen  gleich  sein, 

wenn  diese  Massen  in  ihren  entsprechenden  Abständen  unter  Wirkung  einer 

und  derselben  Kraft  dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  erhalten  sollen. 

Das  Produkt  der  Masse  m  eines  Punktes  und  des  Quadrates  seines  Ab- 
Standes  von  der  Drehungsaxe  r^  =  inr'^  nennt  man  das  Trägheitsmoment  des 
Punktes  m. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Masse  gibt  uns  also  an,  welche  Masse  im 
Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  angebracht  die  im  Abstände  r  befindliche 
Masse  ersetzen  kann ,  so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  ungeändert  bleibt« 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  aller  Punkte  nennt  man  das  Träg- 
heitsmoment eines  Körpers.  Dass  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  keine 
ein  für  allemal  bestimmte  Grösse  hat,  ist  nach  der  Definition  desselben  ohne 
weiteres  klar.  Das  Trägheitsmoment  hängt  wesentlich  ab  von  der  Lage  der 
Drehungsaxe,  um  welche  sich  der  Körper  dreht. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Dre- 
hungsaxe kann  zuweilen  durch  Rechnung  gefunden  werden,  nämlich  dann, 
wenn  es  sich  um  einen  gleichmässig  dichten  Körper  von  geometrisch  bestimm- 
barer Gestalt  handelt;  in  manchen  Fällen  lässt  es  sich  auch  experimentell 
bestimmen;  wir  werden  später  ein  solches  Verfahren  kennen  lernen. 

§.  29. 

Anwendung  auf  das  Pendel.  Wenden  wir  jetzt  die  Ergebnisse  de8 
vorigen  §.  auf  unser  physisches  Pendel  an.  Wir  nalimen  ein,  der  Schwer- 
punkt desselben  befinde  sich  im  Abstände  z  von  dem  Aufhängepunkt,  und  es 
handelte  sich  darum  die  Masse  M  kennen  zu  lernen,  welche  im  Abstände  £ 
von  der  Drehungsaxe,  also  im  Angriffspunkte*  der  Kraft  P  die  gesammie  am 
Pendel  verthrilte  Masse  ersetzen  kr)nne. 

Tni  dieselbe  zu  erhalten,  denken  wir  uns  das  Pendel  in  sehr  viele  so 
kb*in«'  Tlieilchen  w* ,  im',  m"  ....  zj'Hrgt ,  dass  wir  sie  als  materielle  Punkt«* 
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betrachten  dürfen,    deren  Abstände   von  der'  Drehungsaxe    respective  sind 

9     m        W      y        W  •••• 

Das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  ist 
dann  gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  der  einzelnen  Punkte 

(m  r^  -j-  in  r  ^  -j-  tn'  r"^-\- )  ■=  Z  m  i^ , 

wo  das  Summenzeichen  Z  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  von  Gliedern 
bedeutet. 

Diese  Summe  bedeutet  dem  vorigen  §.  gemäss  die  Masse,  welche  im 
Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  alle  die  zerstreut  liegenden  Massentheilchen 
ersetzt. 

Im  Abstände  z  ist  nun  eine  Masse  M  dieser  gleichwerthig ,  deren  Träg- 
heitsmoment gleich  Zmi^  ist.  Das  Trägheitsmoment  einer  Masse  M  im 
Abstände  z  von  der  Drehungsaxe  ist  aber  M .  z^.  Zur  Bestimmung  von  M 
haben  wir  daher 

M  z*^  =^  21 7nr'^, 

Auf  diese  Masse  wirkt  nach  unserer  Annahme  die  ebenfalls  im  Abstände 
r  von  der  Drehungsaxe  angreifende  Kraft  P.  Unter  constanter  Wirkung  dieser 
Kraft  würde  diese  Masse  die  Beschleunigung 

._  P  _  P.z^ 

erhalten.  Da  nun  die  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels  von  der 
Lfinge  z  unter  Wirkung  einer  Kraft,  welche  dem  an  seinem  Ende  befindlichen 
MasBcnpnnkte  die  Beschleunigung  g'  ertheilt , 


t 


=  7t  1/   — 

r   0 


ist,  so  folgt,  dass  die  Schwingungsdauer  unseres  physischen  Pendels  wied(»r- 
gegeben  wird  durch  den  Ausdruck 


•,/z.Zmr'^  j/Zmr* 


Diese  Form  für  die  Schwingungsdauer  eines  physischen  Pendels  zeigt, 
dass  dieselbe  gleich  ist  dem  Produkte  aus  der  Zahl  n  und  der  Quadratwurzel 
aas  dem  Trägheitsmomente  des  Pendels  in  Bezug  auf  die  Aufhängeaxe  dividirt 
durch  das  statische  Moment  des  Pendels,  d.  h.  durch  das  Produkt  aus  dem 
Gewichte  des  Pendels  und  dem  Abstände  seines  Schwerpunkts  vom  Aufhänge- 
pankt 

Letzteres  Produkt  ist  gleichzeitig  das  Drehungsmoment,  welches  die 
Schwere  dem  Pendel  ertheilt,  wenn  dasselbe  horizontal,  also  senkrecht  zur 
Richtung  der  Schwere  gehalten  wird;  denn  in  dein  Falle  ist  z  der  Hebelarm, 
an  welchem  die  Schwere  wirkt.  Dieses  Drehungsmoment  ist  gleichzeitig  der 
Factor,  mit  dem  wir  den  Sinus  des  Ausschlagswinkel  oder  bei  kleinen  Aus- 
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Schlagswinkeln  letztere  selbst  multipliciren  müssen ,  um  die  der  jedesmaligen 
Lage  des  Pendels  entsprechende  bewegende  Kraft  zu  erhalten. 

Für  P  können  wir  noch,  wenn  wir  mit  2^ in  die  Summe  der  einzelnen 
Massentheilchcn,  also  die  Masse  des  Körpers  bezeichnen,  einsetzen 

P  =  (f  ,  Ztn , 

und   wir    erhalten    dann    die    gewöhnliche   Form    für   den   Ausdruck    der 
Schwingungsdauer  eines  physischen  Pendels 

f    g  .z  ,  Zm' 

In  dieser  Form  lässt  sich  nun  auch  leicht  erkennen ,  dass  jedes  physische 
Pendel  mit  einem  mathematischen  von  bestimmter  Länge  isochron  schwingt 
Setzen  wir  nämlich 


z',  Zm 
so  wird 

so  dass  also  das  so  bestimmte  l  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  angibt, 
welches  einem  gegebenen  physischen  isochron  schwingt. 

Den  um  den  Abstand  l  von  der  Drehungsaxe  befindlichen  Punkt  nennt 
man  den  Schwingungspunkt  des  Pendels,  und  die  Länge  Z,  welche  also  die 
Länge  eines  mathematischen  mit  dem  physischen  isochron  schwingenden  Pen- 
dels angibt,  nennt  man  auch  die  Länge  des  physischen  Pendels. 

§.  30. 
Experimenteller  Beweis  des  vierten  Gtosetses.  Nach  diesen  Ent- 
wicklungen über  die  Schwingimgsdauer  eines  physischen  Pendels  ist  es  uns 
nun  auch  leicht,  das  letzte  Gesetz  über  die  Pendelbewegung  experimentell  in 
prüfen,  nämlich  das,  dass  die  Schwingungsdauer  umgekehrt  proportional  sein 
soll  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  g\  welche  die  im  Angrift- 
punkt  der  Kraft  concentrirte  und  die  des  ganzen  Pendels  ersetzende  Hssm 
Fig.  sft.  erhält.    Wir  stellen  zu  dem  Ende  ein  zusammengesetitM 

Pendel  her,  für  welches  wir  die  Grösse  g'  yarüren  kOnnoi 
und  vergleichen  die  Schwingungszeiten.  An  den  beiden 
Enden  eines  dünnen  leichten  Stabes  von  Tannenhds  be- 
festigen wir  zwei  schwere  Bleikugeln  A  und  B^  deren  Ge- 
wix^ht  ist  resp.  P  und  P  -|-  jp.  Mittels  einer  in  der  Ifitie 
des  Stabes  0  befestigten  Siahlschneide  setzen  wir  dann  den 
Stab  auf  eine  feste  Unterlage;  wir  haben  dann  ein  so- 
8 ammengesetztes  Pendel,  dessen  Bewegung  wir  leicht  be- 
rechnen können.  Die  bewegende  Kraft  dieses  Pendds  ist 
nicht  das  Gesammtgewicht,  sondern  nur  dasüebergewiehtji, 
da  die  beiden  Gewichte  P  im  Abstände  -f-  2  ■>■  OB  ■«  OA 
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ffl'ch  vollständig  äquilibriren.    Der  Angriffspunkt  der  Kiaft  ist  der  Punkt  JB, 

da  dort  der  Schwerpunkt  des  untom  Gewichtes  sein  soll.     Nehmen  wir  an, 

dass  wir  die  Masse  des  Stabes  vernachlässigen  dürfen ,  und  dass  wir  die  Masse 

der  Kugeln  in  den  Punkten  A  und  B  vereinigt  denken  können,   so  ist  das 

TrSghoitsmoment  dieses  zusammengesetzten  Pendels 

9 

In  deip  Abstände  Z,  in  dem  das  Gewicht  p  angreift,   wird  diese  Masse 

ersetzt  durch 

£m.r* 2P+J? 

>       ~        9  " 

Die  Beschleunigung,  welche  die  Kraft i>  dieser  Masse  ertheilen  würde,  ist 

f p^  p 

[  ^   ~  M  ~^  '  2P  +  P' 

die  Schwingungsdauer  des  Pendels  ist  daher 

r     9  y         9'P 

Machen  wir  nun  P  gleich  einem  Kilogramm  und  p  nach  der  Reihe  gleich 

73  Kilogr.,  Vs  Kilogr.,  7,5  KUogr., 

80  müssen  wir  als  Oscillationsdauer  erhalten 

2«/I.   3«/I,   4«/I, 

die  einzelnen  Schwingungsdauem  müssen  also  unter  einander  und  zur  Dauer 
derjenigen  eines  einfachen  Pendels  von  der  Länge  l  im  Yerhältniss  2:3:4  stehen. 

Die  Versuche  gelingen  ohne  alle  Schwierigkeit;  man  findet  leicht  die  von 
der  Theorie  geforderten  Werthe. 

Wir  können  diese  Vorrichtung  nun  auch  leicht  benützen,  um  unseren 
^  §.  28  entwickelten  Satz  experimentell  nachzuweisen.  Zu  dem  Ende  nehmen 
wir  den  Stab  vielleicht  viermal  so  lang,  und  theilen  ihn  von  der  Mitte  aus 
nach  beiden  Seiten  in  vier  gleiche  Theile.  Als  Gewichte  nehmen  wir  zwei 
Bleilinsen  vom  Gewichte  P,  die  auf  dem  Stabe  vorschoben  werden  können 
uid  eine  Linse  vom  Gewichte  p,  die  wir  am  untern  Ende  des  Stabes  befestigen. 
Vir  bringen  dann  die  Linsen  P  über  und  unter  dem  Aufhängepunkt  nach  und 
nach  in  die  Abstände  3^  21,  l 

Wir  erhalten  dann  nach  unserem  Satze  als  Massen,  welche  am  untern 
Kade  des  Pendels  im  Abstände  4  .  l  von  der  Drehungsaxe  die  Oesammtmasse 
OBotzen 

A?^4_£      ^?^j_£.     i_??j_JP 

und  als  Beschleunigungen ,  welche  diese  Massen  von  der  Kraft  p  erhalten 
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Und  nehmen  wir  wieder  P=  1  Kilogr.,  7>  =  V10  Kilogr. ,  so  werden 
die  Schwingungszeiten  der  so  hergestellten  Pendel 

t  =  i,35nj/*^-,   3«//|,    1,732« /|. 

Bringen  wir  in  einem  iindem  Falle  einmal  in  die  Entfernung  l  zwei 
Linsen  vom  Gewicht  1  Kilogi*.,  in  die  Entfernung  21  zwei  Linsen  von 
y^  Kilogr.  und  in  die  Entfernung  3  /  zwei  Linsen  jede  vom  Gewichte  7«j  ^^ 
gramm ,  so  müssen  wir  in  allen  drei  Fällen  die  gleiche  Schwingimgsdauer 


t  =   1,73  7t  j/'l 


beobachten. 


Auch  diese  Versuche  sind  unschwer  anzustellen ,  man  wird  stets  den  im 
§.  28  abgeleiteten  Satz  bestätigt  finden. 

§.  31. 

Corroction  wegen  der  Amplitude.  Nachdem  wir  kennen  gelernt 
haben,  wie  die  Länge  eines  mathematischen  Pendels  erhalten  wird,  welches 
mit  einem  gegebenen  physischen  Pendel  isochron  schwingt,  haben  wir  auch 
die  zweite  Annahme,  die  wir  bei  der  Herleitung  unserer  Formel  für  die 
Schwingungsdauer  machten ,  die  sich  in  der  Wirklichkeit  nicht  erfllllen  iSsst, 
zu  corrigiren,  nämlich  die,  dass  das  Pendel  so  kleine  Schwingungen  macht, 
dass  wir  anstatt  der  Schwingungsbögen  selbst  die  Sehnen  dieser  Bögen  zu 
unseren  Rechnungen  benutzen  konnten.  Hier  müssen  wir  uns  jedoch  begnü- 
gen, von  den  Resultaten  der  analytischen  Mechanik  Notiz  zu  nehmen,  da  es 
nicht  möglich  ist,  das  Problem  der  Schwingungsdauem  für  grössere  Ampli- 
tuden anders  als  durch  Hilfe  der  Differential  •  und  Integralrechnung  allgemein 
aufzulösen. 

Die  analytische  Mechanik  liefert  uns  für  die  Schwingungszeit  eines  ein- 
fachen Pendels  ganz  allgemein  die  Formel 

'-/l  I'  +©' « + m-  Ö)'+ •('^;;:?,-;")*a)"+-l' 

worin  h  die  senkrechte  Höhe  BD  (Fig.  32)  des  Punktes  C  über  dem  Punkt  t 
bedeutet.  Man  sieht,  dass  die  Schwingungsdauer  im  allgemeinen  abhSngig 
ist  von  der  Oscillations weite ,  wie  wir  es  auch  §.  25  sahen.  Ist  h  jedoch  kleift 
so  convergirt  die  Reihe  sehr  rasch,  und  ist  es  sehr  klein,  so  kann  schon  das 
erste  Glied  der  Reihe,  welches  /*  enthält,  ohne  Einfluss  sein.  Das  ist  der 
bisher  von  uns  angenommene  Fall.  In  den  meisten  Fällen  genügt  es  nun, 
wenn  man  bis  zum  zweiten  Gliede  der  Reihe  fortschreitet;  nämlich  dann,  wenD 
die  Amplitude  10^  nicht  überschreitet.  Der  Ausdruck  für  die  Schwingungs* 
dauer  wird  dann 


'=•■;'!  0+1) 
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Nun  ist ,  wenn  wir  wie  in  §.  26  den  Ausschlagswinkel  des  Pendels  luii  A 
bezeichnen , 

,   = ; =1  —  COS  A  =  2  sin*  72  A 


und  somit 


t  =  ^.}/\  (1  +  V,  sin^  %  ^). 


§.  32. 

Bestimmung  von  g.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  des  Pendels 
lA  die  Bestimmung  der  Grösse  //,  der  Beschleunigung,  welche  ein  frei  fallen- 
der Körper  durch  die  Schwere  erhält.  Man  beobachtet  dazu  die  Schwingungs- 
dauer eines  Pendels,  berechnet  die  Länge  eines  mathematischen  Pendels, 
welches  diesem  isochron  schwingt,  und  berechnet  daraus  g.  Wir  wollen  hier 
zunächst  die  Methode  boschreiben ,  mittels  welcher  der  französische  Physiker 
Borda  im  Jahre  1790  zu  Paris  diese  Grösse  bestimmte. 

Borda  wandte  ein  Pendel  an,  welches  einem  mathematischen  Pendel  mög- 
lichst nahe  kam.  An  einem  sehr  feinen  Draht  von  ungefähr  1  Meter  Länge 
wurde  eine  Kugel  vom  Radius  a  befestigt.  Um  sie  recht  schwer  zu  machen, 
so  dass  das  Gewicht  des  Fadens  ganz  zu  vernachlässigen  war,  wurde  die  Kugel 
von  Platin  genommen.  Berechnet  man  nun  das  Trägheitsmoment  dieser  Kugel 
In  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  des  Pendels  und  bestimmt  aus 

z  .  Zm  ' 

worin  z  den  Abstand  des  Schwerpunkts  der  Kugel,  welcher  im  Mittelpunkt 
liegt,  von  dem  Aufhängepunkt  bedeutet,  die  Länge  des  mathematischen 
Pendels,  welches  mit  diesem  isochron  schwingt,  so  erhält  man 

Es  genügt  daher,  um  den  Borda'schen  Apparat  auf  das  einfache  Pendel 
zu  reduciren,  zur  Länge  z  in  unserer  Formel  für  das  mathematische  Pendel 

den  Bruch         hinzuzufügen,  dessen  Werth  nicht  0™'",27  überschreitet,  wenn 

der  Radius  der  Kugel  a  =  25"^"  und  z  =  1™.  Die  Oscillationsdauer  unseres 
Pendels  ist  daher 


^=«.v 


"-j^  (1  +  V,  sin-'  '/•..  Ä). 


Der  ganze  Apparat  Borda's  besteht  nun  1)  aus  einer  gut  regulirtcn 
astronomischen  Ubr  C  (Fig.  36) ,  2)  aus  einem  eisernen  Träger  EGF,  3)  dem 
Pendel  GB,  welches  vorn  vor  der  Uhr  herabhängt,  4)  einem  Glasgehäuse, 
welches  den  ganzen  Apparat  einhüllt  und  störende  Luftströmungen  abhält. 


Methode  von  Borda. 


Ee  ist  nirn  vor  aUem  wi 
duM  Uer  Träger  ÜGF  db 
derlich  fest  sei  und  wi»der 
änssore  StOese  noch  durc! 
Schwingungen  des  Pondd 
geringste  Bewegung  erhalte, 
befcsligt  zu  dem  Ende  de 
gun  EGF  von  Schmicdeeü 
einer  festen  steinernen ,  von 
ten  Strasaeu  entfernten  ,Mmii 
stutzt  ihn  durch  unter  ihi 
gebrachte  eiserne  Streben, 
der  Hitte  des  Bogens  hei 
eine  gut  polirte  Platte  von 
tetem  Stahl  angebracht,  auf  ^ 
die  Aufhäageoxe  gestellt 
dieselbe  ist  durchbohrt,  ui 
Faden  dt-s  IV-ndtls  durchzu: 

Das  Pendel  ist  befest 
einem  stfihlemen  Prisma,  d 
einer  scharfen  Kante  au 
Stshlplatte  aufsteht.  Da  das] 
mit  OBcilliren  muss  und  ein 
zu  VL'nii-iL')ilü.-^>i;;r'niios  Gewic 
BO  könnte  es  leicht  die  Schw 
gen  des  Pendels  stören ;  dun 
einfache  Ton-icktujig  ist 
bewirkt,  dass  es  auf  die  C 
tionen  des  Pendels  gar  keine 
fluBS  hat  In  derMitte  derSc 
ist  ein  das  Prisma  durchset 
Stift  angebracht ,  der  den  Si 
punkt  desselben  bis  unt« 
Schneide  herabzieht.  Der  &■ 
mit  einer  Schraube  versehe 
ein  kleines  Laufgewicht  kan 
dem  Prisma  auf-  und  abgesc 
werden,  um  den  Schwc! 
etwas  zu  heben  oder  zu  s 
Zunächst  wird  nun  das  1 
ohne  das  Pendel  auf  die 
platte  gesetzt  und  die  L^ 
Schwerpunktes  so  regulirt, 
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das  Prisma  für  sich  merklich  die  gleiche  Zeit  zu  einer  Schwingung  braucht, 
wie  das  ganze  Pendel.  Dann  wird  durch  dasselbe  die  Schwingungsdauer  des 
Pendels  durchaus  nicht  geändert.  Die  Kugel  war  meist  von  Platin;  aber  um 
nachzuweisen,  dass  g  wirklich  ftlr  alle  Substanzen  genau  den  gleichen  Werth 
hatte,  wurde  sie  zuweilen  gewechselt.  Um  dieses  thun  zu  können,  ohne  dass 
dadurch  die  Länge  des  Pendels  im  geringsten  geändert  wurde ,  war  unten  am 
Faden  ein  kleines  Ansatzstück  J9,  welches  nach  unten  hin  concav  war,  so 
dass  die  Kugeln  genau  hineinpassten ;  dieselben  wurden  darin  mit  ein  wenig 
Wachs  befestigt. 

Zunftcfast  muss  nun ,  ehe  die  Versuche  beginnen  können ,  der  Badius  der 
Kugel  und  dann  die  Länge  z  des  Pendels  gemessen  werden.  Den  erstem  kann 
man  erhalten  durch  Hilfe  eines  kleinen  Sphärometers ,  es  ist  jedoch  genauer, 
ihn  durch  ein  später,  bei  der  Lehre  von  der  Dichtigkeit  der  Körper,  zu  be- 
schreibendes Verfahren  zu  bestimmen.  Die  Länge  des  Pendels  von  dem  Mittel- 
punkt der  Kugel  bis  zum  Aufhängepunkt  des  Fadens  zu  erhalten,  war  zu 
Borda's  Zeiten  ziemlich  schwierig;  jetzt  genügt  es,  mittels  des  Kathetometer 
einmal  die  Schneide  zu  visiren  und  dann  den  untern  Rand  der  Kugel.  Die 
Differenz  beider  Stellungen  des  Femrohrs  am  Kathetometer  gibt  dann  die 
Lftnge  jp  -f-  a  und,  da  der  Badius  der  Kugel  a  vorher  gemessen  ist,  die 
Länge  z.  Da  nun  aber  die  Länge  z  mit  der  Temperatur  veränderlich  ist ,  so 
ist  es  nothwendig,  bei  dieser  Messung  sowohl,  als  bei  jedem  Versuche  die 
Temperatur  des  Apparates  zu  beobachten,  und  wenn  sich  dieselbe  geändert 
bat,  eine  Correctur  an  der  beobachteten  Länge  anzubringen,  welche  wir  später 
bei  der  Lehre  von  der  Ausdehnung  durch  die  Wärme  besprechen  werden. 

Nachdem  so  die  einzelnen  Theile  des  Apparates  genau  bekannt  sind,  ver- 
setzt man  das  Pendel  durch  einen  kleinen  Stoss  in  Bewegung,  schliesst  die 
Thüre  des  Glasgehäuses  und  beobachtet  die  Schwingungen  mit  Hilfe  eines  dem 
Apparate  in  der  Bichtung  DD'  in  der  Entfernung  von  8  — 10  Meter  gegen- 
über gestellten  Femrohres. 

Man  sieht  nun,  wenn  man  durch  das  Femrohr  auf  den  Apparat  blickt, 
das  Pendel  der  Uhr,  auf  welchem  man  vorher  einen  feinen  Strich  D  gezogen 
hat  und  das  davor  aufgehängte  Pendel  gesondert  durch  das  Gesichtsfeld  gehen. 
Da  nun  der  eine  der  beiden  Apparate,  sei  es  das  Pendel  GB^  immer  etwas 
rascher  geht,  werden  in  einem  Augenblicke  die  beiden  Pendel  zugleich  vor 
das  Gesichtsfeld  treten  und  sich  decken ;  um  den  Zeitpunkt  genau  zu  erhalten, 
beobaditet  man  schon  etwas  früher.  Man  sieht  dann ,  wie  beim  Vorübergehen 
die  beiden  Linien  BG  und  D  sich  allmählich  nähern,  zusammenfallen,  und 
sich  dann  wieder  von  einander  entfernen.  Der  Zeitpunkt,  wann  sie  zusammen- 
fallen, ist  der  einer  Coincidenz.  Man  liest  ihn  auf  der  Uhr  ab  und  merkt  sich 
die  Zeit  als  den  Ausgangspunkt  der  Beobachtung.  Nach  und  nach  eilt  dann 
das  Pendel  vor,  und  nach  einiger  Zeit  tritt  es  dann  ¥rieder  genau  mit  der 
Linie  D  zusammen  vor  das  Gesichtsfeld,  aber  mit  entgegengesetzt  gerichteter 
Bewegung.   Dann  hat  das  Pendel  GB  eine  Oscillation  mehr  gemacht  als  das 
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Uhrpcndel  vun  dem  iila  Aubgangöpunki  genüminenen  Zeitpunkt  an.  Weiterhin 
entfernen  sich  dann  wieder  die  Pendel  von  einander,  nähern  sich  wieder,  und 
bald  treten  sie  wieder  zugleich  und  in  der  gleichen  Richtung  schwingend  toi 
das  Gesichtsfeld  des  Fernrohrs.  Diese  Zeit  liest  man  wieder  auf  der  Uhr  ab, 
und  man  weiss,  dass  dann  das  Pendel  GB  zwei  Schwingungen  mehr  gemacht 
hat  als  das  Pendel  der  Uhr.  Da  letzteres  nun  in  der  Sekunde  eine  Schwingung 
macht,  so  weiss  man,  dass  es  so  viel  Schwingungen  gemacht  hat,  als  man 
auf  der  Uhr  Sekunden  abgelesen  hat.  Sei  diese  Zahl  h,  so  hat  das  Pendel 
GB  n  -f-  2  Schwingungen  gemacht  und 

n  +  '1 

gibt  die  Dauer  einer  Schwingung  des  Pendels  GB  in  Sekunden  an. 

Während  man  nun  die  Schwingungen  des  Pendels  mit  dem  Auge  Ter 
folgt,  misst  man  zugleich  die  Amplituden  auf  einem  hinter  dem  Pendel  am 
Apparat  befestigten  getheilten  Bogen.  Seien  A'  und  J."  die  Anfangs-  und 
End- Amplituden,  so  hat  man 

als  Amplitude  der  Schwingung,  welche  wir  in  Rechnung  zu  ziehen  haben. 

Diese  Methode  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  zu  bestimmen  heisst 
die  Methode  der  Coincidenzen.  Es  ist  klar,  dass  sie  sehr  viele  Vorthcik 
bietet.  Zunächst  beobachtet  man  eine  grosse  Zahl  vcm  Schwingungen,  um  die 
Dauer  einer  einzigen  zu  erhalten.  Der  bei  der  Zeitmessung  gemachte  Fehler 
wird  also  nach  Division  durch  diese  Zahl  sehr  verkleinert.  Zweitens  kann 
man  durch  die  VergrÖsserung  des  Fernrohrs  und  bei  der  Feinheit  der  be- 
obachteten Linien  den  Zeitpunkt  der  Coincidenzen  sehr  genau  bestinimeDt 
und  drittens  ist  man  der  Mühe  des  Zählens  überhoben,  da  die  Uhr  die 
Schwingungen  des  Uhrpendels  angibt  und  man  dai-aus  die  des  Pendels  GB 
ableitet. 

Aus  mit  möglichster  Genauigkeit  angestellten  Beobachtungen  erhielt  nun 
Borda  für  g  den  Werth 

g  =  9'°,80896 

für  die  Breite  von  Paris  und  die  Höhe  der  Meeresfläche. 

Zugleich  zeigte  er,  dass  ^  identisch  dasselbe  sei ,  mochte  nun  die  Kugel 
aus  einer  Substanz  bestehn ,  aus  welcher  sie  wollte ,  er  lieferte  also  den  strengen 
Beweis ,  dass  die  Schwere  auf  alle  Körper  gleichmässig  wirkt ,  dass  alle  Kör- 
per beim  freien  Fall  die  gleiche  Beschleunigung  erhalten. 

§.  33. 
Andere  Methode  zur  Bestimmung  von  g.    Das  Beversionspendd* 

Die  Methode  von  Borda  zur  Bestimmung  von  g  leidet  immer  noch  an  einer 
Ungenauigkeit,  nämlich  in  soweit,  als  sie  bei  der  Bestimmung  der  Lfinge  des 
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einfachen  Pendels,  welches  dem  zu  den  Vorsuchen  benutzten  physischen  Pen- 
del isochron  ist,  die  Masse  des  Fadens  vernachlässigt.  Von  dieser  Ungenauig- 
keit  ist  ein  Verfahren  frei,  welches  im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  der 
Astronom  Bohnenberger  zu  Tübingen  vorschlug  und  welches  später  der  eng- 
lische Naturforscher  Kater  zur  Bestimmung  von  g  anwandte.  Dieses  Verfahren 
beruht  auf  einer  besondem  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes  des  zu- 
sammengesetzten Pendels.  Führt  man  nämlich  durch  den  Schwingungspunkt 
eines  physischen  Pendels  eine  der  Aufhängeaxe  parallele  Axe  und  hängt  dann 
an  dieser  als  Drehungsaxe  das  Pendel  auf,  so  schwingt  es  um  diese  neue 
Drehnngsaxe  isochron  mit  seiner  frühem  Aufhängung;  es  fUllt  dann  der 
Schwingnngspunkt  des  neuerdings  aufgehängten  Pendels  in  die  frühere  Dre- 
hungsaxe. 

Es  ist  nicht  schwierig,  dies  zu  beweisen.  Wir  hatten  für  die  Länge  des 
einfachen  mit  einem  physischen  isochron  schwingenden  Pendels 

z .  JLm 

Diesem  Ausdrucke  können  wir  nun  mit  Hilfe  folgenden  Satzes  über  die 
Trägheitsmomente  eine  andere  Form  geben ,  aus  der  unsere  Behauptung  so- 
fort hervorgeht. 

Der  Satz  heisst :  „  Ist  M  die  Masse  eines  Körpers  und  M  .  1c'  das  Träg- 
heitsmoment desselben  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
gehende  Axe,  so  ist  in  Bezug  auf  eine  mit  ihr  parallele  und  um  z  von  der 
ersten  entfernte  Axe  das  Trägheitsmoment  gleich  M  {k*  -f-  ;?*)." 

Um  dieses  zu  beweisen ,  sei  der  senkrechte 
Abstand  a  des  Punktes  m  von  der  durch  den 
Schwerpnnkt  0  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeich- 
nong  gehenden  Axe  durch  zwei  senkrechte 
Coordinaten  x  und  y  gegeben,  so  dass 

a^  =  x^  -\-  if. 

Das  Trägheitsmoment  des  Punktes  m  ist      ^-^-^rr-^ 
dann  iwa*  =  m  (x^  -f-  y^) 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Axe 

2ma^  =  2:m{j?  -\-y'^  =  M.  k^. 

Liege  nun  die  zweite  Axe  in  der  Richtung  der  senkrechten  Abstände  x 
um  z  von  der  ersten  Axe  entfernt,  sie  gehe  durch  0\  so  ist  das  Trägheits- 
moment des  Punktes  m  in  Bezug  auf  diese  neue  ^xe 

ni ,  n"^  =  m  ({x  —  z)^  -f-  ?/'M . 

Und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers,  die  Summe  der  Trägheits- 
momente aller  Punkte  m 

i:m  .  a^  =  2m  \{x  —  zY  +  y'^\. 
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Letztere  Summe  ist  aber  gleich 

oder  auch 

-Sw  (x^  +  y^  +  £fn  .  s^  —  2eZmx. 

Das  erbte  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  nun  gleich  M ,  k^^  das  zweite,  dt 
£m  die  Summe  aller  Massentheile  gleich  der  Masse  des  Körpers  s=  M  ist, 
und  z^  als  jedem  einzelnen  Gliede  der  Summe  zukonmiender  constanter  Factor 
gemeinschaftlich  geschrieben  werden  kann,  gleich  M .  z^.  Wir  haben  dem- 
nach für  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  neue  Axe 

Mk^  +  Mz^—  2z£m  .  x  =  M  {k^  +  z^)  —  2z£mx. 

Das  Glied  —  2z2mx  ist  nun  aber  gleich  Null,  weil  die  Axe,  von  der 
die  Abstände  x  gerechnet  sind,  durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  weil  nach 
unserer  Definition  des  Schwerpunktes  als  des  Mittelpunktes  der  parallcleo 
Kräfte  die  Summe  der  Momente  in  Bezug  auf  denselben  Null  ist. 

Es  bleibt  also  für  das  Trägheitsmoment  unseres  Körpers  in  Bezug  auf  die 
um  z  von  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  entfernt^  und  mit  ihr  paral- 
lele Axe 

M  (fc2  -f.  z'^). 

Ist  demnach  das  Trägheitsmoment  unseres  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  nüt  der  Drehungsaxe  parallele  Axe  M .  fc'« 
so  haben  wir,  da  z  der  Abstand  des  Schworpunktes  von  der  Drehungsaxe  iai* 

z  .  Zm  z  ,  M  *     z 

Da  l  nun  der  Abstand  des  Schwingungspunktes  von  der  Drehungsaxe  isi* 

so  bedeutet  —  offenbar  den  Abstand  des  Schwingungspunktes  vom  Schwer- 
z 

punkt.  Hängen  wir  jetzt  das  Pendel  um ,  so  dass  die  durch  den  Schwingungs- 
punkt gehende  Axe  zur  Drehungsaxe  wird,  so  ist  jetzt  die  Länge  des  isochronen 
mathematischen  Pendels  offenbar 

^ z.M~—^  "^"  V 

worin  z'  den  Abstand  des  Schworpunktes  von  der  neuen  Drehungsaxe  be- 
deutet.  Dieser  ist  aber  offenbar  der  frühere  Abstand  des  Schwingungspunkt«» 

vom  Schworpunkt,  oder 

k^ 

z  =  — , 

z  ' 

woraus  wir  für  V  erhalten 

r  =  '^-  +  ^  =  /. 

z     ' 

Die  Länge  des  einfachen  Pendels,  das  mit  dem  neu  aufgehängton  isochron 
ist,  ist  also  gleich  der  früheren,  oder  was  dasselbe  ist,  das  im  Schwingungs- 
punkte  aufgehängte  Pendel  schwingt  isochron  mit  der  ersten  Aufhängung. 
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Haben  wir  daher  ein  Pendel,  an  welchem  zwei  Drehungsaxen  einander 
parallel,  die  eine  fest,  die  andere  verschiebbar,  angebracht  sind,  so  bietet  es 
keine  experimentelle  Schwierigkeit,  durch  Verschieben  der  einen  Drehungsaxe 
es  dahin  zu  bringen,  dass  das  Pendel  genau  isochron  schwingt,  mag  es  an 
der  einen  oder  andern  Axe  aufgehängt  sein.  Ein  solches  Pendel  heisst  Be- 
versionspendel. 

Der  Abstand  der  beiden  Axen  ist  der  Abstand  des  Schwingtmgspunktes 
von  der  Drehungsaxe,  also  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  welches 
mit  dem  angewandten  isochron  schwingt. 

Messen  wir  daher  den  Abstand  der  beiden  Schneiden  genau  und  beobachten 
die  Schwingungsdauer  und  die  Amplitude,  so  haben  wir  alle  nöthigen  Daten, 
um  nach  der  Formel 

<  =  «  ^1  (1  +  V,  sin^  '/,  Ä) 
9  zu  erhalten 

</  =  ^'  (t  +  V4  sin»  V,  Ä)\ 

Kennt  man  die  Lage  des  Schwerpunktes  am  Beversionspcndel  und  kann 
Kine  Abstände  von  den  beiden  Schneiden  genau  messen ,  so  kann  man  mittels 
^lesselben  die  Schwingungsdauer  eines  mathematischen  Pendels,  dessen  Länge 
gleich  ist  dem  Abstände  der  beiden  Schneiden,  selbst  dann  leicht  berechnen, 
wenn  die  Schwingungszeiten  bei  der  verschiedenen  Aufhängung  nicht  gleich 
sind.  Sei  zu  dem  Ende  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  ersten 
Schneide  gleich  a,  von  der  zweiten  gleich  h  und  sei  die  Schwingungsdaucr, 
wenn  es  an  der  ersten  Schneide  hängt,  gleich  /, ,  wenn  an  der  zweiten, 
gleich  <2 . 

Der  Abstand  der  beiden  Schneiden  ist  dann  gleich  a  -{-  b-^  sei  die 
Schwingnngsdauer  eines  mathematischen  Pendels  von  dieser  Länge  t ,  so  ist 

'=«/^ (I). 

Ist  m  die  Masse  des  Pendels  und  mF  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

.,=y"4i ■ 


tj=«/^ 


^ (2) 

T- (3)' 

wenn  wir  die  Correction  fdr  die  Amplitude  ausser  Acht  lassen. 
Nun  folgt 

au8(l)..  J  =  ^t^ (4) 

aus  (2)  •  •  |.<,^  =  «+  ^ (5) 

•         ans  (3)  ••  |.  •'*'=«' +  -t- (6)- 
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Aus  (5)  und  (G) 


a.UK^,  =  a^  +  P    .     .     .     .     .     .     .     .     .    (7) 

''• '2' •i  = -'''  +  /••' (8)- 

»Snlitrahiron  wir  (8)  von  (7) 

|i«-w.')  =  «'-i- (») 

am\  8(^tÄen  wir  in  (9)  aus  (4)  den  Werih  für  "^  ein 
Dividiren  wir  durch  n  -\-  h  und  lösen  nach  /  auf 

'  =  /^'JlF- ('") 

und  um  hieraus//  zu  bestimmen,  benutzen  wir  (1),  indem  wir  ftlr  /  seinen 
VVei*t.h  ans  (10)  in  den  bekannten  Grössen  a,  ft,  /, ,  /j  einsetzen 

a  .  /,'  —  ?> .  i^*  2     rt  +  ^ 

,   =   TT     •  

a  —  h  g 

.y  rt«    —    />« 

Auch  mit  diesem  Pendel  hat  man  merklich  denselben  Werth  von  g  ge- 
funden, für  Paris  und  im  Niveau  der  Meeresfläche  (f  =  9'",80896. 

Setzen  wir  mit  diesem  Werthe  für  //,  in  unserer  Fonnel  t=  1  Sekunde, 

so  erhalten  wir  für  l  die  Länge  des  Sekundenpendels.     Es   wird  ebenfalls 

für  Paris 

l  =  0"\993852. 

§.   34. 

Anwendung  des  Pendels  bei  Uhren.  Da  die  Schwingungen  eines 
Pendels  von  gc^gebener  Länge  eine  ganz  bestimmte  Dauer  haben ,  so  kann  man 
sich  derselben  zu  Zeitmessungen  bedienen. 

Deshalb  findet  das  Pendel  seine  ausgedehnteste  Anwendung  bei  den 
Uhren.  Die  Einrichtung  der  Uhren  ist  im  wesentlichen  folgende.  Um  ein« 
Walze  Q  (Fig.  38)  ist  ein  Fa^en  geschlungen,  an  dessen  Ende  sich  ein  Ge- 
wicht P  befindet,  welches  beim  Herabsinken  bewirkt,  dass  sich  die  Wal«« 
dreht.  Auf  die  Walze  ist  ein  gezähntes  Rad  //  mit  schräg  geschnittenen  Zähnen 
aufgesetzt.  An  einer  mit  der  Axe  der  Walze  parallelen  Drehungsaxe  A  ^ 
ein  Pendel  ÄCB  aufgehängt,  welches  durch  seine  Schwingungen  einem 
Stift  CD  und  einem  mit  dem  Stift  verbundenen  Doppelhaken  GE  eine  hin- 
und  hergehende  Bewegung  ertheilt.  Die  umgebogenen  Enden  des  Doppel' 
hakens  greifen  in  die  Zähne  des  Rades  H,  Bewegt  sich  nun  das  Pendel  und 
hebt  sich  der  Haken  bei  JR,  so  sinkt  das  Gewicht  und  die  Wake  dreht  sich; 
während  dess  senkt  sich  jedoch  die  andere  Seite  des  Doppelhakens,  greift  in 
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in 


Urne  dee  Bades  ein  nnd  hemmt  die  Drehung  der  Walze.   Bei  der  folgen- 

cbwinguQg  bebt  aicb  nun  diese  Seite,  die  Walze  dreht  sieb  wieder,  bis 

nde  J'J  neuerdings  in  das  Rad  eingreift,  aber  nicbt 

iselbeo,  sondern  in  den  Tolgeuden  Zabn  des  Rades. 

e  zwei  Oscillationen  des  Pendels  dreht  sich  also  die 

^  um  einen  Zahn  weiter.    Die  Wake  dreht  sich  ao- 

fihrend  gleicher  Zeiten,  die  durch  die  Schwingungen 

endeis  gegeben  sind,  um  gleiche  Winkel;  und  i 

rer  Aue  ein  Zeiger  befestigt,    der  sich  vor  einem 

blatte  dreht,    so  schreitet  auch  der  Zeiger  in  glei- 

i^eiten  um  gleiche  Bögen  fort.    Hat  das  Kad  z.  B. 

iinc  und  .vollführt  das  Pendel  in  der  Sekunde  eine 

Jigung,  so  wird  der  Zeiger  sich  in  einer  Minute  um 

anze  Zifferblatt  bewegen ,  und  ist  der  Umkreis  des- 

I  in  60  Theile  gethcilt,   so  entspricht  jeder  Theil- 

einer  Sekunde.  Wie  man  nun  mittels  i>aasend 
rachter  Räderwerke  die  Bewegung  der  Zeiger  Sn- 

Sekunden-  und  Minutenzeiger  anbringen  kann,  ist 

ersichtlich.  Nur  ist  zu  erwähnen ,  daas  die  Stel- 
der  ZShne  und  Haken  derartig  ist,  dass  der  Haken 
aal,  wenn  er  gehoben  wird,  zugleich  einen  Anstoss 

,  wodurch  die  Bewegung  des  Pendels,  welche  sonst 

die  Reibung  aufhören  würde,  erhalten  wird. 
Jm  die  Bewegung  der  Uhr  zu  rcguliren,  ist  die  Linse  ZI  an  der  Pendel- 
i  verschiebbar  angebracht;  ein  Heraufschieben  beschleunigt,  ein  Hera1>< 
i  verzögert  die  Bewegung.  Dadurch  ist  es  möglieb  zu  bewirken,  doss 
?ndel  gerade  in  der  gewfinschten  Zeit  eine  Schwingung  voUftthR'. 


§.  35. 

Ulgemeine  Anwendung    der  Pendelgeaetse.     Es  wird  im  Laufe 

;r  Untersuchungen  häufig  unsere  Aufgabe  sein,  Kräfte  zu  messen,  welche 
len  verschiedensten  Ursprung  haben ,  sich  aber  durch  Anziehungen  oder 
ssungen  äussern.  Wir  haben  dann  zwei  Uittel  diese  Erilfte  zu  messen : 
der  halten  wir  der  Kraft  durch  eine  in  entgegengesetzter  Sichtung  wir- 
an  ihrem  Angriffspunkte  das  Gleichgewicht;  diese  Methode  gibt  meist 
ingenähert  richtige  Resultate;  oder  wir  messen  die  BeBcbleunigui^, 
e  sie  einer  bekannten  Masse  »i  ertheilt.  Bezeichnen  wir  diese  Beschleu- 
g  mit  G,  so  ist  nach  §.  14  und  15  die  Kraft  P  gegeben  durch 

P=G.  *n. 
'ur  Bestimmung  der  Beschleunigung  ist  nun  das  genaueste  Mittel,   ein 
1  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  schwingen  zu  lassen.    Sind  die  Kräfte' 
festen  Riebtung  parallel ,  oder  sind  sie  wie  die  Schwerkraft  nach  einem 


113  Allgemeine  Anwendung  der  Pendelgesetze.  $.36 

• 
festen  Centrum  gerichtet,  welches  hinlänglich  weit  entfernt  ist,  so  dass  mu 

sie  in  Bezug  auf  ein  kleines  Pendel  als  parallel  ansehen  kann ,  so  beobachtet 

man  die  Schwingungsdauer,  welche  dasselbe  unter  Wirkung  dieser  Kräfte  m- 

niuimt.    Nach  der  in  §.  29  gemachten  Bemerkung  ist  dann  diese  Schwingangs* 

dauer  gleich 

wenn  K  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  und  D  das  Drehongsmoment  be- 
deutet, welches  die  wirksame  Kraft  dem  Pendel  in  einer  zur  Richtung  (kr 
Kraft  senkrechten  Lage  ertheilt.  Die  Beschleunigung,  welche  diese  Kiift 
jener  Masse  ertheilt,  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  die 
Masse  des  Pendels  ersetzt ,  ist  dann 

und  da  K  die  Masse  ist,  der  jene  Beschleunigung  ertheilt  ist,  so  erhalten  wir 
ftir  die  Grösse  der  Kraft  in  gewöhnlichem  Maassc,  das  heisst  in  Druckeinlidiei 

P=GK=D, 

so  dass  also  schon  der  Nenner  des  Ausdrucks  unter  dem  Wurzelzeichen  !■ 
Ausdruck  fUr  die  Schwingungsdauer  uns  die  gesuchte  Grösse  der  Kraft  gibt, 
indem  wir  den  Ausdruck  für  f  nach  D  auflösen 

Aendert  sich  die  Grösse  der  Kraft  mit  dem  Abstände  vom  anziehende 
Mittelpunkte ,  so  können  wir  durch  Annäherung  oder  Entfernung  des  Pendds 
von  demselben  auch  das  Gesetz  ableiten,  nach  welchem  die  Kraft  sich  Snderi 

Die  Pendelgesetze  finden  noch  weitere  Anwendung;  wir  werden  noA 
mehrfach  schwingende  Bewegungen  von  Kör|)em  um  eine  bestimmte  Gleich- 
gewichtslage beobachf.en ,  deren  Schwingungsdauer  von  der  Grösse  der  AmpU* 
tude  unabhängig  ist.  Wir  schliessen  daraus  dann  stets,  dass  die  Kraft,  weldN 
diese  Schwingungen  veranlasst,  dem  Ausschlagswinkel  proportional  ist,  odtf 
dass  bei  einem  Ausschlagswinkel  or  diese  in  der  Abstandseinheit  von  der 
Drehungsaxe  angreifende  Kraft  gleich  F  .  a  ist.  Die  Kraft  F,  welche  daB  aaf 
den  schwingenden  Körper  wirkende  Drehungsmoment  gibt ,  wenn  der  WeA 
von  or  gleich  1  wird,  also  auch  den  in  dieser  Lage  auf  die  Masse,  wdeh0 
die  Masse  des  Körpers  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  ersetit) 
wirkenden  Druck  bedeutet,  erhalten  wir  dann  ebenfalls  aus  der  Beobachtmtf 
der  Schwingungsdauer  f,  Ist  K  das  Trägheitsmoment  des  schwingenden  BB^ 
pers,  so  ist  gerade  wie  in  den  vorher  besprochenen  Fällen 

Es  ergibt  sich  das  aus  der  Ueberlegung,  dass  die  Kraft  F  in  diesem  tJk 
ganz  an  die  Stelle  des  Gewichts  an  dem   unter  der  Wirkung  der  Schwel« 
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schwingenden  Pendel  tfitt,  indem  ja  bei  diesem  die  Kraft  bei  dem  Aus- 
sdüagswinkel  a,  so  lange  derselbe  nur  klein  ist,  gleich  Pz  .  a  ist.  Die  Kraft  F 
bewirkt  also  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle  die  schwingende  Bewegung ,  wie 
die  Kraft  JPz  bei  dem  unter  Wirkung  der  Schwere  schwingenden  Pendel;  beide 
müssen  also  anf  dieselbe  Weise  aus  der  beobachteten  Schwingungsdauer  ab- 
geleitet werden. 

Man  sieht  demnach,  wie  das  Pendel  in  der  einen  oder  andern  Form  für 
die  experimentelle  Physik  einer  der  wichtigsten  Apparate  ist;  wir  werden,  es 
fast  ausschliesslich  zur  Messung  von  Kräften  benutzen. 

§.  36. 

Centripetalkraft  und  Centrifugalkraft.  Wir  haben  sowohl  bei  der 
fortschreitenden,  als'  bei  der  drehenden  Bewegung  gesehen,  dass  die  Masse 
eines  Körpers  vermöge  der  Trägheit  der  Materie  jeder  Aenderung  des  Be- 
wegungszustandes ein  Hindemiss  entgegensetzt,  welches  durch  die  Wirkung 
der  Kraft  überwunden  worden  muss.  Demgemäss  sahen  wir,  dass  die  Be- 
schleunigung, welche  ein  Körper  erfährt,  abhängig  ist  von  dem  Verhältniss 
der  Kraft  zur  bewegten  Masse.  Bei  den  drehenden  Bewegungen  tritt  die  Träg- 
heit der  Materie  in  einer  noch  auffallendem  Weise  in  einer  andern  Richtung 
hervor. 

Bei  dieser  Bewegung  wird  nämlich  in  jedem  Augenblick  die  Richtung  des 
beweglichen  Körpers  geändert,  indem  die  augenblickliche  B^wegungsrichtung 
stets  mit  der  Tangente  der  Bahn  zusammenfallt,  in  der  sich  der  Körper  be- 
wegt. Vermöge  der  Trägheit  hat  dann  der  Körper  das  Bestreben,  in  der  einmal 
angenommenen  Bewegungsrichtung  zu  verharren. 

Soll  nun  der  Körper  seine  Bewegungsrichtung  ändern,  soll  er  in  einer 
kreisförmigen  Bahn  verharren,  so  muss  auf  ihn  eine  Kraft  wirken,  welche 
ihn  dem  Centrum  der  Bahn  soviel  nähert,  als  die  Bahn  selbst  von  der  l'an- 
gente  sich  entfernt.  Diese  Kraft,  welche  bei  jeder  drehenden  Bewegung  vor 
banden  sein  muss,  und  die  den  Körper  stets  nach  dem  Mittelpunkt  seiner 
Bahn  hinzieht,  heisst  die  Centripetalkraft.  ^ 

Der  Centripetalkraft  genau  an  Grösse  gleich  und  ihr  entgegengesetzt  ist 
die  Centrifugalkraft.  Dass  diese  Kraft  vorhanden  sein  muss,  und  dass  in 
Folge  derselben  der  Körper  auf  den  Mittelpunkt  der  Bahn  einen  genau  eben- 
solchen Zug  ausüben  muss,  wie  vom  Mittelpunkt  her  auf  ihn  ausgeübt  wird, 
das  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  §.14  näher  besprochenen  Prinzips  der 
Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Wir  nehmeii  dieselbe  auch  bei 
jeder  drehenden  Bewegung  wahr.  Ist  der  im  Kreise  bewegte  Körper  an  einem 
Faden  befestigt,  so  ist  es  der  Zusammenhang  des  Fadens,  der  ihn  nach  dem 
Mittelpunkt  hinzieht,  der  Faden  ist  gespannt,  ein  Beweis,  dasH  der  Körper 
einen  ebenso  starken  Zug  auf  den  Mittelpunkt  ausübt,  als  der  ist,  welcher  ihn 
ans  der  geradlinigen  Bewegung  ablenkt.  Reisst  der  Faden ,  so  bewegt  sieh 
der  Körper  einfach  in  der  Tangente  der  Bahn  weiter. 

WCixnB,  Physik  I.    t.  Aatl.  g 
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Die  Centrifugalkraft  ist  also  weiter  nichts  als  Her  Widerstand,  den  da 
träge  Körper  der  Aenderung  seiner  Bewegungsrichtung  entgegensetzt;  h&l 
die  Centripetalkraft  auf,  so  auch  die  Centrifugalkraft,  indem  der  Körper  siel 
dann  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der  Drehungsaxe  entfernt. 

Es  ist  leicht,  aus  den  bisher  gewonnenen  Sätzen  die  Grösse  der  Centri- 
fugalkraft oder  Centripetalkraft  abzuleiten. 

£s  bewege  sich  ein  Körper  A  mit  der  Masse  m  in  einem  Kreise  um  den 
Mittelpunkt  0  (Fig.  39),  mit  welchem  er  durch  einen  Faden  verbunden  ul 

Fig.  39.  Er  habe  beim  Beginn  der  Bewegung 

eine  constante  nach  AB  gerichtete  Ge- 
schwindigkeit erhalten.  Nach  einer  selir 
kleinen  Zeit  t  sei  er  in  Jtf  angekonunei; 
0  ]  er  hat  den  Bogen  AM  beschrieben,  dei 

\  I  wir  so  klein  voraussetzen ,  dass  wir  Um 

mit    der  Sehne  AM    zusammenfoUea 
H  /  lassen  dürfen.     Die  ursprünglich  dm 

Körper  ertheilte  Geschwindigkeit  hltte 


^. 


^         ^  B      ihn  nach  C  gebracht,   der  Zusamm» 

hang  des  Fadens  hat  ihn  in  derselben  Zeit  durch  die  Strecke  CM  «:  AD  fjt 
zogen,  er  wirkt  also  wie  eine  Kraft,  welche  in  derselben  Zeit  den  K5rpC 
nach  D  gezogen  hätte ;  AM  ist  dann  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm  der 
Bewegungen  die  »Diagonale  des  aus  AC  und  AB  construirten  Rechteckes.  Oi 
wir  AM  als  sehr  klein  voraussetzen,  können  wir  die  Centripetalkraft  w&hmi 
der  Zeit  als  constant  und  nach  AO  gerichtet  annehmen ,  wir  haben  dann,  wen 
wir  dieselbe  mit  F  bezeichnen ,  ^ 

andererseits  ist,  wenn  wir  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner 

Bahn  bezeichnen, 

AM  =v.t 

^Ferner  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Geometrie 

AM}  =  2iJ .  AD, 

wenn  li  den  Badius  des  Kreises  bedeutet.    Setzen  wir  hierin  für  AM  und  iB 
ihre  Werthe,  so  ist 

m 
und  daraus 

Damit  sich  also  der  Körper  im  Kreise  drehe ,  muss  ihn  an  jeder  &USk 
seiner  Bahn  eine  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  ziehen,  die  proportional  ift 
der  Masse  des  Körpers,  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit,  und  die  os* 
gekehrt  proportional  ist  dem  Badius  des  Kreises,  in  welchem  der  Körper  ioA 
bewegt. 


lü 
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Hit  gleicher  Kraft  wirkt  die  Centrifugul kraft  entgegen  und  spannt,  wenn 
dsKOrper  an  einem  Faden  befestigt  ist,  den  Faden.  Gleitet  der  KSrper  in 
ÖMT  Binne,  so  Qbt  der  Band  derselben  auf  ihn  in  jedem  Augenblicke  einen 
Druck  ana  gleich  — s~  u^  mit  gleicher  Kraft  drückt  der  ESrper  gegen  den 
Band  der  Rinne. 

Man  kann  dem  Anadrucke  fUr  die  Centrifugalkraft  eine  manchmal  be- 
i)iuaiere  Form  geben,  indem  man  beachtet,  dasa  der  umfang  des  Kreises  2nR 
mit  der  Geschwindigkeit  v  in  einer  Zeit  T  durchlaufen  wird,  also 
2«ß  =  v  .T. 

Setien  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruck  fOr  i;  in  die  Gleichung 
flIrFein,  so  wird 

_  4jt'Ä  .  B( 

^=^ 

Man  kann  das  Dasein  der  Centrifugalkraft  durch  eine  Menge  sehr  ein- 
ladier  Versuche  nachweisen.  *  Wenn  man  ein  an  einem  Faden  befestigtes, 
mit  Wasser  gefälltes  GefSss  sehr  rasch  im  Kreise  in  der  Verticalebene  herum- 
■dleodcrt,  so  fSllt  kein  Tropfen  Wasser  heraus,  weil  bei  der  raschen  Be- 
Wjgtmg  das  Wasser  gegen  den  Boden  des  Oefässes  mit  einer  Kraft  drUckt, 
«elebe  senkrecht  gegen  den  Kreisumfang  gerichtet  und  stärker  ist  als  das 
Sewicht  des  Wassers. 

Es  gibt  Apparate,  mit  denen  msn  diese  Kraft  messen  kann.  Eine  me- 
allische  Axe  EF  (Fig.  40),  die  vertdcal  auf  einem  festen  Tische  steht,  kann 
oittels  einer  Kurbel  Jf, 

leren  Zahnrad  C  in  ein  ^ 

a  der  Aie  befestigtes 
Uhnrad  D  eingreift,  in 
iotation  versetzt  wer- 
ten. Auf  der  Axe  ist 
äuBechteck  TÄBÜ  he- 
'ettdgt,  dessen  eine  Seite 
TU  aus  einem  cylindri- 
<cheu  Stabe  besteht,  der 
beliebig  herausgenom- 
■n«  werden  kaim.  Man 
bim  auf  diesen  Stab 
*m  durchbohrte  Kugel 
8  ichieben,  deren  Ge- 
richt gleich  P  sei,  und 
cwischen  die  Kugel  and  der  Seite  T  eine  Feder  R  einsetzen,  die  mit  einem 
2tiger  Tersehen  ist,  nm  den  Druck  zu  bestimmen,  welchen  die  Kugel  auf  sie 
tosObt.  Setet  man  mittels  der  Kurbel  den  Apparat  in  raSche  Rotation,  so 
bnehrdbt  die  Kngol  anfangs  eine  Spirale;  bald  aber  drUckt  die  Kugel  gegen 
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iVw  Fe«lor  an4l  drückt  sie  bis  auf  cniieu  be.siimiiitrii  Puukt  zusammen.  Dan 
Ik'SoIi reibt  >i<*  cini-n  Kn*is  und  d<M*  auf  dii*  FediT  ausgeübt«  Druck  niisst  di 
l '«'Dt rifugal kraft.  Man  wird  finden,  da^s  der  Druck  mit  dem  vorhin  dure 
litM-hnun*^  bi'Minimten  diT  ;,deij-he  ist,  da».s 


w*r* 


Daji>  die  <  'en  tri  tu  jLjal  kraft  prnporti<»nal  dem  Gewiclitt«  «ler  rotirendon  Kör- 
p»'r  i>t ,  kann  man  an  i'inem  2>ehr  hübschen  Versuche  sehen.  Ersetzt  man  den 
Mes.-iu;jr.-tab  de.s  vüri^j^i-n  YtT^^uches  dunh  eine  ^'e.<chlüs?>ene  Glasröhre,  in 
WflrhtT  Luft,  Wasser,  ein  Stückrrhen  Kork  und  eine  Hh*ikugel  eingeschlossen 
i>t,  sti  >ieht  man  bei  der  Rotation  des  Apparates  die  Luft  dem  Centnim  des 
Kreises  am  näch^^ten,  das  Stückeh«'n  Kork  sich  auf  die  dem  (  entram  xa- 
i^fwandti*  i^«*itf  de^  Was.-iT.'*  h*>f«'n,  und  die  Bleikugel  sieh  bis  aus  finde  dcf 
Rrihrf  bewfgfU,    ^elb^'t  wt-nn  di«*  Iirdire  j^ftgm  dfu  Mittelpunkt  des  Kreisps 

-tark  g«*n»'igt  ist. 

ff 

§.  37. 

Erhaltung  der  Botationsebene.  In  gleicher  Weise,  wie  ein  Körper 
bi'i  der  dridiemlen  Bewegung  der  Aenderung  der  liewegungsrichtung  in  seiner 
Bahn  einen  gewissen  Widerstand  leistet ,  wi*h-her  sieh  in  der  (Vntrifugalknft 
äussert,  sn  auch  >tn*lit  ein  rotin-nder  Ktlrpcr  in  der  Ebene,  in  weicherer 
rtitirt,  /u  verham»n.  Jeder  Tln'il  des  Kör^xTs  besfdireibt  nämlich  liei  sein* 
Bewegung  einen  ebenen  Kivis  und  in  jedem  Augenblicke  besitzt  derselbe  ein^ 
naih  «1er  Tangente  des  Kreises  gerichtete  ( Geschwindigkeit.  Wenn  man  nnii 
den  rotirenden  Körper  >o  drehen  will,  da>s  die  El»ene,  in  der  sich  jeder  Punkt 
d«'»«dbcn  bewegt,  mit  ihrer  ursprünglichen  Lag«*  einen  Winkel  bildet,  **> 
nill.-s  ebenfalls  ilie  Birhtuug  der  Bewegung  geäntlert  werden. 

Dazu  lH*«larf  es  aber  »•ben>o  einer  Kraft,  wii*  zu  der  Aendornng  der  B»*" 
w •'trunLr> rieht imiT  in  «h-r  K<itatiou>elH'U(>.  Wirkeu  «leumach  keine  Sussem  Kräfl*' 
auf  einen  >«»l«li«*n  mtirenden  Kt'Jrper  ««in,  m»  bh-ibt  er  in  seiner  T^age,  so  «1** 
die  von  «len  «'inzelnen  IMinkten   besrhriel.M'nen  Kr«*ise  st4.*ts  drn«elben  EI»'B' 

parallel  bleiben. 

Mau  >i«'ht  die.-es  sehr  deutlich  an  einem  >chuialen  lUide  oder  einer  schin*' 
Jen  ScheiK',  weleh«'  sof<irt  uuiHdleu,  wenn  man  >ie  ruhend  auf  dem  Rand' 
\ertical  aufstellen  will,  welche  aber  in  der  verticalen  Kliene  fortrollen,  wenn 
iitan  sie  in  ras<-h«'  !>reliuug  um  ein«*  hori/nntal«*  Axe  wrsetzt.  Dasselln.*  zei((l 
-i«li  in  tlfui  Beharn-n  d«'r  M>geuannteii  fr«'i«'n  Ax«'n  nitirender  Knr|ier.  DreW 
-^ieli  näinli«-h  der  K«"irp<-r  uui  ein«*  A\«',  um  welche  die  Mass4>  desselben  g»Di 
>vmni«'tri>«h  vertheilt  i«-! ,  m»  /war,  da^>  «lie  Sihwt-rpunkte  aller  einzelnen  anf 
der  Ax«*  senkrechten  S«hi«-lit«'n  auf  «1er  Axe  lieg«»n,  dann  übt  die  ( Vntrifugal- 
kraft  nach  alb-u  Ri«-htung<*u  hin  «'iut-n  Ldei«li«*n  Zug  auf  die  Axe  uns,  ihn* 
Wirkung  h«'bt  >i«  h  al>««  auf.  Kin«- >«•!«  lir  Ax«*.  wib  h«*  «lun-h  «lie  IVntrifu^- 
kraft  g,ir  k.-iu«-u  Zuir  tMtahi-t .  u«unt   in.m  .iui-  fnie  Axe.     Dass  eine  solcbt' 
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Kl«  ihre  ffichtusg  im  ILiunii:  bc-ibuhült,    üioht  man  ^obr  di.'Utlich  im  dem 

BolincQburger'Bchün  Ajipanitc.    Dcntelbe  bu^leht  aus  diui  in  einander  lie^n- 

^ Ringen,  in  deren  innututem  cino  Kuyel  in  msuhe  Botalion  vuraetKt  werden 

kum.   Der  Susaenfto  Bing  A  (Fig.  41)  iist  fe«t  vcrticol  aufgestellt.    Der  zweite 

Sing  B  kann  sich  in  dem  ersten  um  eine  vor-  pig.  n, 

Itcale  Axe  frei  drehou.     Der  dritte  Ring  C 

faum  sich  in  dem  zweiten  um  eine  Äxe  frei 

itAtn,    welche   mit  der  Drchungaaxo  de» 

weiten  Binges  einen  rechten  Winkel  bildet, 

ind  die  Kugel  D  endlich  ist  um  eine  auf  die-  * 

er  senkrechten  Äxe  drehbar.     An  der  Axe 

kr  Kugel  i^t  eine  kleine  Rolle  angebracht, 

un  welche  ein  f^den  vielfach  gcucblntigon 

nrdcn  kann.     Zieht  ipaa  den  Faden  eebr 

udi  ab,   während  man  den  Bing  feethSlt, 

D  flimmt  die  Kugel  eine  uehr  rasche  Rotation 

u  ihre  Axe  an. 

Man  sieht,  durch  diese  dreifache  Auf- 
ii^ng  kann  sich  die  Axe  der  Kugel  ganx 
ranacb  allen  Richtungen  drehen;  rotirt  diu 
Bgel  nicht,  so  bringt  auch  der  leiscijUi 
Tnd  eine  Drehung  der  Axe  hervor.  Hat 
sa  aber  die  Kugel  mittels  raschen  Abzicbenä 
ir  Schnur  In  schnelle  Rotation  vci'actzt, 
itd  wenden  wie  man  will,  die  Axe  der  Kugel  bleibt  sich  immer  parallel.  I^hr 
»Uich  sieht  man  dag,  wenn  man  den  Apparat  auf  der  Centrifugalmascbine 
ifostigt  und  diese  dann  in  Rotation  versetzt;  die  Richtung  der  DrehungBuxe 
ird  dadurch  nicht  guäiidert. 

Ganz  dieselbe  Erscheinung  vAiigt  sieh  bei  dem  bekannten  Kinderspiel  zeug, 
OD  Kreisel.  Wenn  derselbe  nicht  rotirt,  so  füllt  er  auf  die  Spitze  gestellt 
rfbrt  um,  weil  er  sich  dann  im  Zustande  des  labilen  Gloichgewichls  belindet. 
^lirt  er  dagegen,  so  fUllt  er  nicht  um,  selbst  wenn  die  Axe  gegen  die  Ver- 
öle geneigt  iat,  also  der  Ki-eisel  durch  die  Schwerkraft  umgeworfen  wlirde, 
'em  er  nicht  rotirte. 

Wie  grOBS  der  Widerstand  ist,  den  ein  rotirender  Köriiei-  einer  Aende- 
■Dg  der  Rotationsebene  entgegensetzt,  fühlt  man  sehr  deutlich,  wenn  mim 
RBucht,  die  Axe  der  rotirenden  Kugel  im  Bohnenbet^er'schcn  Apparat  zu 
rehen.  Noch  auffallender  zeigt  es  sich  an  einem  Versuche,  welcher  den  Mo- 
BnikuB  Fessel  auf  die  Construction  eines  besondern  Apparates,  des  Fessel'- 
ben  Rotatjonsappurates ,  führte. 

Wenn  man  eine  an  ihrem  Rande  mit  einem  starken  Hcsaingwulste  ver- 
boue  Scheibe  auf  einer  Axe  befestigt,  welche  wie  die  Bohnenberger'sche 
Ige]  in  einem  Ringe  angebracht  ist,  nun  die  Scheibe  in  sehr  rasche  Robition 


l  mag  man  den  Apparat  drehen 
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Fessel's  ßotationsapparat. 
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versetzt  und  dann  den  Rinff  in  der  in  (Fig.  42)  iMizeichneten  Woise  an  «inm 

Fudea  aufhfingl,,  so  sinkt  Ring  und  Scheibe  nicht  herab,  sondern  bleibt  ftn 

Hchwoben,  weil  beim  Hcrabeisken  eine  Aendening  da 

Botationscbone  eintreten  wUrde,   welcher  die  Botittini 

mt^cgcu   wirkt,    obwohl  das  Gewicht  des  Appanta 

wegen  der  Schwuugschoibe  ein  ziemlich  bedentend«  iat 

Dagegen  sieht  man  nn  diosem  Apparate  sowohl  iL 

i  Kreisel  eine  andere  auf  den  ersten  Blick  hSchet  uf 

Fiillende  Erscheinung ;   die  Scheibe  droht  sieb  um  da 

vorticaleir  Faden  in  einer  der  Botation  der  Scheibe  ii 

ihrem  Ringe    entgegengesetzten  Richtung,    wobei  nt 

gleich  ein  st>etigee  Heben  der  Drehungsaxe  stattfindet. 

Zu  allseitiger  Darstellung   dieser  Erscheinungen  dient  der  Fessel'acbc 
Rotatinnsapparat  (Fig.  43).    Die  Scheibe  mit  dem  Ringe  von  B^g.  43  ist  LßA 
Art  der  Bohnenberger'sehun  Aufhängung  in  einem  zweiten  Ringe  befestigt, 
Pfg  43,  an  welchem  sich  ein  Sldel  befindet,  vd- 

cher  in  der  Uabel  G  um  eine  borizontdi 
Axc  drehbar  befestigt  wird.  Die  QM 
befindet  sich  auf  einer  verticaleit  'm 
Fuss  des  Apparates  drehbaren  Aie.  Ai 
der  Verlängerung  des  Stieles  kSun 
Giewichte  angehängt  werden,  tun  dii 
rotirende  Scheibe  ganz  oder  znm  Thä 
zu  ttquilibriren.  Hängt  nun  die  Scheibe 
ganz  frei  und  rotirt  sie,  so  sieht  m» 
eineDrehungderScheibe  mitdenBingS 
um  die  vcrticale  Axe  in  dem  eben  be- 
zeichneten Sinne;  ist  sie  gani  iqiD' 
librirt,  so  hängt  die  Scheibe  ganimlpgi 
als  wenn  sie  nicht  rotirte;  ist  dsgegd 
das  Ucborgewicht  auf  der  andern  Sal' 
des  Stieles,  so  dreht  sich  die  gnnu  V«- 
richtung  in  einer  der  vorhin  angebe- 
ni-n  entgegengesetzten  Richtung  um  die  verticale  Axe,  also  in  der  Richtung  te 
Botation  des  Rades. 

Dass  alle  diese  Erscheinungen  nur  Folge  der  tangentialen  Geschwindig' 
keit  der  einzelnen  Theilo  der  Scheibe  sind,  hat  Poggendorff  in  sehr  fadshcho 
Weise  gleich  nach  dem  Bekanntwerden  des  Fessel'schen  Apparates  gezeigt. 

Wird  nämlich  die  Drehungsaxe  der  rotirenden  Scheibe  zuerst  boriion'*' 
gehalten,  wie  Fig.  42,  und  die  Scheibe  in  der  Verticalobene  rotiren  gelasseiii  *> 
wird  beim  Loslassen  der  Scheibe,  wenn  sie  nicht  durch  ein  Gewicht  im  Ol«'''' 
gewicht  gehalten  wird,  zunächst  die  Schwere  einwirken  und  die  VorriehlnW 
ein  wenig  sinken  machen. 
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lirch  dieses  Sinken  tritt  eine  geringe  Drehung  der  Scheibe  um  eine 
atale  Axe  ein,  und  dadurch  wird  die  Bewegung  der  Theilchen  der 
«  Yoiii,  wo  sie  aufsteigen,  und  hinten,  wo  sie  hinuntersinkon,  gestört, 
ben  haben  eine  verticale  Geschwindigkeit,  die  Scheibe  nimoit  dagegen 
nvas  geneigte  Lage  an.  Die  verticalen  Geschwindigkeiten  der  Theilchen 
daher  vom,  wo  sie  aufsteigen,  zur  Bechten,  hinten,  wo  sie  absteigen, 
aken  aus  der  Scheibe  heraus.  Da  nun  die  Theilchen  der  Scheibe  ihnen 
mehr  ganz  folgen  können,  so  üben  sie  einen  Zug  senkrecht  auf  die 
c  aus,  vom  nach  rechts  hin,  hinten  nach  links  hin.  Beide  Wirkungen 
^tzen  sich 'und  die  Folge  davon  ist  eine  Drehung  der  ganzen  Vorrichtung 
)  verticale  Axe  und  zwar  von  oben  gesehen  umgekehrt,  wie  die  Be- 
g  eines  Uhrzeigers  stattfindet. 

)bald  aber  nun  diese  Drehung  der  Vorrichtung  um  die  verticale  Axe 
t,  wird  auch  die  Bewegung  der  Theilchen  unten,  wo  sie  sich  nach  vom, 
wo  sie  sich  nach  hinten  bewegen,  gestört.  Die  augenblickliche  Ge- 
digkeit  derselben  tritt  unten  nach  links  und  oben  nach  rechts  aus  der 
ilicklichen  Stellung  der  Scheibe  hervor.  Zerlegen  wir  sie  in  zwei  Com- 
en ,  eine  in  der  Bichtung  der  augenblicklichen  Bewegung  der  Scheibe 
le  darauf  senkrechte,  so  sieht  man  sofort,  wie  dadurch  an  dem  tiefsten 
des  Scheibendurchmessers  ein  Zug  nach  links  und  am  höchsten  ein 
ich  rechts  entsteht.  Beide  Kräfte  zusammen  müssen  die  Drehungsaxe 
icibe  ein  wenig  heben,  also  in  der  entgegengesetzten  Bichtung  bewegen, 
her  die  Schwere  ursprünglich  das  Bestreben  hatte,  die  Axe  zu  drehen. 
t  dagegen  dem  Gewichte  der  Vorrichtung  durch  ein  gleiches  Gegen- 
t  das  Gleichgewicht  gehalten ,  so  fehlt  der  erste  Impuls ,  der  die  Scheibe 
nig  dreht,  die  Wirkung  der  Schwere,  deshalb  tritt  gar  keine  Be- 
l  ein. 

t  aber  das  Gegengewicht  schwerer ,  so  ist  die  Wirkung  eine  gerade  ent- 
esetzte,   wie  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  unmittelbar 

ie  Bewegung  der  Botationsaxe  des  Kreisels  auf  einem  Kegel  um  die 
Irichtung  wird  man  sich  leicht  auf  die  gleiche  Weise  ableiten  können. 

.      §.  38. 

^ucault's    Fendelversuch.      Ein   schwingendes  Pendel   hat   ebenso 

itrebcn,  stets  in  derselben  Verticalebene  zu  schwingen,  indem  auch  an 

die  einzelnen  Theile  in  ebenen  Curvon,*  i!f  Kreisbogen,  sich  bewegen. 

laher  keine  seitliche  Einwirkung  auf  das  Pendel  stattfindet,  so  wird  es 

derselben  Ebene  schwingen. 

ese  Eigenschaft  des  Pendels  hat  der  französische  Physiker  Foucault 
,  um  einen  experimentellen  Beweis  für  die  Axendrehung  der  Erde  zu 

Man  denke  sich  ein  Pendel  gerade  über  dem  Pole  der  Erde,  z.  B.  dem 
►le,  aufgehängt  und  das  Pendel  gerade  in  einem  Meridian  schwingen. 


LW  lVn«U'l  V»li*ilit  >irh  mit  ^oint*n  SL*liwiu<;un;^a'U  >tetä  parallel ,  der  Meridun 
,k)»or.  mit  *\vm  o>  ;intanu'lii:li  luiralU'l  hin  und  her  ^^ich  bewegte,  dreht  sich 
unt<-r  >\vm  rrudi-l  in  'J4  StuntK-n  vollständig  im  Kri'i-st'  hcnun.  Ein  Beobachter 
n1u^s  daher  muh  und  nach  die  Richtun;jr  der  PendeUehwingong  von  der  des 
Meridians  abweichen  >eheu.  und  da  er  die  Drehung?  der  Erde  nicht  wahmimmti 
izlauben.  da&>  :>ieh  die  IVndcl ebene  in  entgegen;?e»etztem  Sinne  drehe.  El 
mu<s  daher  den  An^fchein  haben,  al<  wenn  :iieh  die  Pendelebene  mit  der 
Sonne  drehe. 

Aebnlieh  mu^s  e>  aui-h  an  andern  Orten  ^ein.  jedoch  ändert  sich  die 
öriwe  der  Drehung  mit  der  i:euLfniiihi>elien  Bnite  de?  Ortes.  Je  mehr  man 
>ieh  dem  Aet|uator  nähert ,  um  :iO  ireringer  mu^&  die  seheinbarc  Drehung  der 
PendvleWne  s<.'in. 

Unter  drni  Pi-l»-  niu<>  die  >«.hfinbare  Drehung  der  Pendelebenc  in 
'J4  Stunden  einmal  vo11>tandi^' herum LTehen.  an  dem  Ae<iuator  dagegen  darf  gar 
keine  Drehung  erfi«l*jen,  denn  unter  dem  Aequaior  hat  der  Meridian  in  Bezog 
auf  die  Pemlelebone  j.xr  keine  drehende.  Mindern  nur  eine  fortächreitende 
Bewegung,  an  welcher  «la?  Pendel  Theil  nimmt. 

An  den   Orten  zwischen   Pid  und   Aequator  mu?»  nun   die   »cheinbaic 
Dnhunjj   der  PentlLleKne  auch  /w:?ihen   diesen  äu^;k■l's^ten  Werthen  liegeBi 
-ie  mu«»>    -ieh  drehen,   ab^r  mthr  al-  :2l  Stun-ien   zu   einer  vollen  Drehung 
^•rauehen.  -leder  Punkt  «Ur  Erd«.  duivhiäiit":  in  24  Stunden  einen  Kreis;  nenneA 
•vir  nun  den  Wink».!.  «Itn  «in  Punkt  in  einer  i:ewi-?tn  Zeit  Iwsehreibt,  er,  fiO 

V,,  ..  l.i>-i  >ieh  lei'hi  zeiifen,  diU?*  der  Wio* 

k- 1 .  um  weKhon  ?ieh  da*  Pendel  in  d*-*' 
S  ^'  LT M '-11  ■11    Zeit    seheinl«ar   gedreht   h*^-» 

i,  LrleiLh  ist 

p  ==  c  .  sin  ^ , 

\v«  nn  wir  mit  qr  die  ^vgraidiiseheHrei*^ 
iIt  -  V*'/:*^  'i^iithmn.  S^i  nun,  la*' 
i.^'.  >  n.i' I  .u\vei^•.  n  i  Fiiz.  44K  -4  t**' 
\  \\  V         '*!:  .iiM   kUy  Knie   untvr  der  Breite  ^ 

lü  -l^!i;  K.n  PiU'K-l  sehwinge,  de>&*^^ 
liiihtuni;  w:r  \:<t  Kint'.i«  hheit  halber  ns  • 
■li :  UitV.v..R^'  di^  Meridians  zu!>amme^ 

! — •  11  l.i>»"V  11. 

1 » i i  - 1    1«  i ..  h ; um:    l  allt    /u&ainme  ^ 

'  • :    K .  ■  :  i .r.  j   . li  r   Tangente   CM  i 

^*-.  ^*  :-     .:i     i-n   l*unkt  .1    ziehen« 

V.v>\-    wi^en    der  geringefl 

« • ';  V.t    \\  ;r   ül vn»ehen ,    flir 

1  . V. :;  1  n :  kdel  »-^n e  i>t ,    welche 

V.  liii  Krit  Wen.     Nach  der 
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^it  T  hat  nun  der  Punkt  A  auf  dem  Parallelkreis  AP  den  Kreisbogen  AB 
m  den  Mittelpunkt  M  beschrieben.  Das  Pendel ,  dessen  Schwingungsnch- 
ang  immer  mit  AC  parallel  bleibt,  schwingt  dann  in  der  Ebene,  welche 
inrch  die  mit  AC  parallel  gelegte  Richtung  BD  und  die  Vorticale  OB  be- 
ithnint  ist,  nach  BD.  Die  scheinbare  Drehung  der  Schwingungsrichtung  des 
Pendels  in  Bezug  auf  eine  in  der  Horizontalebene  fixirtc  Richtung  ist  nun 
^ch  dem  Winkel,  den  dieselbe  mit  der  Meridianrichtung  macht,  da  wir 
innehmen ,  das  Pendel  habe  ursprünglich  im  Meridian  sich  bewegt.  Die  Me- 
ndianrichtung  bei  B  ist  nun  wieder  durch  die  Tangente  BC  bestimmt,  welche 
irir  in  dem  Punkte  B  an  den  Meridiankreis  ziehen.  Der  Winkel ,  um  den  sich 
iie  Pendelebenc  scheinbar  gedreht  hat,  ist  also  der  Winkel  CBD.  Dieser 
(Kinkel  ist  aber  gleich  dem  Winkel  ACB,  den  die  beiden  Tangenten  im 
Punkte  C  mit  einander  bilden.  Die  Pendelobene  hat  also  eine  scheinbare 
Drehung  um  den  Winkel  erfahren,  den  die  Tangenten  an  den  Meridian  des 
Punktes  A  in  dessen  auf  einander  folgenden  Lagen  mit  einander  bilden.  Man 
äeht,  dass  dieser  Winkel  kleiner  sein  muss,  als  der  Winkel,  den  der  Punkt  A 
n  seinem  Paraüclkreise  beschrieben  hat. 

Um  das  Verhältniss  des  Winkeis  ACB  zum  Winkel  AMB  zu  erhalten, 
eranerc  man  sich  daran,  dass  der  Parallelkrois  AB  zugleich  die  Basis  der 
Kigelfläche  ist,  welche  die  Tangente  AC  in  ihren  auf  einander  folgenden 
Lagen  beschreibt,  dass  wir  daher  für  die  Länge  des  Bogens  AB  haben 

AB  =  ACB  .  AC 

md  andererseits ,  da  AB  ein  Bogen  dos  Parallelkreises  AI*  ist , 

AB  =  AMB  .  AM. 

Wir  hatten  nun  genannt 

ACB^^ß,    AMB  =  a, 

'erncr  die  Breite  von  A 

AOE  =  q>. 
Nun  ist 

AM  =  AO  .  cos  cp  =  B  ,  cos  (p , 

AC  =  AO  .  tang  AOC  =^  AO^.  cotg  (p  =  B  ,  cotg  g>. 

Daraus  folgt 

ß  .  B  .  cotg  g)  =  «  .  i^  cos  g) , 

a  COS  q> 

ß  =  a  '      ,  -'  ^^  a  .  bin  w. 
^  cotg  qp  ^ 

Oder  der  Winkel  der  scheinbaren  Drehung  der  Pendelebenc  ist  gleich 
dem  Produkte  des  Winkels ,  um  den  sich  die  Erde  in  der  Zeit  gedrehfc  hat ,  in 
^D  Sinus  der  Breite. 

Am  Pole  ist  9  =  90*^,  sin  <p  =  1 ,  j3  =  «;  am  Pole  dreht  sich  die 
^endelebcne  ebenso  rasch  als  die  Erde,  am  Aequator  ist  q>  =  0,  sin  9  =  0, 
^=  0,  dort  dreht  sich  die  Pendelebene  gar  nicht. 

Für  Berlin  ist  |3  =  «  .  sin  52«  30'  =  0,7f)H35  a. 
Für  Bonn        /?  =  «  .  sin  50M3'  l.')"  =  0,774 16  «. 
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In  24  Stunden  dreht  sieh  somit,  da  a  dann  gleich  360**  ist,  das  Pendel 

zu  Berlin  um  285<*  36' 
/AiBonnum    278Ml'51" 

oder  zu  einer  ganzen  Umdrehung  braucht  das  Pendel 

in  Berlin  30  Stunden  15  Minuten 
und 

in  Bonn   31        „  ß       „ 

Genau  ausgetUhile  Versuche  haben  wirklich  diese  von  der  Theorie  gefor- 
derten Zalilen  geliefert  und  haben  somit  einen  experimentellen  Beweis  für  die 
Axendrehung  der  Erde  gegeben. 

Am  bequemsten  werden  die  Versuche  in  hohen  Bäumen  ausgeführt  Min 
befestigt  an  einem  langen  feinen  Draht  ein  schweres  Gewicht  und  stellt  um 
den  Punkt,  auf  welchen  das  Pendel  zeigt,  wenn  es  vertical  herabhängt,  ab 
Mittelpunkt  einen  getheilton  Kreis.  Man  sieht,  wie  nach  und  nach  das  Pendel 
auf  immer  andere  Theilstriche  zeigt,  indem  sich  seine  Schwingungsebene 
scheinbar  mit  der  Sonne  dreht. 


Drittes  Kapitel. 
Von  der  allgemeinen  Gravitation. 

§.  39. 

Allgemeine  Anziehung.  Eeppler's  Gesetze.  In  den  beiden  vorigeB 
Kapiteln  haben  wir  mehrfach  gesehen,  dass  alle  Körper  auf  der  Erde  von 
Kräften  angegriffen  werden ,  die  wir  ihr  Gewicht  nannten ,  und  welche  » 
jeder  Stelle  senkrecht  gegen  den  Horizont  wirken.  Es  hat  demnach  den  An- 
schein ,  als  wenn  die  ganze  Masse  der  Erde  auf  die  an  ihrer  Oberfläche  befind- 
lichen Körper  eine  Anziehung  ausübe,  welche  tiberall  merklich  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet  ist,  und  welche  bis  zu  irgend  einer  Höhe  übet 
dem  Boden  wirksam  ist.  Durch  Induction  schliessen  wir  daraus,  dass  sid 
diese  Anziehung  über  jene  Grenzen  ausdehnt,  welche  wir  erreichen  können, 
dass  sie  sich  bis  zu  den  Sternen  erstreckt ,  aber  mit  der  Entfernung  an  Grösse 
abnehmend. 

Andererseits  dürfen  wir  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen,  das^ 
alle  Gestirne  ähnliche  Erscheinungen  darbieten ,  dass  es  auf  allen  eine  gegö* 
ihren  Mittelpunkt  gerichtete  Schwere  gebe ,  die  bis  zu  einer  gewissen  Ent- 
fernung auf  alle  andern  Himmelskörper  wirkt.  Diese  Schlüsse  waren  es,  welch« 
Newton  dahin  führten,  anzunehmen,  dass  alle  Gestirne  sich  anziehen,  das» 
ihre  Bewegungen  durch  die  wechselseitige  Einwirkung  derselben  auf  einander 
bestimmt  seien,  und  dass  das  ganze  Weltall  durch  Kräfte  regiert  werde,  die 
aus  einer  einzigen  Quelle  fliessen ,  aus  der  Anziehung  der  Materie, 
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Ist  dem  so,  so  müssen  die  Bewegungen  der  Gestinie  äusserst  verwickel- 
T  Natur  sein,  weil  ihre  Zuhl  liusscrst  gross  i»t,  und  alle  auf  einander  ein- 
irken.  Indess  ist  es  leicht  ersichtlich,  dass  sich  das  Problein  mit  einer 
rsten  Annäherung  einfacher  stellt.  Die  Himmelskörper  theilen  sich  in  zwei 
lassen;  die  eine  umfasst  die  Fixsterne,  welche  sich  in  so  grossen  Entfernungen 
on  der  Sonne  und  Erde  befinden,  dass  man  ihren  Einfluss  vernachlässigen 
ann;  die  andern  stehen  sich  näher,  sie  wirken  einer  auf  den  andern  ein  und 
ilden  eine  abgeschlossene,  von  Fixsternen  freie  Gruppe;  es  sind  dies  die 
onne  nebst  ihren  Planeten.  Wir  haben  uns  zunächst  nur  mit  der  Wechsol- 
irkung  dieser  auf  einander  zu  befassen.  Vergleichen  wir  nun  die  einzelnen 
örper  dieser  Gruppe  mit  einander,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Sonne 
egen  ihrer  überwiegenden  Grösse  in  dem  System  auch  einen  überwiegenden 
ünfluss  haben  muss,  derart,  dass  ein  Planet  wie  unsere  Erde  von  der  Sonne 
ihr  stark  angezogen  werden  muss,  von  den  übrigen  so  unbedeutend,  dass 
ir  aach  deren  Einfluss  zunächst  vernachlässigen  dürfen.  Wir  betrachten  da- 
er  die  Sonne  als  den  einzigen  anziehenden  Mittelpunkt  in  unserem  System 
nd  nehmen  an,  dass  die  übrigen  Planeten  unabhängig  von  einander  sich 
ach  denselben  Gesetzen  bewegen,  jeder  so,  als  sei  er  allein  der  Anziehung 
«Sonne  unterworfen.  Wir  haben  dann,  um  die  Gesetze  der  Anziehungs- 
nift  zu  erhalten ,  nur  die  Aufgabe ,  die  Bewegung  der  einzelnen  Planeten  um 
ie  als  fest  betrachtete  Sonne  zu  untersuchen ,  und  aus  dieser  dann  nach  den 
isher  entwickelten  Gesetzen  auf  diejenigen  zurückzuschliessen ,  nach  welchen 
le  Kraft  wirksam  ist. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  einzelnen  Planeten  um  die  Sonne  bo- 
egen,  sind  im  Anfange  des  17.  Jahrhunderts,  wie  bereits  in  der  Einleitung 
"Wähnt  wurde ,  von  dem  grossen  deutschen  Astronomen  Keppler  durch  sorg- 
Ütige  langjährige  Beobachtungen  abgeleitet  worden ,  und  werden  daher  nach 
un  die  Keppler'schen  Gesetze  genannt.   Es  sind  folgende  drei : 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Sonne, 
eiche  in  dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipsen  steht. 

2.  Die  von  dem  Radius  vector  jedes  Planeten  beschriebenen  Flächenräume 
erhalten  sich  wie  die  Zeiten ,  in  denen  sie  beschrieben  sind. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  verschiedenen  Planeten  verhalten 
A  wie  die  dritten  Potenzen  ihrer  mittleren  Abstände  von  der  Sonne. 

Auf  diese  Gesetze  gründete  Newton  den  Nachweis  von  der  Existenz  einer 
lachen  verschiedenen  Massen  thätigen,  anziehenden  Kraft,  und  die  Ent- 
wicklung der  Gesetze,  nach  welchen  dieselbe  sich  ändert. 

§.  40. 

Die  Anziehung  ist  gegen  die  Sonne*  gerichtet.    Sei  0  (Fig.  45)  das 

entram  der  Sonne,  und  A  das  eines  Planeten,  in  einem  bestimmten  Augen- 

Hcke.  Während  einer  sehr  kleinen  Zeit  beschreibt  nun  letzterer  das  Stück  AB 

Jiner  Bahn.    Wejrn  nun  keine  äussere  Kraft  auf  ihn  einwirkte ,  so  würde  er 
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in  viner  der  ersten  gl«^!cheii  und  ihr  folgenden  Zeit  daa  gleiche  Stück  BC : 
der  Richtung  seiner  Bewegung  zurücklegen.    An;statt  dessen  legt  jedoch  d 

Punkt  A  in  der  auf  die  erste  folgenden  ui 
ihr  gleichen  Zeit  den  Weg  BD  zurück.  Mi 
muss  daraus  schliessen,  dass  auf  ihn  ei 
Kraft  einwirkt,  welche  seine  Bewegungsric 
tung  ändert,  um  die  Richtung  dieser  Kn 
zu  erhalten,  bedenken  wir,  dass  nach  d( 
zweiten  Keppler  sehen  Gresetze  die  Fläche 

ABO  =  BDO  =  CBO 
sein  muss.  Soll  nun  aber  das  Dreieck  Bl 
gleich  dem  Dreieck  CBO  sein,  welches  gld 
ABO  ist,  weil  AB  =  BC  ist,  und  die  Spitzen  der  Dreiecke  zusammenfalle 
so  müssen  die  Spitzen  C  und  J)  der  beiden  Dreiecke  BDO  und  BCO  auf  eii 
mit  BO  parallelen  Linie  liegen ,  da  sie  die  Seite  BO  gemeinsam  haben.  Ck 
struiren  wir  nun  das  Parallelogramm  BEDC^  so  sehen  wir,  dass  auf  d 
Planeten  eine  Kraft  wirken  muss ,  welche  ihn  zwingt  den  Raum  BE  zu  dun 
laufen,  während  er  vermöge  seiner  anfänglichen  Geschwindigkeit  sich  nach  J 
bewegt  haben  würde.  Diese  Ejraft  ist  aber  nach  dem  Mittelpunkte  0  gericht 
Es  ist  also  bewiesen ,  dass  die  Planeten ,  da  sie  sich  in  einer  krummen  Lii 
bewegen,  einer  stetig  wirkenden  Kraft  unterworfen  sind  und  dass  aus  ck 
zweiten  Keppler'schen  Gesetze,  nach  welchem  die  von  den  Radion  vectoren 
gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flächenräume  gleich  sind,  hervorgeht,  tla 
diese  Kraft  nach  dem  Centrum  der  Sonne  gerichtet  sein  muss.  Das  ist  d 
erste  Thcil  der  Newton'schen  Entwicklung. 

§.  41. 

Entwicklung  des  Anziehungsgesetzes.  Das  erste  Keppler^schc  Cn 
setz  bestimmt  die  Gestalt  der  Planetenbahnen,  es  erklärt  sie  für  Ellipsei 
deren  Excentricitäien  verschieden  sind.  Nehmen  wir  nun  als  einen  bestimmte 
Fall  im ,  dass  die  Excentricität  gleich  Null  sei ,  dass  also  die  elliptische  B»h 
in  eine  Kreisbahn  übergehe.  In  Wirklichkeit  ist  das  zwar  für  keinen  einzig« 
Planeten  der  Fall;  da  jedoch  die  Excentricität  der  Planetenbahnen  imm« 
sehr  klein  ist,  so  wird  unsere  Annahme  nicht  weit  von  der  Wahrheit  ^ 
weichen,  und  wir  werden  durch  unsere  Entwicklungen  eine  erste  AnnäheruD 
erhalten.   Don  gleichen  Weg  schlug  Newton  ein. 

Im  Falle  der  Planet  sich  in  einer  kreisförmigen  Bahn  bewegt,  in  dere 
Mittelpunkt  sich  die  Sonne  befindet,  müssen  die  einzelnen  Bögen,  welche '1<^ 
•Planet  in  gleichen  Zeiten  durchläuft,  gleich  sein,  da  diese  Gleichheit  nac 
dem  zweiten  Keppler^schen  Gesetze  für  die  von  den  Radien  bcschriebcDC 
Räume,  die  Sectoren  bestehen  muss.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  de 
Phmet  sich  in  seiner  Bahn  bewegt,  ist  demnach  eine  gleichförmige  wahren 
der  ganzen  ümlaufszeit.    Wir  haben  somit  hier  einen  Fall  der  Kreisbewegnuj 
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wie  wir  ihn  in  dem  Paragraphen  über  die  Centripetalkraft  und  Centrifugal- 
kraft  betrachtet  haben. 

Für  die  Centripetalkraft  hatten  wir  den  Ausdruck 

odiT  für  die  von  der  Centripetalkraft  hervorgebracht^^  Beschleunigung 

worin  R  den  Radius   des  von   dem  bewegten  Körper  beschriebenen  Kreises 

und  T  die  Umlaufszeit  bedeutet.    Nehmen  wir  für  B  den  Radius  der  Plane ten- 

l»^n  und  für  T  seine  Umlaufszeit,  so  haben  wir  also  hier  den  Ausdruck  für 

cli«  ßeschleunignng,  welche  der  Planet  gegen  die  Sonne  erhält,  also  die  An- 

Äitslnmg  der  Sonne  auf  die  Einheit  der  Masse  des  Planeten,  in  dem  Abstände  li 

von  der  Sonne. 

Für  die  verschiedenen  Plane t-en  in  den  Abständen  7i,  1{\  It"  von  der 
^^5onne  erhalten  wir  aus  den  Umlaufszeiten   1\    T\    T"  für  die  Grösse  der 
liehenden  Kraft  der  Sonne  auf  die  Einheit  der  Masse  in  den  Entfianungen 
,  Ä',  /?"  die  Ausdrücke 

Nach  dem  dritt4>n  Keppler'schen  Gesetze  verhalt<»n  sich  nun  die  Quadrate» 
<1«=*T  (Tmlaufsz<4f4'n  wie  die  dritten  Potenzen  der  mittleren  Entfernungen,  so 
f'  *Är8s  wir  haben 

JO^  Ji'^^  Ji"'"^  ^' 

T'  =  K  .  J{'\  T'  =  K  .  K'\  r"^  =  K  .K'^. 

Setzen  wir  diese  WeHhe  in  unsere  Ausdrückf»  für  (/,  G'  .  .  ein,  so  er- 

^»i*.lt4»n  wir 

.,   4ä*        .„  43r*        .,,,  4jr* 

^  ~  KR''    ^   '~  KR'^'  ^    ~KR"*' 

^*lerin  WoH-en:  die  von  der  Sonne  in  verschiedenen  Entfernungen  den  Pla- 
^*Hen  ertheiltim  gegen  die  Sonne  g(Ticht<?ten  Beschleunigungen,    welche  die 

''^Uf  die  Einheit  der  Massen   ausgeübte  Anziehungskraft  m<»ssen,    sind  dem 

Quadrate?  der  Entfernungen  unigek<»hrt  proportional. 

Wollen   wir  aus  der  Beschleunigung  die  anzieliende  Kraft  f  erhalten, 
vHche   die  Sonne    auf  die    verschied<men   Planet(*n    ausübt,    so    haben    wir 
/         F  =  m  .  G^  also  die  Beschleunigung  G  mit  d(»r  Masse  m  zu  multipliciren.    Es 
wird  dann 

F  =  Vi  .  G  =  jI^  .  /', 

wenn  wir  mit  /'  die  Anziehung  der  ganzen  Sonnenmasse  auf  die  Einlu^it  d<'r 
Planetenmasse  in  der  Einheit  des  Abstandes  bezeichnen.  Da  nun  diese  An- 
ziehung gleich  ist  der  Summe  der  Anziehungen  der  einzelnen  Massen theilchen, 
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so  ist  sie  proportional  der  gesainmten  Müsse  M  der  Sonne ,  so  dass  wir  setzen 

können 

f=M.  g> 

und  dann  allgemein 

j-,        m,M 

Das  Ge.sete  der  Mash^enanziebung  können  wir  daher  ganz  allgemein  aa^ 
drücken:  „Die  Anziehung  zweier  Körper  auf  einander  ist  proportinal  den 
Produkte  ihrer  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihres  A'b 
Standes/^ 

Wir  haben  bisher  die  der  Wirklichkeit  nicht  entsprechende  Annahnta.« 
gemacht,  dass  die  rianctenbahnen  Kreise  seien;  es  entsi)rach  das  unserer  A^l» 
sieht,  durch  eine  angenäherte  Methode  zu  zeigen,  wie  Newton  die  Gesetze  dci 
Attraction  entwickelte.  In  der  theoretischen  Mechanik  werden  diese  Problem« 
jedoch  ohne  diese  Beschränkungen  abgehandelt;  man  gelangt  dann  genau  kv 
denselben  Resultaten,  dass  auf  die  Planeten  eine  gegen  die  Sonne  gerichte'tc 
Kraft  wirke ,  die  mit  dem  Quadrate  ihres  Abstandes  von  der  Sonne  abninmt. 
Wir  haben  diese  Kraft  Anziehung  der  Materie  genannt,  dadurch  jedoch  schon 
den  Boden  der  Gewissheit  verlassen  und  eine  Hypothese  aufgestellt.  Denn 
nichts  beweist  uns,  dass  es  wirklich  eine  Anziehung  der  Materie  sei,  die  sic?b 
hier  äussert;  es  ist  möglich,  dass  die  Materie  sich  in  der  Beziehung  g&ZES 
passiv  verhält,  und  dass  der  Aether,  welcher  überall  in  dem  Baume  verbreite 
ist,  in  welchem  die  Gestirne  sich  bewegen,  die  Ursache  der  Kräfte  sei,  weldB^ 
wir  zwischen  den  Gestirnen  thätig  sehen.  Kurz  wir  erkennen  nur  das  Dasein 
der  Kräfte,  ihre  Ursache  ist  uns  unbekannt;  schreiben  wir  sie  der  Anziehum^ 
der  Materie  zu,  so  bilden  w^ir  eine  Hypothese,  um  ein  allgemeines  NatiL^ 
gesetz  zu  erklären.  Newton  hat  deshalb  auch  niemals  behaui)tet,  die  MaterS-* 
zieht  sich  an,  sondern  hat  immer  ausgesprochen,  dass  alle  Bewegong^^ 
erscheinungen  im  Weltenraume  so  vor  sich  gingen,  als  wenn  die  Materie  sic^ 
anzöge.   £s  ist  gut,  in  dieser  Exaktheit  Newton  nachzufolgen. 

Nachdem  man  die  Gesetze  erkannt  hat,  denen  die  Attractionskraft XolgC^ 
liegt  es  nahe,  sich  die  Frage  vorzulegen,  wodurch  es  dahin  gekommen,  daa^ 
diu  Planeten  sich  in  diesen  Bahnen  bewegen.   Es  ist  das  eine  rein  mathemaii'^ 
sehe  Aufgabe,   wie  aus  Folgendem  ersichtlich  ist.     Wären  Sonne  und  Erd9 
/.  B.  anfanglich  ohne  Bewegung  sich  im  Räume  in  einem  gewissen  Abstand^ 
gegenübergestellt,    so  würden  beide  Gestirne  in  Folge  der  Anziehung  sich 
gegen  einander  bewegt  haben,  bis  sie  sich  berührt  hätten.    Hatte  aber  die  Erde 
anfänglich  eine  Geschwindigkeit  in  anderer  Richtung  als  in  der  VerbindungB- 
linie  der  beiden  Mittelpunkte  erhalten,  so  musste  sie  sich  unter  dem  doppelten 
Eintluss  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anziehung  der  Sonne  in  einer 
krummlinigen  Bahn  bewegen.  Die  Rechnung  zeigt  nun,  dass  diese  Bahn  jeden- 
falls ein  Kegelschnitt  sein  musste   und  zwar  je  nach  dem   anftnglichen  Ab- 
stünde  der  beiden  KürjM»r   uml  der  Aufangsgeseh windigkeit  des  beweglichen 
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ein  Kreis ,  eine  Ellipse ,  Parabel  oder  Hyperbel.    Einmal  auf  dieser  Bahn  be- 
wegi^  muss  das  Gestirn  dieselbe  unaufhörlich  durchlaufen,   entweder  wenn 
die  Curve  geschlossen  ist,   seinen  Weg  immer  wieder  zurücklegend,   wie  es 
bei  den  Planeten  der  Fall  ist,  oder  ohne  Wiederkehr  fortschreitend,  wenn  die 
Curve  eine  nicht  geschlossene  ist.     Letzteres  ist  für  einige  Cometen  wahr- 
scheinlich. 

Dieses  ist  jedoch  noch  nicht  die  exakte  Lösung  des  Problems  der  Astro- 
nomie; man  kann  die  Gestirne  in  ihrer  Bewegung  nicht  als  unabhängig  von 
eijoander  betrachten ,  denn  jedes  derselben  wird  in  jedem  Augenblicke  von  der 
^oxne  und  allen  andern  angezogen.  Deshalb  sind  die  Bahnen  der  Planeten 
üioht  vollkommene  Ellipsen,  als  welche  Keppler  sie  ansah,  'sondern  sehr  ver- 
wackelte Curven ,  welche  in  Folge  der  Störungen  der  andern  Planeten ,  bald 
i^n  der  einen  bald  an  der  andern  Seite  von  der  Ellipse  abweichen.  Dadurch 
wird  das  allgenieine  Problem  der  Bewegung  der  Gestirne  äusserst  verwickelt, 
luid  es  bedarf  zu  seiner  Lösung  schwieriger  mathematischer  Entwickelungen 
TUi^d  exakter  Beobachtungen.  Erstere  liefert  die  Mechanik  des  Himmels ,  letz- 
tcnr«  die  beobachtende  Astronomie. 

§.  42. 

Identität  der  Schwere  und  der  allgemeinen  Anziehung.  Machen 
wir  es  uns  jetzt  zur  Aufgabe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  Ursache, 
welche  auf  der  Erde  die  Körper  fallen  macht,  dieselbe  ist  wie  jene,  welche 
die  eben  betrachteten  Bewegungen  regelt.  Auch  dieses  zuerst  nachgewiesen 
m  haben  ist  Newton's  Verdienst. 

Die  Erde  besitzt  einen  Trabanten,  den  Mond,  dessen  Centrum  im  Mittel 
^  firdradien  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  entfernt  ist.    Astronomisch  ge- 
^i'ochen  ist  dieser  Abstand  sehr  gering,  und  daher  kommt  es,  dass  die  An- 
sehung der  Erde  auf  den  Mond  viel  grösser  ist,  als  die  Anziehung  der  Sonne, 
^  zwar,  dass  man  annehmen  darf,  der  Mond  sei  nur  der  Anziehung  der  Ecde 
^i^terworfen.     Es  ist  dieses  allerdings  nicht  genau,  aber  eine  ähnliche  An- 
'^erong  an  die  Wirklichkeit  wie  bei  unserer  vorigen  Annahme,    dass  die 
Planetenbahnen  Kreise  seien.     Der  Mond  wird  deshalb  um  die  Erde ,  letztere 
^  ruhend  betrachtet,  eine  Ellipse  beschreiben.   Nehmen  wir  nun  tlberdies  an, 
^  die  Mondbahn  ein  Kreis  sei,   was  bei  ihrer  geringen  Excentricität  nur 
Wenig  von  der  Wahrheit  abweicht,   sowie  die  Erde  und  der  Mond  seien  voll- 
kommene Kugeln.     Nach  allen  diesen  Annahmen  können  wir  zwar  keine  ge- 
nauen numerischen  Daten  erwarten,  jedoch  f(ir  unseren  Zweck  hinreichende, 
da  alle  diese  Annahmen  nur  sehr  wenig  von  der  Wahrheit  abweichen. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  erfährt,  können  wir  aus 
der  centripetalen  Beschleunigung  berechnen,  welche  der  Mond  von  der  Erde 
erfährt;  diese  Beschleunigung  ist  gleich  der  Kraft,  welche  die  Masseneinheit 
des  Mondes  von  der  ganzen  Erd(*  erfährt.    Bezeichnen  wir  die  Umlaufszeit  des 
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Jfoadif.-  Uiit   '1\  den  Ua^lius  der  Mondbahn  mit  r,  s«>  i^t  die  oentripeUle  Be- 

jt/jbk'fini^ng 

^.        4««  r 
Cr  =  -^^ . 

\)*:T  ICiidiu:-  der  Mondbalin  Ist  nun,  wie  em'äbnt,  gleich  60  Erdradien, 
\Hf/j'U'hn*'X\  wir  l*'tzt/*m  mit  //,  so  wird 

In  diesem  Ausdrucke  ist  2n  R  gleich  dem  umfange  der  Erde,  gieid 
U>()0(}(HK)  Meter;  die  ümlaufözeit  T  des  Mondes  ist  gleich  27  Tage,  7  Stunda, 
4y,  Minufen  =  :59a43  .  60  Sekunden.   Demnach  wird  G 

,,         40f)00(K)0  .  2  .  60  .  ir        40000000  « 
(t  = 


( 39  343  .  60)»  (39  343>« .  30 

G  =  0,00270(;  Meter. 

Diese  Zahl  giljt  uns  die  Beschleunigung,  welche  der  Mond  durch  die  An- 
ziehung der  Erde  in  jeder  Sekunde  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  hin  erUÜt, 
idso  auch  die  Anziehung  in  Krafteinheiten,  in  Kilogrammen,  welche  die  i« 
d<;r  Strdle  des  Monch.'s  befindliche  Masseneinheit  von  der  Erde  erhält. 

Ein  an  der  Erdoberlläche  befindlicher  Körper  erhält  nun  die  Bt^schlewi- 
gung  9,«l  Meter,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Erde  zieht  an  ihrer  Erdoberfläche 
die  Mass(!neinlieit  mit  einer  Kraft  von  9,81  Kilogrammen  an.  Ist  deshalb  die 
Schwerkraft  mit  der  allgemeinen  Gravitation  dieselbe  Kraft,  so  würden  die» 
beid(»n  Fällen  auf  dir;  Masseneinheiten  wirkenden  Kräfte  sich  umgekehrt  töt- 
lia]t(;n  wie  die  Quadrate  der  Abstände  derselben  von  dem  Punkte  der  Erde, 
von  wcjlchem  wir  uns  die  Anziehung  der  Erde  ausgehend  denken  können. 

Um  diese  Vergleichung  durchführen  zu  können,  müssen. wir  deshalb 0I' 
nächst  untersuchen ,  von  welchem  Punkte  der  Erde  aus  die  auf  ausserhalb  der 
Krd«!  befindliche  Massen  ausgeübte  Anziehung  ausgeht,  von  wo  aus  wir  die 
Abstände  der  zu  vergleichcniden  Masseneinheiten  zu  rechnen  haben. 

Befindet  sich  die  angezogene  Masse  von  der  Erde  so  weit  entfernt,  di« 
wir  die  Verbindungslinien  all(T  Punkte  der  Erde  mit  dieser  Masse  als  einander 
parallel  ansehen  können ,  so  lehrt  uns  schon  der  Satz  vom  Mittelpunkt  der 
pai^allelen  Kräfte,  duss  die  Erde  und  diese  Masse  sich  gerade  so  anneheo 
müssen ,  als  ginge  die  gesanmite  Anziehung  von  dem  Mittelpunkte  der  ErJe 
aus.  Denn  da  an  allen  Punkten  der  Erde  in  dem  Falle  parallele  gegen  die 
angezogene  Manse  gerichtete  Kräfte  angreifen,  so  befindet  sich  die  Erde  jeaff 
Mjisse  gegenüber  gerade  wie  eine  auf  der  Erde  befindliche  schwere  Kugpl« 
Wie  nun  b'tÄÜTC  von  der  Erde  gerade  so  angezogen  wird ,  als  wäre  ihr  gan»** 
Gewicht  im  Schwerpunkt,  welcher  bei  einer  homogenen  Kugel  der  Mitt**!* 
punkt  ist,  ven»inigt,  so  ist  auch  die  Anziehung  der  entfernten  Masse  auf  *e 
Ertle  und  der  Erde  auf  die  «aitfemt^j  Masse  gerade  so,  als  wenn  die  ganze «n* 
zieh«»nde  Masse  der  Erd«»  in  deren  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 
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Als  Abstand  der  an  der  Stelle  des  Mondes  befindlichen  angezogenen 
asseneinheit  von  der  Erde  müssen  wir  deshalb  den  Abstand  der  Mittelpunkte 
»  Mondes  und  der  Erde  oder  60  Erdradien  einsetzen. 

Aber  ebenso  wie  auf  entfernte  Massen  wirkt  eine  Kugel  auch  auf  solche, 
ie  sich  in  ihrer  Nfihe  befinden,  gerade  so,  als  wenn  die  ganze  anziehende 
lasse  der  Kugel  in  ihrem  Schwerpunkte,  also  bei  einer  homogenen  Kugel  in 
iron  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Zunächst  erkennt  man  leicht,  dass  die  An- 
ehimg  einer  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  derselben  gerichtet  sein  muss. 
enn  stellt  der  Kreis  (Fig.  4G)  den  Durchschnitt  einer  Kugel  nach  einem 
rössten  Kreise  vor,  welche 
uiehend  auf  irgend  einen 
onkt  P  wirkt,  so  sieht 
m  sofort,  dass  alle  an- 
ehenden  Punkte  der  Kugel 
m  symmetrisch  um  die 
erbindungslinie  PC  des 
anktes  P  mit  dem  Mittel- 
ankte  vertheilt  sind.    Je-  ' 

m  Punkte  M  oberhalb  PC  entspricht  ein  genau  so  weit  von  P  entfernter 
imkt  unterhalb  PC.  Zerlegen  wir  nun  die  nach  M  und  M^  gerichteten  An- 
ehungen  in  ihre  Componenten  parallel  zu  PC  und  senkrecht  zu  PC,  so  heben 
le  letztem  sich  auf,  da  die  Winkel  MPC  und  JÜTj  PC  einander  gleich  sind. 
^ie  hier,  so  bleiben  in  allen  Fällen  nur  die  gegen  den  Mittelpunkt  gerichteten 
omponenten  tlbrig,  es  muss  also  die  gesammte  Anziehung  gegen  den  Mittel- 
inkt  der  Kugel  gerichtet  sein. 

Um  nun  die  Anziehung  der  Kugel  auf  eine  im  Punkte  P  befindliche 
aase  tn,  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  CP  gleich  a  sei,  zu  berechnen, 
^en  wir  uns  die  Kugel  in  lauter  einzelne  sehr  dtlnne  Schalen  zerlegt,  deren 
itke  gleich  d  sei;  stelle  jener  Kreis  den  Durchschnitt  einer  solchen  Schale 
^*  Die  Dichtigkeit  der  Schale,  das  heisst  die  in  der  Volumeinheit  ent- 
ältene  Masse  sei  gleich  a.  Führen  wir  nun  durch  die  Kugelschale  zwei 
i&ander  sehr  nahe  zu  PC  senkrechte  Schnitte  MM^  und  NNi^  so  schneiden 
ieselben  aus  der  Schale  eine  Zone  heraus ,  deren  Volumen  gleich  dem  Pro- 
iikte  aus  dem  Kreisumfang  MMi ,  dem  Bogen  MN  und  der  Dicke  ö  der  Schale 
t)  wenn  wir  eben  MN  und  d  so  klein  voraussetzen,  dass  der  Kreis  MM^ 
^  dem  in  der  Mitte  der  Schale  mitten  zwischen  M  und  N  gelegten  Schnitte 
QT  unendlich  wenig  verschieden  ist.   Das  Volumen  dieser  Zone  ist  demnach 

2n  MD  .  MN .  d 
tid  die  in  dieser  Zone  enthaltene  Masse  erhalten  wir ,  wenn  wir  das  Volumen 
lit  a  multipliciren.  Nennen  wir  nun  die  Anziehung ,  welche  zwei  der  Einheit 
'eiche  Massen  in  der  Entfemungseinheit  auf  einander  ausüben,  /*,  so  erhalten 
ir  für  die  Anziehung  der  Kugelzone  auf  die  in  P  befindliche  Masse  m  nach 
'm  im  vorigen  §.  entwickelten  Anziehungsgesetz : 

WOLLim  ,  Fbjriik  I.    2.  Aufl.  i^ 

t 
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^    2n  .  MD  .  MN  .9.o.ni 

und  die  allein  übrig  bleibende  in  FC  fallende  Componente,  wenn  wir  obigen 
Ausdruck  mit  cos  CFM  multipliciren , 

^      2«  .  MD  ,  MN  ,  d  ,  O  .m  r^-n-mr 

f  • 2fpf •  ^^s  CPM. 

Bezeichnen  wir  nun  den  Radius  der  Kugelschale  Clf  mit  r,  den  Absimd 
dos  Punktes  P  von  der  Zone  MF  mit  c,  den  Winkel  MCP  mit  d,  die  Brerte 
der  Zone  in  Winkelmaass  oder  MCN  mit  d9 ,  so  erhalten  wir 

MD  =  r  ,  sin  &,  MN  =  r  .  d^ 

cos  CPM  = = ; 

zur  Bestimmung  des  Zählers  im  Ausdruck  für  cos  CPM  haben  wir 

MP'^  =  MC^  +  CP^  —  2MC .  CP .  cos  -^  =  r«  +  a«  —  2 «r .  cos  d 

r  ,  cos  &  =  —    ■ 

2a 

a  —  r  .  cos  ^  =  -    '— -.- 

2a 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  den  für  die  Anziehung  der  Kogühoee 
erhaltenen  ein,  so  wird  derselbe 

-    2n  ,r  .  Bind"  .r  dd" .  d  .  ü  .  tn     a'  -f-  c*  —  r' 
'  •  -i  •        2a.e 

oder  indem  wir  passender  ordnen 

f ' •  sin  -^  ad'  •  — ^"-—j • 

Um  nun  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  tit  zu  erhalten,  bal>eD 
wir  für  alle  die  Kugel  zusammensetzenden  Zonen  obigen  Ausdruck  zu  bilden, 
und  alle  diese  Ausdrücke  zu  addiren.  Wir  erhalten  diese  Werthe  ftb:  die  eil- 
zelnon  Zonen,  indem  wir  für  ^  nach  und  nach  alle  Werthe  von  0^* 
und  gleichzeitig  den  jeder  Zone  entsprechenden  Werth  von  e  einsetzen.  MÄ 
Hilfe  unseres  Werthos  für  c  können  wir  nun  bequemer  den  Winkel  ^  elimi* 
niren  und  die  Breite  der  einzelnen  Zonen  durch  c  ausdrücken.  Nennen  wir 
nämlich  die  Länge  von  f,  wenn  wir  von  dieser  Zone  zur  nächstfolgend« 
übergehen,  deren  Grenze  in  J^Tliegt,  e  +  de,  so  haben  wir 
{e  +  dry  =  «2  +  r^  —  2ar  cos  (^  +  d») 
e^  '\'2edc-\'  de^  =  o^  «|_  ,.2  —  ^ar  •  jcos  ^  cos  d^  —  sin  ^  sinrf^j. 

Da  nun  de  und  dd  äusserst  klein  sind ,  so  können  wir  das  gegen  de  selb?* 
Suüserst  kleine  Glied  de^  vernachlässigen  und  femer  setzen 

cos  rf^  =  1    sin  d^  =  c^ 
iLiid  dann  wird,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  e^  abziehen, 

f  dv  =  ar  ,  sin  ^  dd\  sin  ^  r/^  ==  —  •  A; 
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Setzen  wir  diesen  Werth  in  unsem  Ausdruck  ein,   so  erhalten  wir  für 
Le  Anziehung  der  ganzen  Kugelzone 


Lassen  wir  hierin  e  nach  und  nach  alle  der  Kugelschale  entsprechenden 
Berthe  annehmen,  also  e  von  a  —  r  bis  a  -f-  r  sich  ändern,  so  gibt  uns  die 
amme  der  unendlich  vielen  Ausdrücke,  die  den  einzelnen  zwischen  diesen 
irenzen  enthaltenen  Werthen  von  e  entsprechen ,  die  Anziehung  der  ganzen 
agelschale. 

Wir  erhalten  diese  Summe  in  folgender  Weise.  Da  jedes  Glied  dieser 
umme  mit  dem  vor  der  Klammer  stehenden  Factor  multiplicirt  ist,  so  können 
ir  denselben  heraussetzen  und  die  Summe  schreiben 

«  —  r 

orin  das  Zeichen    |  die  Summe  aller  Werthe  des  untt^r  demselben  stehenden 


cn    f  di< 


a  —  r 


usdruckes  bedeutet,  wenn  e  nach  und  nach  alle  Werthe  zwischen  a  —  r  und 
-j-  r  annimmt.   Wir  können  diese  Summe  in  zwei  Theile  zerlegen,  in 

de  und     I    — j —  •  de. 

a  —  r  a  —  r 

Wie  erwähnt  bedeutet  de  die  Differenz  zweier  unmittelbar  auf  einander 
Igender  Werthe  von  e,  die  erste  Summe  ist  also  die  Summe  aller  dieser 
Ifferenzen  und  damit  gleich  der  Differenz  de^  letzten  und  ersten  Werthes 
►n  e  oder  gleich  («  +  »*)  —  (a  —  r).  Denn  schreiben  wir  die,  in  Wirklich- 
st unendliche,  Reihe  dieser  Werthe  hin,  den  ersten  mit  c,  den  letzten  mit  e^ 
izeichnend , 

^ »  ^\t  ^'j »  ^:n   •  •  •  •  ^jf - 1  >  ß/i» 
sind  die  Differenzen 

C|        c,  ('2       ''1 ,  ^*\\       ^*'i  •  .  •  •  t'ii        e^ — 1 , 
id  die  Summe  derselben 

r,  —  c  +  ^2  —  r,  +  f.,  —  ^»2  H ^n  —  c«-i, 

id  da  hier  jedes  Glied  ausser  dem  ersten  und  letzton  einmal  positiv  und  ein- 
al  negativ  vorkommt,  so  ist  diese  Summe 

e„  —  <?  =  (a  +  r)  —  (a  —  r). 

Die  zweite  Summe  können  wir  zunächst  schreiben,  da  a'  —  r^  wieder 
dem  Gliede  angehört, 

a-\-r  a-^-r 

(«»  — r»)/*y  =  (n*  — r»)   j'e-'^de. 

a — r  a  —  r 

9* 
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Da  de  unendlich  klein  ist,  so  ist.  e~^  de  die  Differenz  zwischen  dentnf 

euu«.der  folgenden  Werthen  -  i  und  -  ^.  Denn  schreiben  wir  lebta. 

Quotienten  in   der  Form  —  (e  +  cfe)  ~  ^,  und  entwickeln  denselben  nach  der 
binomischen  Reihe,  so  wird 

—  (c  +  de)~^  =  —  ^    '  +  e~^  de  —  e^^  de^  +  '"i 
wori(i,  da  de^  gegen  de  selbst  unendlich  klein  ist,  schon  das  dritte  und  dsmit 
alle  folgenden  Glieder  zu  vernachlässigen  sind.   Damit  wird  aber 

—  (f +  (fe)-^  —{—e-^)  =  e-^  de. 

Aus  dieser  Bedeutung   des  unter  dem  Summenzeichen   stehenden  Aoi- 
druckes  folgt  dann  abei*  wieder ,  dass  die  Summe  selbst  gleich  ist  der  Differai 

des  ersten  und  letzten  Werthes oder  gleich  —    -^7^    —  ( 3-J 


a  —  r        a  -{-  r 
Damit  wird  dann  die  ganze  Summe 


a- 


und  damit  der  Ausdruck  für  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale 


/ 


a» 


In  diesem  Ausdrucke  ist  4  r^  tt  die  Oberfläche  der  mit  dem  Radius  r  be- 
schriebenen Kugel,  4  r^  TT  d  somit  das  Volumen  und  4r^  n  d  .  a  die  MaaM 
der  Kugelschale.  Bezeichnen  wir  diese  Masse  mit  itf ,  so  erhaltet  wir  flür  äit 
Anziehung  der  Kugelschale  auf  die  im  Abstände  a  von  ihrem  Mittelpunkte 

befindliche  Masse  m 

f,    M.m 

'  '  ~~^ 
oder  die  Kugelschale  zieht  die  Masse  m  gerade  so  an ,  als  wenn  die  gesammie 
Masse  derselben  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Was  nun  für  diese  Kugelschale  gilt,  dasselbe  gilt  für  alle,  in  welche 
wir  uns  die  Kugel  zerlegt  gedacht  haben,  selbst  dann,  wenn  die  einzelofli 
Schalen  eine  verschiedene  Dichtigkeit  haben.  Wir  erhalten  deshalb  ganz  all* 
gemein  den  Satz,  dass  die  Anziehung  einer  homogenen  oder  einer  aus  con- 
centrischen  Schalen  zusammengesetzten  Kugel,  bei  der  nur  die  einzelne« 
Schalen  tlberall  dieselbe  Dichtigkeit  haben ,  nach  aussen  gerade  so  wirkt,  ab 
wäre  die  ganze  Masse  derselben  im  Mittelpunkt  vereinigt. 

Zur  Vergleichung  der  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  «rfailt) 
mit  der  Schwere  auf  der  Erde ,  müssen  wir  also  auch  für  die  auf  der  Erde  be- 
findlichen Gegenstände  als  anziehenden  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Erde  an- 
sehen ,  als  Abstand  der  Masseneinheit  auf  der  Oberfläche  von  der  anziehendes 
Masse  der  Erde  somit  den  Radius  der  Erde  einsetzen. 

Ptlr  die  auf  die  Masseneinheit  des  Mondes  wirkende  Anziehung  erhielte« 
wir  nun  0,002706,  für  die  auf  der  Erdoberfläche  wirkende  9,81;   ist  deshalb 
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^e  Schwere  mit  der  allgemeinen  Maßsenanziehung  identisch ,  so  müssen  sich 

diese  Zahlen  umgekehrt  verhalten ,   wie  die  Quadrate  der  Entfernung  dieser 

beiden  Massen  vom  Mittelpunkt  der  Erde ,  oder  es  muss 

g  =  9,81  =  3600  .  G  =  3600  .  0,002706 

sein.  Führen  wir  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  erhalten  wir  aus  der 

Anziehung  des  Mondes 

17  =  9,742, 

äne  Zahl ,  die  so  nahe  mit  der  aus  der  Pendelbewegung  gefundenen  überein- 
itimmt,  dass  unter  Berücksichtigung  der  gemachten  nicht  ganz  genauen  An- 
lahmen  dadurch  der  sicherste  Beweis  geführt  ist,  dass  die  Schwere  mit  der 
ll^emeinen  Anziehung  identisch  ist. 

Dieser  Satz,  dass  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Gravitation  identisch 
st«  und  dass  die  Erde  auf  alle  auf  ihr  befindlichen  Gegenstände  gerade  so 
M'irkt,  als  wSre  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt,  Ittsst  noch  eine 
bemerkenswerthe  Folgerung  zu.  Es  ergibt  sich  daraus,  dass  ein  Pendel  in 
TeiBchiedener  Höhe  über  der  Erdoberfläche  eine  verschiedene  Schwingungs- 
dauer  haben,  oder  dass  g  in  verschiedenen  Höhen  verschieden  gi'oss  sein  muss. 
In  einer  Höhe  x  über  der  Erdoberfläche  muss  der  Werth  von  g  nach  dem  Ge- 
Bdtze  der  Massenattraction  sich  ergeben  aus  der  Gleichung 

g  .  {B -\- X)-' =^  g,  R\ 

^eiin  //^  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche ,  oder  im  Niveau  des  Meeres 
'^entet,  es  ist  somit 

—  ^  • 

^~^^{R  +  xf 

*^er  mit  hinreichend  grosser  Annäherung,  da  x  gegen  R  immer  sehr  klein  ist, 

•^^li  Ausdruck,  der  uns  gestattet,  aus  den  in  verschiedenen  Höhen  über  der  Erd- 
^^rfläche  oder  dem  Meeresniveau  beobachteten  Werthen  von  g  den  Werth 
^on  g^  für  das  Meeresniveau  zu  berechnen. 

§.  43. 
Yersohiedenheit  von  g  in  verschiedenen  Breiten.  Ist  die  Beschleu- 
nigung g  eine  Folge  der  Anziehung  der  Erdmasse  auf  die  an  der  Oberfläche 
befindlichen  Körper,  so  muss  der  Werth  derselben  an  verschiedenen  Punkten 
der  Erde  verschieden  sein.  Denn  die  Erde  dreht  sich  in  24  Stunden  um  ihre 
4xe,  und  jeder  Punkt  beschreibt  in  dieser  Zeit  einen  Kreis,  dessen  Radius 
^eich  ist  dem  senkrechten  Abstand  desselben  von  der  Erdaie.  Die  bei  der 
trehenden  Bewegung  auftretende  Centrifugalkraft  sucht  daher  alle  Punkte 
on  der  Erde  zu  entfernen.  Da  nun  aber  diese  Radien  und  somit  die  Kreise 
m  so  kleiner  werden,  je  mehr  wir  uns  den  Polen  nähern,  so  wird  auch 
ie  Botationsgeschwindigkeit  und  mit  ihr  die  Centrifugalbeschleunigung  im 
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qn^ira&LsdKU  Visri&Sliadsä^  ij^jz^r.     Ikk  t^snrif^zikZkrkft  wirkt  aber  ai 
tmtieT  dem.  Aeqiia&.r  -^r  Sic.Terr  r^ntLe   •^ix::^^;«*^,  aa  alkn  Aodoi 
Viüdet  Otre  Bkzuis;?.  "i*  äc  s*rclT««±i  znr  E^5äXl^  f^,  mh  der  Biditi 
nach  dem  MitSßipiüBkt  <kr  Erti^  g^rCfrE'Ir^  \T;T-Vr''^-^  leizaen  Winkel,  de 
Ist  der  Breite  fk«  Ort^s.    X=r  -ILe  in  d^  Eü£Ssbz  d<r  Schwere  faUend 
ponente,  wekhe  gki^  «ica:  Prc«rik;c  m:  -icr  Ccc^rifcgalkivfl  in  den 
der  Breite  ist,  wirkt  an  *i£rrätrii  r»r:en  .irr  S^;Lwrre  entgegen.   Es  moss 
die  Besehleonignng  der  Körper  drinJi  d:<e  S»:hwr7>e  rzaelimeB ,  so  wie 
vom  Aeqnator  zn  den  Polen  estfem-rxi. 

Andrerseitä  aber  ist.  wie  tol?  gevi-diiiieiic^  Mes&cngen  lehren,  d 
nicht  eine  Kogel,  sondern  ein  an  «ien  Polen  abgeplattetes  EUip^soid,  s 
dass  die  Abplattung,  das  Verhältnis^  der  DiJerenz  zwisdien  Aeqnatori 
Polar-Badins  zum  Aeqoatorialnidius  ^^  V  «^  ist.  Daraus  folgt  non  abc 
wir  dem  Mittelpunkt  der  £r»ie  nSher  kommen ,  wenn  wir  uns  vom  A 
aas  zn  den  Polen  hin  bewegen.  Es  moss  alsc<  auch  ans  diesem  Grande 
schleonignng  des  freien  Falles  znnrimi^i ,  da «  wie  wir  xorhin  gezeigt 
die  Erde  alle  anf  ihr  befindlichen  Kt3rper  so  anzieht ,  als  wäre  die  gc 
anziehende  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  Tereinigt. 

Mit  diesen  Fordenmgen  der  Theorie  ist  non  die  Beobachtung 
klang,  sie  zeigt  uns,  dass  die  Beschleunigung  Tom  Aequator  zu  den  P« 
zuninmit,  und  dass  sie  stärker  zrmimmt,  als  sie  es  allein  wegen  der  A 
der  Centrifogalbeschleunigung  thun  müsste.  Ja  mehr  noch ,  die  theo 
Mechanik  gibt  uns  an,  in  welcher  Weise  wegen  der  Abplattung  die  B 
nigung  wachsen  mus^,  und  gibt  uns  so  ein  Mittel  an  die  Hand, 
1>eobachteten  Beschleunigungsänderung  die  Abplattung  theoretisch  zu 
nen.  Der  so  erhaltene  Werth  stimmt  sehr  nahe  mit  dem  aus  geodi 
Mebäungen  abgeleiteten  überein. 

Die  Aenderungen  der  Grosse  ff  hat  man  aus  den  Aendeningen  de 
de»  Bekundenpendeb  bestimmt.    Man  hat 


7 

f     0 
Wiium  wir  nun  /  =  1 ,  so  wird 


Ei*  genOgt  also ,  die  Lange  des  SekundeniH'ndfls  im  versehiedcnei 
zu  mesben ,  um  daraus  den  Werth  für  g  zu  erbalten. 

Ntm  ist  nach  den  Messungen  von  Sabine  reilueirt  auf  das  Meeresn 
Breite.     Länge  des  SekondeD pendeis.  g. 

0^  0",990938  9'",78009 

45^  0°»,993o09  9",80552 

90*^  0°»,996080  9",83089. 

Diese  Werthe  fftr  g  sowie  alle  an  verschiedenen  Orten  beobachtete: 
»ich  wiedergeben  durch 

g  =  9™, 78009  +  0,05080  .  sin*  tp , 
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wenn  wir  mit  9  die  Breite  des  Ortes  bezeichnen,  an  welcher  die  Beschleunigung 
gleich  g  ist. 

In  welcher  Weise  g  sich  Sndem  müsste,  wenn  nur  die  Centrifugal- 
beschleunigung  es  afficirte,  lässt  sich  nun  leicht  berechnen.  Die  Centrifugal- 
beschleunigung  am  Aeqnator  ist 

4  3g«JB 2  n  .  40000000 

~T*  "(24760760)*^  —  ^  »^^^^• 

Der  Radius  der  Kreise ,  in  welchem  sich  die  nicht  unter  dem  Aequator 
liegenden  Punkte  bewegen,  ist  nun  der  senkrechte  Abstand  der  Punkte  von 
der  Drehungsaxe  der  Erde.  Nennen  wir  daher  die  Breite  eines  Ortes  9,  so 
19t  er  i2  cos  9.  Die  Centrifugalbeschleunigung  ist  also  für  einen  Ort  von  der 
Breite  tp  gleich  0°*,03368  cos  (p.  Die  in  die  Richtung  der  Schwere  fallende  und 
ikr  entgegen  wirkende  Componente  ist  denmach  0^,03968  cos^  9.  Nennen  wir 
um  G^  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  wenn  die  Centrifugalkraft  nicht 
Torhanden  wäre,  so  ist  die  wirklich  stattfindende  Beschleunigung  g 

g  =  G  —  0,03368  cos^  9>. 
Nun  ist  für  den  Aequator,  wo  9>  =  0  ist,  nach  Sabine 

G  =  9,78009  -f-  0,03368. 

Vorausgesetzt,  dass  nur  die  verschiedene  Centiifugalkraft  die  Beschleuni- 
fmg  ändert,  muss  dies  aber  auch  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an 
iBen  Orten  der  Erde  sein,  demnach  allgemein  die  um  die  Centrifugal- 
beschleunigung verminderte  und  zu  beobachtende  Beschleunigung  g 

g  =  9"»,78009  +  0"\03368  —  0,03368  COS^  q> 
g  =  9™,78009  -t-  0™,03368  .  sin^  q>. 

Nach  unserer  obigen  aus  der  Beobachtung  abgeleiteten  Formel  istderCoeffi- 
cient  von  sin*  q>  grösser,  so  dass  also  die  Beschleunigung  g  in  der  That  stärker 
sonimmt,  als  sie  es  nur  der  Abnahme  der  Centrifugalkraft  wegen  thun  würde. 

Um  aus  der  Beschleunigungsänderung  die  Abplattung  zu  berechnen,  dient 
^  Clairauf  sehe  Theorem ,  nach  welchem  die  Summe  des  Quotienten ,  aus  der 
Beschleunigungsdifferenz  am  Pol  und  Aequator  und  der  Beschleunigung  am 
Aeqnator,  und  der  Abplattung  gleich  dem  Zweiundeinhalbfachen  des  Quo- 
Renten  aus  der  Centrifugalbeschleunigung  und  der  Beschleunigung  durch  die 
Schwere  am  Aequator  ist,  oder 

— ^  4-  ß  =  2,5      ", 

Wenn  J  g  den  Unterschied  der  Beschleunigung  an  dem  Pole  und  am  Aequator, 
9q  die  Beschleunigung  am  Aequator,  e  die  Abplattung  und  c  die  an  dem 
Aequator  stattfindende  Centrifugalbeschleunigung  bedeutet.  Wir  erhalten 
daraus  für  die  Abplattung 

Ob    c         J g 

e  =  2,5 "j 

9o         9o 
oder  wenn  wir  die  eben  erhaltenen  Zahlenwerthe  einsetzen 

e=:.2,6^^-^^=  0,003415  =  J  ,. 
'     9,78000  9,78009  *  *49*^ 
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Apparat  von  Cavendish. 


|.4i 


Man  sieht,  dass  dieeer  ao8  den  Pendelschwingungen  unter  Annahme,  dan 
die  nicht  kugelförmige  Anordnung  der  Erdmasse  die  Beschleunigung  iiidflR, 
berechnete  Werth  für  die  Abplattung  sehr  nahe  mit  dem  durch  geodfttiMbe 
Messungen  erhaltenen  übereinstimmt.  Der  Unterschied  kann  nicht  aufßidleii 
wenn  man  einerseits  die  Schwierigkeit  der  Messungen  erwägt  und  anderer- 
seits bedenkt,  dass  die  besondere  Bodenbeschaffenheit  eines  Orts  auf  die 
Pendelschwingungen  von  Einfluss  ist. 

§.  ^^. 

Versuche  von  Cavendish.  Dass  die  Bodenbeschaffenheit  auf  die  Be- 
wegung des  Pendels  von  Einfluss  ist,  folgt  direkt  aus  dem  experimentellea 
Nachweis  von  Cavendish  und  Maskolyne ,  dass  die  einzelnen  Körper  auf  der 
Erde  anziehend  auf  einander  wirken.  Cavendish  zeigte ,  dass  eine  grosse  Bki- 
masse  eine  metallene  Kugel  anzieht ,  Maskelyne  bewies ,  dass  das  Pendel  in 
der  Nfthe  grosser  Gebirge  aus  der  Verticalen  abgelenkt  wurde. 

Beide  Anziehungen  sind  gemessen  und  durch  Vergleichung  mit  der  An- 
ziehung der  Erde  dann  die  Masse  der  Erde  bestimmt.  Beginnen  wir  mit  den 
Versuchen  von  Cavendish ,  welcher  dieselben  mit  folgendem  von  Michell  eoa- 
struirtem  Apparate  anstellte. 

Ein  leichter  und  gleichmässig  gearbeiteter  Hebel  von  Tannenholz  AB 
(Fig.  47)   ist  in  seiner  Mitte   an   einem   sehr  feinen  Mctalldrahte  horizontal 

Fig.  47. 


3=1 


aufgehängt,  welcher  an  der  Decke  eines  verschlossenen  Zinmiers  befestigt 
ist.  An  seinen  Enden  trögt  er  zwei  ganz  gleiche  Kugeln  Ä  und  B  und  »n 
diesen  zwei  mit  einer  Theilung  versehene  Elfenbeinblättchen  CD  und  CD- 
Faden  und  Hebel  sind  von  einem  hölzernen  Gehäuse  umgeben,  um  die 
Luftströmungen  abzuhalten.  Die  Seiten  desselben  bei  Ä  und  B  sind  von 
Spiegelglas,  um  die  Theilungen  CD  und  CD'  beobachten  zu  können.  Die 
Beobachtungen  der  Theilungen  geschehen  mittels  zweier  mit  Fadenkreuz  ter- 
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ebener  Femrohre ,  welche  den  Theilungen  gegenüber  in  der  Mauer  des  Zim- 
tm  angebracht  sind. 

Untersuchen  wir,  ehe  wir  mit  der  Beschreibung  des  Apparates  fort- 
ahren,  die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Hebel  im  Gleichgewicht  ist. 
N'vt  werden  dazu  einige  Lehren  über  die  Elasticität  der  Körper  benutzen 
Dfissen,  welche  wir  in  dem  folgenden  Abschnitte  kennen  lernen  werden,  deren 
Dichtigkeit  wir  demnach  hier  annehmen.  Wenn  wir  den  Hebelarm  aus  seiner 
rkichgewichtslage  ablenken,  indem  wir  ihn  um  den  Faden  als  Axe  drehen, 

0  ertheüen  wir  dadurch  auch  dem  Faden  eine  Drehung  um  sich  selbst,  eine 
'onion.  Der  Faden  sucht  nun,  sich  selbst  überlassen,  sich  wieder  aufzu- 
r^en  und  übt  dadurch  ein  Drehungsmoment  auf  den  Hebel  aus,  den  er 
rieder  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückbringen  will.  Nennen  wir  nun  f  die 
[nft,  welche  wir  in  dem  Abstände  1  von  dem  Faden  an  einem  Hebel  an- 
nngen  müssen,  um  ihn  in  der  abgelenkten  Lage  zu  erhalten,  in  welcher  das 
lüde  des  Hebels  von  der  Länge  1  um  einen  Bogen  von  der  Länge  1  gedreht 
it,  so  zeigt  der  Versuch,  dass  man  eine  Elraft  f ,  A  anbringen  muss,  um 
on  Hebel  um  einen  Bogen  von  der  Länge  A  gedreht  zu  erhalten.  Die 
Imionskrafb  des  Fadens  ist  also  proportional  der  Drehung ,  welche  wir  dem 
WQ  ertheüt  haben.  In  dem  Apparate  von  Cavendish  ist  also  die  Kraft,  mit 
irieher  die  Torsion  des  Fadens ,  den  um  einen  mit  dem  Radius  1  beschriebe- 
n  Bogen  von  der  Länge  A  gedrehten  Hebel  zurückführt,  gleich  einer  im 

bstande  1  von  der  Mitte  angebrachten  Kraft  fA^  oder  gleich  einer  Kraft  -,- 

1  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A  angebracht,  wenn  wir  die  halbe  Länge  AB 
it  l  bezeichnen. 

um  die  Kraft  f  zu  messen,  haben  wir  nur  den  Hebel  in  Bewegung  zu 
tzen.  Wir  sehen  dann,  dass  er  in  der  Horizontalebene  Oscillationen  voU- 
ihrt,  welche  alle  eine  gleiche  Zeit  dauern.  Auf  diese  Oscillationen  ist  nun 
me  weiteres  unser  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  an- 
twenden ,  da  wir  hier  wie  dort  eine  Kraft  haben ,  welche  nach  den  gleichen 
esetzen  wirkt,  deren  Drehungsmoment  um  so  kleiner  wird,  je  näher  der 
«bei  der  Gleichgewichtslage  kommt.  Die  das  horizontale  Pendel  bewegende 
iraft  f  greift  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  an ;  in  diesem  Abstände 
netzt  eine  Masse  2mP  die  beiden  im  Abstände  l  befindlichen  Kugeln,  deren 
Mb  die  Masse  m  hat.  Wenn  wir  die  Masse  des  Stabes  als  sehr  klein  vemach- 
lasigen ,  wird  somit  nach  §.  35  die  Schwingungsdauer  t  des  Pendels : 

Setzen  wir  anstatt  w  =  —  ,  worin  p  das  Gewicht  jeder  Kugel  bedeutet, 
^4  lösen  nnsere  Gleichung  nach  f  auf,  so  wird 
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Sind  ili-nmaoh  p  und  /  bekannt,  &o  beilarf  os,  um  di«  GrOi^tie  der  Kraft ^ 
zu  nlO;^<en,  nur  den  Hobol  in  Schwingungen  zu  versetzen  und  die  SchwingimgB^ 
duuer  zu  beobachten.  Kennt  man  nun  /*,  so  kann  man  leicht  die  Gr06se  der 
Kraft  erhalten,  die  an  .4  anzubringen  i:>t,  um  den  Hebel  im  Gleichgewicht u 
halten,  wenn  man  ihn  um  irgend  einen  Bogen  aus  seiner  ursprünj^eheiM 
Luge ,  in  welcher  der  Draht  ohne  Torsion  i^t ,  gedreht  hat.  Sei  er  z.  R  so 
gedreht,  dacs  statt  des  Theilstriches  o  der  Theilung  CD  <>der  CD'  der  Theü* 
strich  n  in  der  Visirlinie  de»  Femrohrs  ein.-teht ;  ist  der  Abstand  zweier  Tlieil- 
striche  gleich  er,  so  ist  der  Bogen  A^  welchen  der  um  die  L3nge  1  TOn  der 
Axe  entfernte  Punkt  durchlaufen  hat, 

und  die  an  J.  anzubringende  der  Torsionskraft  gleiche  Kraft 

/".  -1 fna 

l     ~    P    ' 

oder  indem  wir  tür  /*  den  eben  gefundenen  Werth  einsetzen 

/'.  w  « 2jr'  a     p  n 

Wir  können  nun  diese  Kraft  halbiren  und  die  eine  HSlfU'  in  ^4,  die  andex^ 
in  ^  so  angreifen  lassen,  dass  sie  der  Torsionskraft  des  Fadens  gerade  so 
entgegenwirken,  wie  die  eine  im  Punkte  A  angebrachte  Kraft  /*;  auch  damXi 
ist  das  Sy&tem  im  Gleichgewicht.  Bezeichnen  wir  jede  dieser  USlflen  mit  P^ 
so  \ai 

In  dem  Anparate  von  l'avendish  war  die  Constante  —  =  «.«,  soda»^ 
'*  g  818' 

tlemnach 

818      t* 
Wenn  also  dunh  I>rehung  des  Hebels  ileui  Faden  eine  Torsion  ertbeil* 
i.-t,   so  wird  durch  die  Torsiunskrtift  dem  System  ein  Hrehungsmoment  tt' 
theilt ,  welches  es  in  die  Gleichgewichtslage  zurüekzudrehen  strebt ,  und  wel' 
ihes   gleieh  ist  dem  Drehungbmomente ,   welches  zwei  Kräfte   ihm  erthoäeü 
würden,   deren   eine  an   ^4,   deren  andere  an  B  angebracht   ist  und  deren 

jeile  die  Grösse  F  =  -  besitzt.  Kennt  man  daher  das  Gewicht  p  taä 
hat  die  Anzahl  Theil striche  ;/.  um  welche  dii<  System  geiireht  ist,  mittels drf 
Femmhre  beobachtet  und  früher  die  Sthwingungsdauer  t  bestimmt,  so  ktfi 
man  diese  Kräfte  durch  Keehnung  erhallen. 

Es  befinden  sich  nun  an  dein  Ai^jmrate  von  Cavemlish  zwei  grosse  Blei- 
kugeln 31  und  A',  .jede  158  Kilogramm  schwer.  Dieselben  sind  an  den  Endes 
eine^  drehbaren  Stabes  befotijil,  der  von  aussen  geiln.'ht  wird,  ohne  dass  der 
Beobachter  in  «las  ^vi  den  Versuchen  bestimmte  Zimmer  eintritt.  Ifan  kaim 
den  Stab  senkrecht  ^^i  AB  stellen  und  ihm  die  Lagen  MX  und  M'N'  geben, 
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die  symmetrisch  sind  zu  der  Gleichgewichtslage  von  AB,  und  in  denen  der 
\  Stab  festgestellt  werden  kann.  Sind  die  Kugeln  in  der  ersten  Lage,  so  afii- 
;.  ciren  sie  den  Hebel  nicht;  beide  Kugeln  ziehen  sowohl  A  ols  B  ganz  gleich- 
I  mSssig  an,  und  können  ibnen  daher  keine  Bewegung  crtheilen.  Der  Beobachter 
liest  die  Stellung  der  Theilung  ab,  und  notirt  sie  als  die  Gleichgewichtslage 
des  Hebels.  Darauf  bringt  man  die  Kugeln  in  die  Lage  MN.  Jetzt  zieht  M 
die  Kugel  A  und  N  die  Kugel  B  an;  der  Hebel  droht  sich  und  erreicht  eine 
zweite  Gleichgewichtslage ,  wenn  die  Anziehung  von  M  auf  A  und  N  auf  B 
gleich  ist  den  Kräften  P,  mit  denen  die  Torsionskraft  des  Fadens  den  Hebel 
zorftckzudrehen  sucht.  Man  beobachtet  dann  mit  Hilfe  der  Fernrohre  die  An- 
zahl n  der  Theilstriche ,  um  welche  die  Kugeln  A  und  B  abgelenkt  sind ,  und 
berechnet  dann  die  beiden  Kräfte  P,  oder  die  diesen  gleichen  Anziehungen 
der  grossen  Kugeln  auf  A  und  B  mittels  der  Formel 

818'     e« 

Zur  Zeit  als  man  die  Kugeln  in  die  Lage  3£N  gebracht  hatte,   war  nun 

<Jer  Abstand  der  Mittelpunkte  von  A  und  M  oder  B  und  N  gleich  D,    Ist  in 

der  neuen  Lage   das  Gleichgewicht   eingetreten,    so  ist  der  Abstand  dann 

-Ö'  =  i)  —  na,  Ist  nun  D'  bestimmt,  so  kennen  wir  die  zwischen  den  Kugeln 

ÄÄtigen  anziehenden  Ejäfte  F  und  den  Abstand  2>'  der  Schwerpunkte  der 

Kttgeln,   in  dem  diese  Kräfte  wirksam  sind.     Darauf  macht  man  noch  eine 

*  Weite  Messung,  indem  man  die  Kugeln  in  die  Lage  M'  N'  bringt,  und  nimmt 

schliesslich  aus  den  in  beiden  Fällen  berechneten  Werthen  von  F  und  den 

'^^obachteten  Abständen  D'  das  Mittel,  um  dann  folgendermaassen  aus  diesen 

^*ten  das  Gesammtge wicht  P'  der  Erde  und  ihre  mittlere  Dichtigkeit  zu 

'^^iTchnen. 

Da  die  Anziehung  der  Kugel  M  &u(  A  im  Abstände  2>'  gleich  F  ist,  so 
Würde  sie  in  einem  der  Einheit  gleichen  Abstände  F ,  D"^  sein;  nennen  wir 
■«idererseits  die  Anziehung  der  Gewichtseinheit  auf  die  Kugel  A  in  der  Ab- 
^    standseinheit  9>,  so  ist  die  dem  Gewichte  P  der  Kugel  M  proportionale  An- 
sehung der  ganzen  Kugel  M  gleich  P  .  tp.   Wir  haben  demnach 

Die  Anziehung  der  Erde  auf  die  Kugel  A  ist  an  der  Obertlächc  der  Erde, 
^  im  Abstände  i2  von  dem  anziehenden  Mittelpunkt  gleich  dem  Gewichte  p 
4eto  Kugel.  Nennen  wir  nun  P'  das  Gewicht  der  Erde,  und  geben  cp  die- 
selbe Bedeutung  wie  vorhin,  so  haben  wir  ebenfalls 

jp  .  i2^  =  P'  .  9 , 

and  erhalten  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

F  _    P^l\ 
p  ~  P' .  ZT'» 

and  wenn  wir  den  für  F  vorhin  erhaltenen  Werth  einsetzen 

Z  —  I      ^*  =  J'iß^^ 
p  ~818'  >«  ~  V  .  D'»* 
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In  dieser  Gleichung  sind  w,  /,  D'  durch  die  Beobachtung  gegeben ^P ist 

das  Gewicht  der  Kugel  J!f  =  158  Kilogr. ,  U  ist  der  Radius  der  Erde,  man 

hat  daher  in  lauter  bekannten  Grössen  für  das  Gewicht  P'  der  Erde 

„/        818  .  P  .  i^*  .  e« 
n  ,  B  * 

Bezeichnen  wir  nun  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  d^  so  ist  P' 
gleich  dem  Produkte  aus  dem  Volumen  der  Erde  und  der  mittlem  Dichtigkeit 

P'  =  Va  ^  .  li^  d 

und  demnach  schliesslich 

7_    613,5.  P.e« 

Wir  müssen  in  Bezug  auf  die  Versuche  noch  einen  umstand  hinzuftigeO) 
den  wir,  um  den  Gang  der  Entwickelungen  nicht  zu  unterbrechen,  über- 
gangen haben.  Wir  sahen,  dass  wir  um  n  zu  erhalten,  zweimal  den  Stand 
der  Theilungen  CD,  CD'  beobachten  mussten,  einmal  in  der  Gleichgewichts- 
lage des  Stabes  AB  vor  der  Einwirkung  der  Kugeln ,  dann  in  der  durch  die 
Anziehung  der  Kugeln  bedingten  Gleichgewichtslage.  Cavendish  fand  nun, 
dass  der  Stab  AB  niemals  in  Buhe  war,  sondern  stets  um  die  Gleichgewichts- 
lage, welche  er  «hätte  einnehmen  müssen,  Schwingungen  vollführte.  Man 
konnte  daher  die  Stellung  des  Stabes  in  der  Gleichgewichtslage  nicht  direkt 
bestimmen,  sondern  nur,  indem  man  das  Mittel  aus  den  äussersten  Lagen 
nahm,  welche  er  bei  diesen  Schwingungen  zur  Rechten  und  Linken  der  Gleich- 
gewichtslage erreichte. 

Cavendish  wandte  zu  seinen  Versuchen  zwei  Drähte  an.  Bei  Anwendung 
des  ersten,  sehr  feinen,  war  die  beobachtete  Schwingungsdauer  f  =  14  Mi- 
nuten und  die  Zahl  n  der  Thcilstriche ,  um  welche  der  Stab  nach  Einwirkung 
der  Kugeln  abgelenkt  wurde,  w  =  16.  In  dem  zweiten  Falle,  bei  sehr  viel 
dickerem  Drahte  war  t=  7  Minuten,  n  =  5,7.    Mit  beiden  Drähten  erhielt 

er  für  d  den  gleichen  Werth 

d  =  5,48. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist  demnach  b^/2TXiol  grösser  als  die 
des  Wassers. 

In  späterer  Zeit  wurden  die  Versuche  zunächst  von  Reich  in  Freibeig 
wiederholt  im  Jahre  1837.  Er  fand  in  der  letzten  Berechnung  dieser  Versuche  i« 
Jahre  1851  denselben  Werth  wie  Cavendish  (?=5,t9.  Später  unternahm  Bau/ 
zu  London  im  Auftrage  der  königlichen  Astronomischen  Gesellschaft  eine  grosse 

Reihe  von  Versuchen  und  erhielt  nach  Correction  einiger  Fehler  als  Mittel  ans  ; 
mehr  als  2000  Versuchen  ri  =  Ö,67,  also  etwas  grösser  wie  Cavendish.  Daraöf 
bestimmte  Reich  1852  nochmals  den  Werth  von  d  und  fand  ihn  gleich  5,6831 

§.  45. 

Versuche  von  Maskelyne.  Es  gibt  noch  eine  zweite  Methode,  am  die 
Anziehung  der  einzelnen  Theile  der  Erde  auf  Körper  zu  messen  und  daraus 


.46. 
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ie  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  nämlich  die  Beobachtung  der 
kblenkung  des  Lothes  durch  grosse  Qebirgsmassen.  Die  ersten  Vßrsuche  der- 
rt  wurden  von  Bouguer  gemacht ;  sie  wiesen  jedoch  nur  nach ,  dass  das  Loth 
rirklich  abgelenkt  wird,  ohne  dass  sie  messend  verfolgt  werden  konnten. 
Üeses  gelang  zuerst  Maskelyne ,  der  an  der  Bergkette  Shehallien  in  Portshire 
1  Schottland  mit  grosser  Sorgfalt  eine  Beihe  von  Messungen  ausführte.  Der 
hehallien  ist  ein  isolirter  von  West  nach  Ost  sich  erstreckender  Gebirgszug, 
essen  geognostische  Zusammensetzung  bekannt  ist,  und  der  eine  einfache 
onn  bat.  Man  konnte  daher  sein  Volumen,  sein  Gewicht,  und  die  Lage 
ines  Schwerpunktes  berechnen.  Maskelyne  wählte  nun  zwei  Stationen  Ä 
id  B  (Kg.  48) ,  die  nördlich  und  südlich  von  dem  Berge  in  einer  durch  den 

Fig.  48. 


hwerpnnkt  desselben  gehenden  Ebene ,  und  auf  demselben  Meridiane  lagen. 
mSchst  wurde  nun  die  Polhöhe  beider  Orte  bestimmt.  Wenn  der  Gebirgs- 
g  nicht  vorhanden  gewesen  wäre ,  so  hätten  die  beiden  Lothe  AF  und  BP' 
aen  Winkel  mit  einander  gebildet,  der  gleich  der  Breitendifferenz  der  beiden 
rte  ist.  Die  Anziehung  der  zwischen  beiden  Orten  liegenden  Gebirgsmassen 
•wirkt  nun,  dass  die  Richtung  der  Lothe  ÄQ  und  BQ'  wird,  oder  dass  die 
ichtung  der  Horizontalen  gegen  den  Berg  hin  sich  erhebt  und  die  Polhöhe 
B  vermehrt,  in  Ä  vermindert  ist.  Man  misst  daher  die  Polhöhe  und  leitet 
^ns  für  jede  Station  die  Ablenkung  des  Lothes  her,  indem  man  von  dem 
iterschiede  der  Polhöhen  die  vorher  bestimmte  Breitendifferenz  abzieht. 
Wirkt  nun  an  einer  der  Stationen  (Fig.  49)  z.  B.  A  die  Anziehung  der 

de  nach  ÄO  mit  einer  Elraft  gleich  -^y  so  wirkt  daneben  die  Anziehung 

3  Berges  in  der  Richtung  AG,  die  wir  als  horizontal  voraussetzen,   mit 

ler  Kraft  gleich    -J— ,  wenn  wir  mit  P  das  Gewicht  des  Berges  und  mit  D 

n.  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  Orte  A  bezeichnen.     Das  Loth  ist 

(nnach  von  zwei  aufeinander  senkrechten  Kräften  angegriffen ,  es  wird  sich 

die  Richtung  der  Besultirenden  AC  stellen  und  mit  OA  einen  Wikel  a 
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bilden,    der  gleich  ist  der  beobachteten  Ablenkung  des  Lothes.     Man  hat 
daher 


imd  daher 


tang  a  == 


^-  =  tanger 


F 

Iß    _   PI(*_ 

P'  ~  P'  n* 


S(^tÄ('n  wir  mm  wieder 

so  wird 

7  =  .^lÜ!^ L. 

n  B  .  D*     taog  a 

Maskelyne  erhielt  nun  aus  dem  von  Hutton  bestimmten  Gewicht  P  des 
] Jorges  und  dem  Abst^inde  7)  des  Schweq)unkt,s  vom  Pendel,  für  d  eine  Zahl, 
die  nahe  gleich  ö  war,  ein  Resultat,  welches  die  Versuche  von  Cavendish  und 
Reich  bestätigt,  da  auf  dic^so  Weise  nicht  die  Genauigkeit  erreicht  werden 
kann,  wie  nach  der  vorigen  Methode. 

§.  46. 

Methode  von  Airy«  Noch  eine  dritte  Methode  gibt  es ,  um  den  Nach- 
weis der  Massenanziehung  an  den  einzelnen  Theilen  der  Erde  zu  liefern  und 
die  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimme^ ,  welche  kürzlich  der  englische  Astro- 
nom  Airy  angewandt  hat.  Dieselbe  beruht  darauf,  dass  der  Werth  der  Be- 
schleunigung ein  anderer  wird,  wenn  man  unter  die  Erdoberfläche  hinabsteigt» 
um  zu  übersehen,  in  welcher  Weise  diese  Veränderung  von  g  stattfindet^ 
denken  wir  uns  die  Erde  zerlegt  in  eine  Kugelschale  von  der  Dicke  x^  der 
Tiefe  der  durchsunkenen  Schicht  und  eine  Kugel  vom  Radius  JB,  «=  JB  —  «. 

Auf  einen  an  der  Oberfläche  befindlichen  Körper  wirkt  nun  sowohl  die 
Anziehung  der  innem  Kugel  als  auch  der  Kugelschale  gerade  so,  als  wSre  die 
Masse  beider  im  Mittelpunkte  vereinigt,  also  so  als  befände  sich  die  Masse  Mg 
der  innem  Kugel  und  die  Masse  M2  der  Schale  im  Abstände  B  von  dem  an* 
g(»zogenen  Körper. 

Anders  jedoch,  wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem 
Radius  7^,  begeben,  also  die  Schicht  x  hinabsteigen.  Die  Kugel  mit  dem 
Radius  Ji^  wirkt  nach  dem  Anziehungsgesetz,  da  der  Körper  sich  ausserhalb 
derselben  befln(k*t,  so  als  wäre  ihre  ganze  Masse  M^  im  Mittelpunkte,  also 
in  der  Entfernung  i?j  vom  angezogenen  Kör])er  vereinigt.  Die  Anziehung  der 
Kugelschale  x  muss  aber  eine  andere  sein ,  da  der  Körper  sich  im  Innem  der- 
selben befinth't.  Wir  können  nun  leicht  na<'hweisen,  dann  eine  Hohlkugel  auf 
vinen  in  ihrem  Innem  b«»finillieh«*n  KöqxT  gar  keine  Anziehung  ausübt,  wenn 
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Fig.  50. 


die  Schale  aus  homogenen  concentrischen  Schichten  besteht;  und  daraus  folgt 
dann,  dass  in  der  Tiefe  x  unter  der  Erdoberfläche  auf  den  Körper  nur  die 
Masse  der  innem  Kugel  aus  der  ihrem  Radius  gleichen  Entfernung  B^  ein- 
wirkt. 

Stelle,  um  diesen  Nachweis  zu  führen,  der  Kreis  (Fig.  50)  einen  Durch- 
schnitt durch  eine  dünne  Schicht  der  Kugelschale  vor,  und  der  Punkt  P  liege 
im  Innem  derselben,  im  Abstände  a  vom  Mittel- 
punkte. Legen  wir  nun  gerade  wie  in  §.  42 
durch  die  Kugelschale  zwei  zu  CP  senkrechte 
unendlich  nahe  Schnitte  MM^  und  NN^y  so 
erbalten  wir  für  die  Anziehung  dieser  Kugel- 
«one  auf  den  Punkt  P,  indem  wir  genau  dieselbe 
Entwicklung  wie  §.  42  anwenden,  auch  iden- 
tisch denselben  Ausdruck ,  nämlich ,  unter  Be- 
nutzung derselben  Zeichen 

-    n  ,r  .d  ,  am  /^    ,    a*  ^  r^  ^ 

Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschalo  zu  erhalten ,  müssen  wir  auch 
in  diesem  Ausdrucke  für  e  alle  möglichen  Werthe  emsetzen  und  die  Summe 
aller  einzelnen  Ausdrücke  bilden.  Die  äussersten  Werthe,  welche  c  annehmen 
kann,  sind  aber  hier  nicht  a  —  r  und  a  -f-  r,  sondern  PO  ==>  r  —  a  und 
PQ  «s=3  r  +  a.  Summiren  wir  nun  genau  so  wie  im  §.  42,  so  wird  damit  die 
Sonune  jetzt 

flu  »'^-j^  *_„.+„)-  (,.  _  „) + e-r  - «;--)  _  0. 

Da  diese  Summe  gleich  Null  ist,  so  folgt  also,  dass  eine  solche  Schicht 
auf  einen  in  ihrem  Innem  liegenden  Punkt  gar  keine  Anziehung  ausübt ,  und 
damit,  dass  überhaupt  eine  aus  concentrischen  homogenen  Schichten  be- 
stehende Kugelschale  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gar  nicht  anzieht. 

Es  folgt  somit,  dass  der  in  der  Tiefe  x  unter  der  Erdoberfläche  befind- 
liche Körper  nur  von  der  innem  Kugel,  deren  Radius  i?,  =  JB  —  a;  ist,  an- 
gezogen wird.  Suchen  wir  nun  zunächst,  wie  sich  die  Beschleunigungen  in  der 
Tiefe  und  an  der  Erdoberfläche  verhalten  müssen. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  innere  Kugel  an  ihrer  Oberfläche  ertheilt, 
sei  Pi .  Die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  ist  dann  gleich  der  Summe; 
der  Beschleunigungen ,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche ,  also  im 
Abstände  R  von  dem  anziehenden  Mittelpunkte  ertheilt,  und  welche  die 
Kugclscbale  von  der  Dicke  x  =  R  —  -Rj  an  ihrer  Oberfläche  erÜieilt. 

Die  Beschleunigung  g\ ,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche 
ertheilt,  ist  nun  nach  dem  Anziehungsgesetz 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberflftche  wie  immer' 
mit  g ,  so  gibt  uns  die  Differenz 

9  —  9\ 
die  Anziehung,   welche  die  äussere  Schale  allein  auf  einen  an  ihrer  ftnssen^ 
Oberfläche  befindlichen  Körper  aiisübt. 

Die  Anziehungen  der  äussern  Schale  sowohl  als  des  innem  Kernes  §^< 
scheheu  so,  als  wären  die  ganzen  Massen  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt; 
sind  daher  proportional  diesen  Massen  selbst,  oder  den  Produkten  aus  d 
Volumen  Fund  F,  und  ihren  Dichtigkeiten  D  und  D|.    Wir  haben  demnaclsi. 

9  —9\  '  9\  =  >M>  :  F,  D, 
und  indem  wir  für  g\  seinen  Werth  einsetzen 

_     h\^ 

9       9\  j^  _    VI)  _  y,  (Ä»  -  Ä,s)  n.D  _  Ä'  -  J?|»     D 
9^  '  jit 

ein  Ausdruck ,  den  man  leicht  auf  die  Form 

bringen  kann,  und  der  zu  erkennen  gibt,  dass  das  Verhältniss  der  Beschl^^' 
nigungen  an  der  Oberfläche  und  in  der  Tiefe  abhängig  ist  von  dem  Yerhlltiii^ 
der  Dichten  der  äussern  Schale  und  in  der  Tiefe.  Derselbe  zeigt  aber  gleich^ 
zeitig,  dass  wenn  man  g^ ,  i?^  und  D  beobachtet,  7)|  sich  berechnen  lässt. 

Hierauf  gestützt,    stellte  Airy  zwei  Pendel   auf,    eines   an  der  E<^' 
Oberfläche,  eines  auf  dem  Boden  des  Bergwerkes  von  Uarton  in  einer  Ti0^ 
von  383  Meter.     Jedes  war,  wie  bei  den  Bordaschen  Versuchen,  vor  eiJ**^ 
astronomischen  ülir  aufgehängt.     Man  beobachtete  die  Oscillationen  miti'^^ 
der  Methode  der  Coincidenzen  und  bestimmte  ihre  Dauer  durch  die  Angab^^ 
der  Uhr.  Wenn  nun  aber  die  Veränderung  der  Schwere  die  Dauer  einer  OsciUifciö'' 
des  Pendels  verändert,  so  ist  klar,  dass  sie  auch  den  Gang  der  Ubr  ändert.    E* 
war  deshalb  noth wendig,  den  Gang  der  untern  Uhr  mit  dem  der  obem  zn  ver- 
gleichen; das  geschah  mittels  elektrischer  Signale,  welche  sich  augenblicklich 
furtpflanzt4;n,  und  durch  die  man  die  Zeitangabe  der  untern  Uhr  corrigirte. 

Die  Beobachtung  ergab  nun,  dass  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 

auf  dem  Boden  des  Bergwerks  .^.^^.  grösser  war,  oder  dass 

^*  =  1,000052 
9  ' 

war,  ein  Resultat,  aus  welchem  sich  ergibt,  dass  7),  bedeutend  grOsser  seil 
iiiusK  als  JK  Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  müsste  die  Schwere  in  der 
'I'ieft»  kleiner  werden ,   wäre  otwa  7)  ==  7), ,  so  ergibt  sich 

9t  _  ^'i  . 
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die  Schwere  müsste  in  demselben  Verhältnisse  abnehmen ,  als  der  Radius  der 

ümern  Kugel  kleiner  ist  wie  der  Badius  der  Erde. 

Indem  man  nun  den  Inhalt  des  Bodens  über  dem  Schachte  untersucht 

erhält  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Schale  in  der  Nähe  des  Orts ,  wo  die 

Versuche  angestellt  wurden.   Dieselbe  ergab  sich  zu  2,5.   Airy  setzt  nun  diese 

Dichtigkeit  als  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Eugelschale  ein,   was  man  ohne 

merklichen  Fehler  thun  darf,   wenn  auch  die  Kugelschale  nicht  vollständig 

homogen  ist,  da  die  nähern  Massen  vorwiegend  einwirken.   Die  Bestimmungen 

Aiiy's  ergaben  femer ,  dass ,  die  Tiefe  des  Hartoner  Schachts  gleich  1  gesetzt, 

Ä  =  16621,7  und  deshalb  i?,  =  16620,7. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  für  2>j  ein ,  so  erhält  man 

7)j  =  6,666, 

so  dass  also  die  Dichtigkeit  des  innem  Kernes ,  oder  da  die  Masse  der  obem 
Schale  gegen  die  des  innem  Kernes  verschwindend  klein  ist ,  die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Erde  ungefähr  6,5 mal  so  gross,  als  die  des  Wassers  wäre. 

Das  Resultat  weicht  allerdings  bedeutend  von  den  andern  ab,  indess 
glaubt  Airy,  und  auch  wohl  mit  Recht,  dass  es  dasselbe  Vertrauen  verdiene, 
*ls  die  früheren  Resultate ,  so  dass  wir  annehmen  dürfen ,  die  mittlere  Dich- 
"gkeit  der  Erde  betrage  zwischen  5,5  und  6,5.  Wir  müssen  daraus  schliessen, 
^^88  das  Erdinnere  aus  weit  dichterer  Materie  zusammengesetzt  ist,  als  die  von 
'^'U  bis  jetzt  erschlossene  Erdrinde. 

Nehmen  wir  für  die  Dichtigkeit  der  Erde  das  Mittel  aus  den  Zahlen  von 
^^ich  und  Airy  oder  in  runder  Zahl  6  an,  so  sind  wir  dadurch  schliesslich  im 
Stande  die  Anziehungen  zu  berechnen,  welche  zwei  der  Einheit  gleiche 
fassen  auf  einander  aus  der  Einheit  der  Entfernung  ausüben.  Bezeichnen  wir 
<lie  Masse  der  Erde  mit  üf ,  so  gibt  uns  das  Anziehungsgesetz  für  die  Zahl  g 
^€  Gleichung 

^orin  f  wie  früher  die  Anziehung  der  beiden  Masseneinheiten  aus  der  Ent- 
^«ernungseinheit  bedeutet;  demnach  ist 

<^  indem  wir  für  M  seinen  Werth  setzen 

f=9-  y^E^^.s  =  0,76  .  g  •  -^-y 

Bit  ist  der  halbe  Umfang  der  Erde,  also  gleich  20000000  Meter.  Setzen 
wir  ftlr  g  seinen  Werth  für  die  Breite  45®,  g  =  9,80552 ,  so  erhalten  wir  mit 
dem  Werthe  d  =  6  für  /*  den  Werth 

/•=  0,00000006128. 

Diese  Zahl  gibt  uns  in  Kilogrammen  den  Zug,  den  jede  Masseneinheit 
auf  die  andere  im  Abstände  1  Meter  ausübt,  oder  in  Meter  die  Beschleunigung, 
welche  die  eine  Masse  der  andern  gegen  sich  hin  ertheilt. 

WühursB,  Phjsik  L    2.  Aafl.  H) 
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§.  47. 

Ebbe  und  Fluth.  Eine  wichtige  Erscheinung  an  unserer  £^dobe^ 
fl&che,  hervorgehend  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung,  und  zwar  ans  der 
Anziehung  des  Mondes  und  der  Sonne ,  ist  das  täglich  zweimalige  Steigen  und 
Fallen  des  Wassers  in  den  grossen  Meeren.  Wir  müssen  uns  hier  begnflgea, 
die  Erscheinung  in  ihren  Grundzügen  zu  erklären. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  auf  die  verschiedenen  Punkte  der  firde 
ausübt,  ist  verschieden,  da  dieselben  von  dem  Monde  verschieden  entfent 
sind.  Ziehen  wir  z.  B.  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  eine  gerade  Linie 
gegen  den  Mond ,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Erde  von  dem  des  Mondes  um  60^ 
der  Punkt,  in  welchem  die  dem  Monde  zugewandte  Erdhälfte  von  der  Gerada 
getroffen  wird ,  um  59 ,  der  entsprechende  Punkt  auf  der  abgewandten  Brd* 
hälfte  61  Erdradien  entfernt.  Nennen  wir  die  Anziehung  des  Mondes  auf  &: 
Masseneinheit  in  der  Entfemungseinheit  /*,  den  Abstand  des  Erdmittelponkta 
vom  Monde  d  und  den  Radius  der  Eirde  B,  so  erhalten  wir  für  die  Anziehiuf| 
auf  jene  drei  Punkte  respective 

/'        f_  _f__ 

d*  '  '  (d  —  B)*'  '  '  [d  +  B)* 

und  als  die  Differenzen  zwischen  den  beiden  letzten  und  der  ersten  Grösse 


2/\JK 
d^ 


wenn  wir  die  Glieder  der  Differenzen ,  in  denen  höhere  Potenzen  von  d  m 
die  dritte  vorkommen,  vernachlässigen.  Um  diese  Grösse  wird  also  der  dal 
Monde  zugewandte  Punkt  der  Erdoberfläche  stärker,  der  vom  Monde  at 
gewandte  Punkt  schwächer  angezogen ,  als  der  Mittelpunkt  der  Erde.  i 

Wäre  nun  die  ganze  Erde  fest,  kein  Punkt  derselben  gegen  die  andeit 
verschiebbar,    so  würden  diese  Differenzen  durch  die  festen  Verbindungen  ft' 
übertragen  werden ,  dass  dadurch  nur  ein  Zug  auf  den  Mittelpunkt  der  Erfl : 
entstände.  Nun  ist  aber  ein  grosser  Theil  der  Erde  mit  Wasser  bedeckt,  dessA- 
einzelne  Theile  gegen  einander  und  gegen  die  festen  Theile  der  Erde  firei  l«* 
weglich   sind.     Das  Wasser  wird  daher  in  Folge   dieser  verschiedenen  l^i 
Ziehungen  eine  Bewegung  annehmen  müssen ,  und  zwar  wird  es ,  wenn  je« 
Linie  zum  Beispiel  die  Erdoberfläche  an  beiden  Punkten  im  Meere  schneidit 
sich  an  beiden  Punkten  erheben  und  dafür  an  den  zwischenliegenden  ftB* 
müssen.  Da  nämlich  an  der  dem  Monde  zugewandten  Seite  das  Wasser  stfrkfl» 
an  der  vom  Monde  abgewandten  Seite   schwächer  angezogen  wird,  ab  dtf 
Mittelpunkt  der  Erde,  so  ist  das  gerade  so,  als  wenn  an  beiden  Punkten e»' 
der  Schwere  entgegengesetzte  Kraft  von  der  Grösse  jener  Differenz  angcbrtc» 
wäre ,  wie  sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung  anschaulich  machen  Iftßst 

Man  habe  3  Punkte  A,  C,  JB]  die  Punkte  Ä  und  B  werden  jeder  dnwl 
«ine  Kraft  gleich  10,  um  ein  Zahlenbeispiel  zu  wählen,  gegen  C  hingowp* 
Nun  seien  femer  an  den  drei  Punkten  nach  gleicher  Richtung,    z.  B.  DW 
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rechts  hin,  folgende  Kräfte  angebracht:  an  J9  die  Kraft  3,  an  (7  die  Kraft  2 
und  an  A  die  Kraft  1.  Diese  Punkte  befinden  sich  gewissermaassen  in  den- 
•dben  Verhältnissen,  wie  unsere  vorhin  betnushteten  Punkte  auf  der  Erde. 
In  dem  Yerhältniss  der  3  Punkte  zu  einander  wird  nun  nichts  geändert ,  wenn 
vir  von  jedem  derselben  die  nach  rechts  hin  ziehende  Kraft  2  fortnehmen. 
Didnrch  ist  der  Punkt  C  wieder  wie  anfangs  von  keiner  Kraft  afficirt.  Am 
Ponkte  B  bleibt  aber  die  Elraft  1  nach  rechts  hin,  also  vom  Punkt  C  fort- 
isehend  übrig.  An  A  zog  ursprünglich  die  Kraft  10  gegen  C  nach  rechts, 
es  trat  dann  noch  die  Kraft  1  hinzu ,  später  aber  nahmen  wir  die  Kraft  2 
wieder  fort;  es  bleibt  also  nur  die  Kraft  9  nach  C  hinziehend  übrig,  oder  da 
wir  ans  statt  der  Kraft  9  die  Kraft  10  nach  C  hin  und  die  Kraft  1  von  C  fort- 
lidiend  denken  können,  so  folgt,  dass  durch  Anbringen  jener  Kräfte  auch 
bei  A  gleichsam  eine  von  C  fortziehende  Kraft  entsteht,  welche  gleich  ist  der 
Differenz  der  von  C  und  A  nach  rechts  hin  wirkenden  Kräfte. 

So  abo  auch  bei  der  £rde.    Durch  Anziehung  des  Mondes  entsteht  an 
don  unter  dem  Monde  und  den  ihm  gegenüber  an  der  andern  Seite  der  Erde    " 
Eegenden  Punkten  gleichsam  eine  das  Wasser  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
loitziehende  Kraft. 

Das  Wasser  muss  also  dort  steigen  und  dafür  an  den  mitten  zwischen 
kiden  liegenden  Punkten  der  Erde  fallen.  Dadurch  müssen  also  zwei,  an 
i&unetral  gegenüberliegenden  Stellen  der  Erde  sich  bildende  Fluthwellen  ent- 
liehen, deren  jede,  da  die  Erde  sich  in  24  Stunden  von  Westen  nach  Osten 
*m  ihre  Axe  dreht,  die  Erde  in  24  Stunden  von  Osten  nach  Westen  um- 
beisen  muss. 

In  den  Meeren  muss  also  täglich  zweimal  Fluth  und  Ebbe  entstehen, 
da  sie  jeden  Tag  den  Mond  einmal  im  Zenith,  einmal  im  Nadir  haben.  Wegen 
der  Eigenbewegung  des  Mondes  in  seiner  Bahn  jedoch ,  wodurch  der  Durch- 
giog  durch  einen  bestimmten  Meridian  täglich  um  50  Minuten  verzögert 
wird,  verzögert  sich  auch  der  Eintritt  von  Ebbe  und  Pluth  jeden  Tag  um 
■bensoviel. 

Ebenso  wie  der  Mond  erzeugt  auch  die  Sonne  Ebbe  und  Fluth,  jedoch 

'ivü  schwächer,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  in  unsem  Ausdruck  — -  , 

itt  uns  die  von  dem  Mittelpunkte  fortziehende  Kraft  angibt,  die  der  Sonne 
.^BiBprechenden  Grössen  einsetzt.  Bezeichnet  M  die  Masse  der  Sonne  und  m 
fc  Masse  des  Mondes ,  so  haben  wir  statt  f  der  Anziehung  des  Mondes  in  der 

'Abstandseinheit  /*  •  —  zu  setzen ,  und  anstatt  d  die  Entfernung  der  Sonne  von 

^Erde  d'  =  400  d,  da  die  Sonne  400  mal  weiter  von  uns  entfernt  ist  als 
^  Mond.  Die  Masse  der  Sonne  M  ist  355  000  mal  grösser  als  die  der  Erde 
''^d  die  der  Erde  gleich  88  w,  also  88  mal  grösser  als  die  des  Mondes.  Wir 
'^ben  demnach  für  die  Differenz  der  Sonnenanziehung 

2fJ{^.  365000^.  88 
d^  .400'         ' 

10  ♦ 
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also  ungefähr  die  Hälfte  des  Unterschiedes  der  Mondanziehong  auf  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Erde.    Die  Sonnenfluth  wird  daher  auch  nur  die  halbe 
Höhe  der  Mondfluth  haben.   Durch  die  vereinte  Wirkung  von  Sonne  und  Moad 
wird  nun  die  Fluthhöhe  entweder  vergrössert  oder  verkleinert.    Stehen  Sonie 
und  Mond  an  der  gleichen  Seite  der  Erde ,  zur  Zeit  des  Neumondes ,  oder  a 
der  entgegengesetzten ,  zur  Zeit  des  Vollmondes,  so  verstärken  sie  die  Fluthei, 
es  treten  die  sogenannten  Springfluthen  ein.    Zur  Zeit  der  Quadraturen,  also 
des  ersten  und  letzten  Viertels  tritt  Sonnenfluth  und  Mondebbe  an  der  glei- 
chen Stelle  auf  und  umgekehrt;   die  Fluthen  sind  dann  als  Nippfluthen  dk 
kleinsten. 

Durch  die  verschiedenen  Tiefen  des  Meeres  und  die  Configuration  d« 
Festlandes  wird  der  Verlauf  der  Fluthen  sowie  das  Gesetz  ihrer  Aendenmgem 
äusserst  verwickeltes,  welches  jedoch  La  Place  in  grosser  Vollständigkeit 
gelöst  hat.   Wir  müssen  uns  hier  begnügen ,  darauf  hingewiesen  zu  haben. 


Litteratur  des  ersten  Abschnittes. 

Die  bisher  vorgetragenen  Lehren  sind  grösstenthcils  so  vielfach  behandelt  oal; 
in  vortrefflichen  Werken  zusammengestellt,  dass  eine  Angabe  der  OriginalqaelUi 
theils  zu  weit  führen  würde,  theils  nur  ein  geschichtliches  Interesse  hat.  Wirit^j 
weisen  daher  in  Betreff  der  genauem  Kenntniss  der  einzelnen  Lehren  auf  die  Tic 
vorzüglichen  Lehrbücher  der  Mechanik,  von  denen  wir  folgende  namhaft  machen. 

1.  Brix,  A.F.,  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper.  Berlin,  1849. 

2.  Broch,  O.J.,  Lehrbuch  der  Mechanik.  Berlin  und  Christiania,  1854. 

3.  Burg,  A. ,  Compendium  der  populären  Mechanik  und  Maschinenlehre.  2.  i. 
Wien,  1849. 

4.  Delaunay,  Gh.,  Cours  de  Mecanique  rationelle.  2.  ^d.  Paris,  1857. 

5.  Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Deutsch  von  Dr.  0.  Schlömüe^ 
2.  A.  Leipzig,  1858. 

6.  C.  G.  J.  Jacohi,  Vorlesungen  über  D3mamik.   Herausgegeben  von  CUkt^i 
Berlin,  1866. 

7.  Jolly,  Ph.,  Prinzipien  der  Mechanik.   Stuttgart,  1852. 

8.  Möbius,  A.  F.,  Lehrbuch  der  Statik.  Leipzig,  1837. 

9.  Pohisot,  L,,  Elc^ments  de  statique.  9.  dd.   Paris,  1848. 

10.  Poi88(m,  S.  D.,  Traite  de  Mecanique.  2.  dd.  Paris,  18S3. 

11.  Ecdtenbacher ,   Prinzipien  der  Mechanik  und  des  Maschinenbaues.    UsB^ 
heim,  1852. 

12.  Jullien,  M.,  Problem  es  de  Mecanique  rationelle.  Paris,  1865. 

Des  geschichtlichen  Interesses  wegen  sei  es  jedoch  gestattet,  die  Antoreo  ni 
Quellen  vorzuführen ,  von  denen  die  verschiedenen  wichtigsten  Lehren  znent  w^ 
getragen  sind.  Daran  schliessen  wir  dann  eine  Angabe  der  Litteratur  der  ncucrei 
Gegenstände,  besonders  der  Lehren  über  Erhaltung  der  Rotations-  und  Schwingangi- 
ebene,  die  in  neuerer  Zeit  durch  den  FoucauWachen  Versuch  die  allgemeine  Aw- 
merksamkeit  auf  sich  gezogen  haben,  sowie  über  die  Bestimmungen  von  g  unddtf-j 
Dichtigkeit  der  Erde. 
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Znm  ersten  Kapitel  bemerken  wir,  dass  die  Fiülgesetze  von  Galilei  erkannt 
ind  in  seinen : 

„Discorsi  e  dimostrazioni  matematiche  intomo  a  due  nuove  scienze  attenenti  alla 
mecanica  ed  i  movimenti  localL  Leiden,  1638/* 
Tolktändig  vorgetragen  sind. 

Die  allgemeinem  Folgerungen  aus  diesen  Gesetzen  zog  zuerst  Imac  Newtofi. 
Er  legte  sie  in  seinem  Werke : 

nPhilosophiae  naturalis  principia  mathematica.  Lond.,  1687/* 
der  Behandlung  der  Lehre  von  den  Bewegungen  und  Kräften  zu   Grunde.    Die 
3 Prinzipien,  welche  er  anwandte,  sind 

1)  das  Prinzip  der  Trägheit,  nur  äussere  Kräfte  ändern  den  Bewegungszustand 
eines  Körpers , 

2)  dass  die  Aenderung  der  Bewegung  proportional  sei  der  wirkenden  Kraft;, 

a)  das  von  uns  §.  14  erläuterte  Prinzip  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung. « 

Unsere  im  §.  14  aus  der  Gleichung  far  die  Bewegung  einer  constant  wirkenden 
Init  abgeleiteten  Gleichungen  Mv  =  Pt  und  V,  Mv*  =  Ps,  wurden  die  erstere 
?on  Cartesius  in  seinen  Principüs  ijhilosophiae  abgeleitet  und  dabei  das  Produkt  Mv 
«1b  das  Maass  der  bewegenden  Kraft  aufgestellt;  die  zweite  entwickelte  Leihnitz 
¥ad  glaubte  seinerseits  das  Produkt  Mv'^  als  Maass  der  bewegenden  Kraft  dem  • 
Ctttesischen  gegenüberstellen  zu  müssen : 

„Brevis  demonstratio  erroris  memorabilis  Cartesii  et  alioram.  Acta  eruditorum. 
Leipzig,  1686,  März.** 

Daran  knüpfte  sich  ein  langer  Streit,  der  vorzugsweise  in  den  Actis  eruditorum 
^fihrt  wurde. 

WAlembert  wies  dann  1743  in  seinem  Traite  de  dynamique  nach,  wie  der 
^anze  Streit  nur  ein  Wertstreit  sei  und  durch  eine  präcisere  Bcgriffsfassung  erledigt 
irerde. 

Die  im  zweiten  Kapitel  vorgetragenen  Sätze  über  die  statischen  Momente  und 
len  Schwerpunkt  rühren  ursprünglich  schon  von  Archimedcs  her: 

„Archimedes  von  Syracus  Vorhandene  Werke  aus  dem  Griechischen  übersetzt  und 
mit  erläuternden  und  kritischen  Anmerkungen  versehen  von  Ernst  Nizze. 
Stralsund,  1824.** 

Theoretische  Beweise  für  das  Hebelgesetz  gaben  zuerst  Cartesius  und  Newton, 
nterer  im  Tractatus  de  mechanica  in  den  opusculis  postumis  Amstellod.  1701. 
letzterer  in  den  Principüs  liber  L  Leges  motus,  lex  III. 

Die  Theorie  der  Wage  wurde  zuerst  vollständig  entwickelt  von  Leonhard  EiUer 
aden  Commentarien  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg. 
Eoni.X. 

Die  Pendelgesetze  wurden  zum  Theil  schon  von  Galilei  entwickelt,  nämlich, 
^  Pendel  von  gleicher  Länge  in  gleichen  Zeiten  ihre  Schwingungen  vollführen, 
IQoh  wenn  die  Gewichte  ungleich  sind ,  und ,  dass  bei  ungleich  langen  Pendellängen 
>di  die  Zeiten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen  verhalten. 

Htiyghens  baute  dann  in  seinem  Werke  : 

nHorologium  Oscillatorium  sive  de  motu  pendulorum  ad  horologia  aptato  demon- 
strationes  geometricae.  Paris,  1673.'' 

^  Theorie  weiter  aus  und  fügte  die  Sätze  hinzu,   dass  nur  imendlich  kleiue 
Schwingungen  genau  isochron  sind ,  und  dass  die  Dauer  eines  Hin  -  und  Herganges 
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des  Pendels  sich  zur  Daner  des  freien  Falles  durch  die  doppelte  Pendellftnge 
halte  wie  die  Peripherien  eines  Kreises  zu  seinem  Durchmesser,  also 

V 
woraus  dann  die  Zeitdauer  einer  Schwingung,  wie  wir  sie  gefasst  haben,  die 
malige  Zuriicklegung  des  Bogens  hervorgeht. 

Von  lluyghenj<  rührt  die  Unterscheidung  des  einfachen  und  zusammengesetzt 
Pendels  und  die  Zurücklührung  des  letztem  auf   das  erstere,*  wie  wir  sie 
getragen  haben. 

Die  erste  Bestimmung  von  g  mittels  des  Pendels  machte  Iluyghens,  er  fx 
g=^  16  Fuss  und  1  Zoll. 

Die  von  uns  mitgetheilte  Methode  von  Borda  befindet  sich  in 
„Base  du  Systeme  Mdtrique  etc.  redigee  par  M.  Delambre.   Tome  III.  pag.  337. 
Paris,  1810." 
und  mit  Berücksichtigung  des  Gewichtes  des  Fadens 
„Biot  et  Arago:  Recueil  d'observations  gdodäsiques  astronomiques  et  pbysiqtx«! 
ex^cutäes  par  Ordre  du  Bureau  des  Longitudes.  Paris,  1821." 
Die  zweite  Methode  wurde  vorgeschlagen  von  Bohnenhergct  in  seiner  Ast:^^ 
nomie.  Tübingen,  1811. 

Die  Ausführung  von  Capt.  Kater  ist  beschrieben 
„  Philosophical  transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  the  year  l81-^> 
p.  33  ff!" 
Die  Gesetze  der  Centrifngalkraft  entwickelte  Huyghen«  zuerst  a.  a.  O.  und 
führlicher  finden  sie  sich  mit  Beweisen  in  den  opusculis  postumis,  Leyden,  1703 , 
einer  Abhandlung  de  vi  centrifuga,  p.  401  sq. 

Auf  die  Erhaltung   der  Rotationsebene   machte   Bohnefiberger   bei  Bekaif^ 
machuug  seines  Apparates  aufmerksam.   Gilbert,  Annalcn,  Bd.  60,  p.  60. 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  sehr  bedeutend 
geschwollen,  seit  Foucault  diese  Eigenschaft  der  rotirenden  Körper  zum 
der  Axendrehung  der  Erde  vorschlug.  Man  sehe  unter  andern  ausser  in  den  Werk^' 
über  Mechanik ,  über  die  freien  Axen 
Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.    Liouville  Journal  de  math^- 
matiques  1851.    {Poinsot,  neue  Theorie  der  Drehung  der  Körper,  überset** 
YOn  Schellbach.   Berlin,  1851.) 
7^.  Foucault,  Sur  une  nouvelle  denionstration  exp($rimentale  du  mouvement  de  '* 
terre  fondee  sur  la  fixite  du  plan  de  rotation.  Comptes  Rendus  hebdomadair^' 
des  s^ances  de  TAcad^mic  des  scicnces.    XXXV.  p.  421.  Paris,  1852.    Fern^ 
C.  R.  XXXV.  p.  424,  p.  602. 
Vvrsmx ,  L'appareil  de  Bohnetiberger  pout  servir  ä  constater  la  rotation  de  la  terre» 

C.  R.  XXXV.  p.  417,  519  und  753. 
./.  Plürker,  Ueber  die  Fcsserscho  Kotationsniaschine,  PoggendortiTs  Annalcn  Bd.W. 
./.  ('.  Pnggen(iorff\  Noch  oin  Wort  über  die  Fessersche  Rotationsmaschine.   Pog- 

^eud.  Annal.  Bd.  90,  p.  348.  (Die  von  uns  mitgetheilte  Erklärung.) 
(r.  Magnus,  Verbesuertt*  Construction  einen  Apparates  zur  Erläuterung  verschie- 
dener Erscheinungen  bei  rutin^nden  Körpern.  Poggend.  Annal.  Bd.  91. 
Der  Foucault'sche  rendelversuch  wurde  zuerst  mitgetheilt  in  der  Abhaudluii}C 
von  Vtnwault: 
L.  Foucault f  Demonstration  i)hysique  du  mouvement  de  rotation  de  latent*  sw 
moyen  du  pendulc.  C'.  R.  XXXII.  p.  135,  aucli  Poggend.  Ann.  82. 
Seitdem  sind  eine  Menge  von  Mittheihmgen  erschienen,  welche  theili  Wieder- 
holungen des  Versuches  darstellen,  theiU  da/u  dienen,  das  Gesetz,  nach  welchem 
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sich  die  Dauer  der  Drehung  unter  yerschiedenen  Breiten  ändert,  zu  bestimmen.  Die 
von  uns  gegebene  Ableitung  fallt  im  Wesentlichen  mit  der  von  Marignac ,  Archive 
des  sciences  phjsiques  et  naturelles.  Tome  XYII.  p.  116  zusammen. 

Eine  yollständige  Zusammenstellung  der  Litteratur  über  diesen  und  den 
vorigen  Gegenstand  findet  sich  in  den  Berichten  über  die  Fortschritte  der  Physik 
dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  in  den  Jahren  1850,  1851, 
Berlin  1865,  1852,  Berlin  1855,  1853,  Berlin  1856  u.  s.  f.,  in  dem  Abschnitt  über 
Mechanik,  Foucault'sche  Versuche. 

Die  im  dritten  Kapitel  vorgetragenen  Lehren  über  die  allgemeine  Attraction 
hat  Newton  in  dem  bereits  erwähnten  Werke  Principia  etc.  entwickelt. 

Die  drei  Keppler'schen  Gesetze,  auf  welche  Newton  seine  Entwickelungen 
stützte,  theilte  Keppler  mit,  die  beiden  ersten  1609  in  seiner  Astronomia  nova 
oixioloyrjTog,  sive  physica  coelestis  tradita  commentariis  de  motu  stellae  Martis 
Pragae  1609;  das  dritte,  welches  er  am  15.  Mai  1618  auffand,  in  Epitome  astrono- 
miae  Copemicanae ,  Lincii  1618. 

Die  Verschiedenheit  von  g  an  verschiedenen  Orten  der  Erde  behauptete  Newton 
zuerst,  und  der  französische  Astronom  Bicher  zeigte  1670,  dass  das  Sekundenpendel 
>A  Cayenne  unter  5^  N.  B,  1,25  Linien  kürzer  sei  als  in  Paris. 

Die  genauem  Messungen  von  g  sind  zusammengestellt  in  Gehleres  Physikalischem 
Wörterbuch  2.  Auflage  von  Brandes,  Munke,  Pfaff',  Lütrow ,  Gmelin,  Horner. 
Bd.  in.  Artikel  Erde  p.  891  ff. 

Cavendish,  Versuche  über  die  Dichtigkeit  der  Erde  sind  mitgetheilt  in  den  Philo - 

sophical  Transactions  LXXXVIII,  auch  Gilbert  Annalen  Bd.  II. 
Beidi,  Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  der  Dreh  wage.  Frei- 
berg, 1838. 
Baily,  Experiments  with  the  Torsion  Rod  for  determining  the  mean  density  of  the 
Earth.    Vol.  XIV  of  the  Mem.  of  the  Royal  Astron.  Society.   London,  1843. 
Unter  demselben  Titel  auch  besonders  erschienen. 
Reich,  Abhandlungen  der  mathematisch  -  phyeik.  Klasse  der  kgl.  sächsischen  Ge- 

selbchaft  der  Wissenschafken.  1.  Bd.  1852. 
Maskdyne  und  HtUtoti,  Philosoph.  Transact  1775  und  1778. 
Airy,  Philosoph.  Transact.  1856. 
Die  Erklärung  von  Ebbe  und  Fluth  gab  zuerst  Newton  in  seinen  Principiis  phil. 
Hat  IIb.  I.  prop.  66  und  lib.  III.  prop.  24.  36.  37. 

Vollständig  ausgeführt  ist  sie  von  Laplace,  Mecanique  cdl^ste  livre  IV  u.  XIII. 
Man  sehe  Gehlefs  Physik.  Wörterbuch  2.  Auflage  Bd.  III.  Artikel  „Ebbe  und 


Zweiter  Abschnitt. 

Von  dem  Gleichgewichte  und  der  Bewegung  der  Korper 

in  ihren  einzelnen  Theilen. 


Erstes  Kapitel, 

Von  den  festen  Körpern. 

§.  48. 

Besohaffenheit  der  Materie.  Bei  unsem  bisherigen  üntersuchimgei 
Über  die  Wirkung  von  Kräften  auf  die  Körper  haben  wir  die  letztem  ab  ab- 
solut starr  angesehen,  indem  wir  nur  die  Bewegungen  ins  Auge  gefasst  habo, 
welche  die  Körper  als  solche  unter  der  Wirkung  der  Kräfte  annehmen,  üntß^ 
suchen  wir  die  Einwirkung  der  Kräfte  auf  die  Körper  aber  genauer,  so  findet 
wir  auch  dann,  wenn  die  Körper  keine  Bewegung  annehmen,  dass  dieselbeü 
durch  die  auf  sie  einwirkenden  Kräfte  Veränderungen  erfahren.  Wir  sehen, 
dass  die  festen  Körper  verlängert  oder  verkürzt,  imd  gebogen  werden  kön- 
nen, wir  sehen  Bewegungen  in  einer  Flüssigkeitsmasse  eintreten,  kun  wir 
sehen,  dass  die  einzelnen  Theile  eines  Körpers  gegen  einander  verschieb- 
bar sind. 

Die  Erscheinungen  dieser  Art,  das  übersieht  man  unmittelbar,  werdoi 
ausser  von  den  äussern  wirksamen  Kräften  wesentlich  bedingt  sein  von  der 
innem  Structur  der  Körper,  oder  was  dasselbe  ist,  von  der  innem  Stmctnr 
dessen,  was  die  Körper  bildet,  der  Materie.  Ehe  wir  deshalb  zur  Untfl^ 
suchung  dieser  Erscheinungen  übergehen,  wird  es  vortheilhaft  sein  zu  unt6^ 
suchen,  ob  wir  nicht  schon  von  anderer  Seite  her  über  diese  Structur  der 
Materie  einigen  Aufschluss  erhalten  können ,  der  uns  die  Untersuchung  der 
an  den  Körpern  beobachteten  physikalischen  Erscheinungen  erleichtert 

Die  erste  Erfahrung,  welche  wir  in  Betreff  der  Stiiictur  der  Körper 
machen,  ist  die  Theilbarkeit  derselben;  es  gibt  keinen  Körper,  der  nicht  in 
Theile  zerlegt,  der  nicht  zerstÜckt  werden  kann.  Diese  Theilbarkeit  geht  so 
weit,  dass  es  ^cht  möglich  ist,  eine  Grenze  derselben  zu  erreichen  oderw 
bestimmen.     Um  sich  davon  zu  überzeugen ,  genügt  es  an  ein  Beispiel  w  er* 
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innem;  ein  wenig  Moschus  verbreitet  in  dem  Baume,  in  dem  es  aufbewahrt 
wird,  einen  sehr  starken  Geruch,    weil  es  fortdauernd   in  demselben  einen 
Theil  seiner  Substanz  zerstreut;  dennoch  kann  es  lange  Zeit  in  dem  Baume 
gelassen  werden,  ohne  dass  sich  sein  Gewicht  vermindert,  denn  die  Theilchen, 
welche  es  ausstösst,   sind  so  klein,    dass  sie  sich  jeder  Messung  entziehen. 
Bei  dieser  grossen  Theilbarkeit  kann  man  zwei  Annahmen  über  die  Constitu- 
tion der  Materie  machen;  man  kann  annehmen,  die  Materie  sei  bis  ins  un- 
endliche theilbar,  oder  man  komme  bei  fortgesetzter  Theilung  schliesslich  auf 
Theilchen,  welche  nicht  weiter  getheilt  werden  können,  auf  Atome.     Macht 
man  die  letztere  Annahme,  so  muss  die  Materie  aus  diesen  kleinsten  Theil- 
chen aufgebaut  sein,  die  im  Innem  als  solche  existiren,  sie  muss  ein  Aggregat 
dieser  einzelnen  Theile ,  dieser  Atome  sein ,  die  in  mehr  oder  weniger  grossen 
Abständen  neben  einander  gelagert  sind ,  ohne  sich  zu  berühren ,  die  sich  an- 
ziehen oder  abstossen  können,   welche  sich  einander  festhalten,   wie  in  den 
festen  Körpern,  oder  gegen  einander  beweglich  bleiben,  wie  in  den  flüssigen 
oder  gasförmigen  Körpern. 

Macht  man  dagegen  die  erstere  Annahme ,  ist  die  Materie  wenn  auch  nur 
ideell  bis  ins  unendliche  theilbar,  so  können  in  der  Materie  keine  discreten 
Theilchen  als  solche  existiren,  sondern  jedes  Theilchen  ist  nur  ein  Theil  des 
Ganzen.  Daraus  folgt  dann ,  dass  nach  dieser  Anschauungsweise  die  Materie 
^en  Baum  eines  Körpers  continuirlich  erfüllen  muss,  natürlich  Spalten  und 
Poren  in  demselben  ausgenommen.  Denn  sobald  man  innerhalb  der  Materie 
«ine  Discontinuitttt  zugibt,  hat  eben  das  für  sich  bestehende  Theilchen  eine 
selbständige  Existenz,  es  ist  der  Baustein,  aus  welchem  die  Materie  zusammen- 
gesetzt ist. 

Schon  die  hierin  gegebene  Fragestellung  beweist,  dass  es  sich  hier  um 
^e  Wahl  einer  von  zwei  möglichen  Hypothesen  über  die  Structur  der  Materie 
"handelt,  somit  auch,  dass  wir  bei  der  Entscheidung  der  Frage  mit  aller  der 
Vorsicht  verfahren  müssen,  welche  bei  der  Bildung  von  Hypothesen  angewandt 
Werden  muss.  Wir  haben  nach  den  in  der  Einleitung  aufgestellten  Prinzipien 
^e  Hypothese  zu  wählen ,  welche  die  von  der  Structur  der  Materie  abhängigen 
Erscheinungen  am  einfachsten  und  ohne  weitere  Hilfshypothesen  verständlich 
i^ht;  die  Erfahrungen  der  Chemie  sind  es,  welche  wir  zunächst  ins  Auge 
^  fassen  haben. 

Wir  können  diese  Erfahrungen  in  folgenden  wenigen  Sätzen  zusammen- 
fi«8en. 

J.  Zwei  verschiedene  Materien  können  sich  zu  einer  dritten  neuen,  deren 
Eigenschaften  von  denen  ihrer  Bestandtheile  wesentlich  verschieden  sind, 
verbinden;  so  der  brennbare  Wasserstoff  und  der  die  Verbrennung  unter- 
haltende Sauerstoff  zu  dem  nicht  brennbaren  Wasser;  das  magnetische  Me- 
tall Eisen  und  der  brennbare  Schwefel  zu. dem  nicht  magnetischen,  nicht 
metallischen  Schwefeleisen. 
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2.  Bei  dem  üebergange  des  Gemenges  zweier  Materien  in  die  Verbuidimg 
findet  stets  eine  Aendenmg  des  Wärmezustandes,  in  den  meisten  Ftikn 
eine  Wärmeentwicklung  statt.  Wasserstoff  und  Sauerstoff  verbinden  sich  in 
passenden  Verhältnissen  gemischt  unter  heftiger  Explosion,  und  die  Flamme 
des  so  mit  Sauerstoff  gemischten  Wasserstoffs,  des  Knallgases,  erzeugt 
eine  der  höchsten  erreichbaren  Temperaturen.  Bei  der  Herstellung  des 
Schwefeleisens  kommt  die  ganze  Masse  in  ein  lebhaftes  Glühen. 

3.  Die  Mengenverhältnisse  der  einzelnen  Materien,  welche  in  eine  Verbinduag 
eingehen,  sind  immer  dieselben.  Wasserstoff  und  Sauerstoff  treten 
Wasser  immer  nur  in  dem  Verhältniss  zusammen ,  dass  auf  je  ein  0fr 
wichtstheil  Wasserstoff  acht  Gewichtstheile  Sauerstoff  kommen ,  SchweHj 
und  Eisen  zu  Schwefeleisen  nur  so,  dass  zu  je  einem  Gewicbtstbeil  Schivrfi] 
1,75  Gewichtstheil  Eisen  treten,  und  so  in  allen  Fällen. 

4.  Zwei  Materien  können  sich  in  verschiedenen  Verhältnissen  zu  neuen  lUl-l 
rien  verbinden ;  so  kann  Wasserstoff  mit  Sauerstoff  ausser  zu  Wasser 
zu  einem   zweiten  Körper  zusammentreten,    zu  Wasserstoffdioxyd; 
Menge  des  Sauerstoffs,  die  dann  zum  Wasserstoff  tritt ,  ist  gerade  die 
pelte  der  im  Wasser  vorhandenen,   auf  je  ein  Gewichtstheil  Wi 
kommen   16  Gewichtstheile  Sauerstoff.     Eine  zahlreiche  Reihe  von 
bindungen  bildet  z.  B.  der  Stickstoff  mit  dem  Sauerstoff,  die  Verbind! 
sind  Stickoxydul,   Stickoxyd,'  Salpetrigsäureanhydrid,   Stickstofflei 
und  Salpetersäureanhydrid.    Die  Gewichtsmengen  Sauerstoff,  welche 
einem  Gewicht  Stickstoff  getreten ,  verhalten  sich  in  diesen  Verbind! 

der  Reihe  nach  wie  1:2:3:4:5.    Im  Stickoxydul  tritt  zur  GewicW 

8 
Stickstoff  -  -  Gewicht  Sauerstoff,  in  den  folgenden  das  Doppelte,  Droifi 

und  so  fort.     Aehnlich   ist  es  bei  andern  Körpern;   so  liefert  das  Me 
Mangan  eine  Reihe  von  Verbindungen ,  dieselben  enthalten : 


1)  Manganoxydul  .  . 

2)  Mangansuperoxyd 

3)  Mangansesquioxyd 

4)  Uebermangansäure 

5)  Manganoxyduloxyd 
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auf  1  Gewichtstheil  Mangan  -_—  •  Sauerstoff 
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Diese  und  eine  Menge  ähnlicher  Erfahrungen  fasst  die  Chemie  unter 
Gesetze  der  multiplen  Proportionen  zusammen,    wonach   verschiedene 
bindungen  jo  zweier  Materien  dadurch  entstehen ,  dass  die  einzelnen 
theile  nach  bestimmten  Gewichtsmengen  oder  nach  einfachen  Vielfachen 
Gewichtsmengen  zusammentreten. 

Bezeichnen  wir,  um  die  Sauerstoffmengen  und  die  Manganmengen, 
in  den  verschiedenen  Verbindimgen  zusammentreten^  durch  die  kleinsten , 


w  J 
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Zahlen  anszndracken,  55  Grewichtseinheiten  Mangan  mit  JtfV»,  und  16  Ge- 
wichtseinheiten Sauerstoff  mit  Ö,  so  können  wir  die  sfimmtlichen  Mangan- 
Terbindungen  darstellen  durch 

Ebenso  können  wir  auch  die  Verbindungen  des  Stickstoffs  mit  dem 
Sauerstoff  darstellen;  bezeichnen  wir  die  Gewichtsmenge  14  des  Stickstoffs 
mit  i^,  so  sind  die  fünf  Stickstoffyerbindungen 

N^O,  NO,  N^O,,  NO^,  N^O,, 

worin  auch  hier  das  Zeichen  0  die  Gewichtsmenge  16  Sauerstoff  bezeichnet. 
Sdiliesslich  lassen  sich  ebenso  die  Wasserstoffverbindungen  als  H2  0  und 
H^  Oj  bezeichnen,  wenn  die  Gewichtsmenge  1  Wasserstoff  mit  H  bezeichnet 
wird. 

Bezeichnen  wir  ganz  allgemein  jene  Gewichtsmenge  irgend  einer  Materie, 
weldie  selbst  oder  von  der  ein  Vielfaches  mit  16  Gewichtstheilen  Sauerstoff 
oder  mit  einem  Vielfeu^hen  derselben  zusammentritt,  mit  A,  so  können  wir  jede 
Saaerstoffverbindung  darstellen  durch  die  Formel 

m  A-\-  n  ,  Oj 

Wmn  m  und  n  stets  ganze  und  zwar  nicht  grosse  Zahlen  sind. 

Biese  Gewichtsmengen  A  sind  die  Mischungsgewichte  der  einzelnen  Ma- 
Brian  in  Bezug  auf  Sauerstoff,  die  Chemie  bezeichnet  dieselben  durch  die 
Uifangsbuchstaben  der  lateinischen  Namen  der  Elemente. 

.  Die  so  bestimmten  Mischangsgewichte  haben  aber  noch  eine  weitere  Be- 
deutung.   Die  verschiedenen  Materien  verbinden  sich  nicht  nur  mit  dem 
Sauerstoff,  sondern  auch  unter  einander  nach  den  beiden  angegebenen  Ge- 
setzen, dem  Gesetze  der  festen  Verhältnisse  und  dem  der  multiplen  Pro- 
portionen.     Die  Untersuchung  der  Gewichtsmengen,    nach  welchen  die 
verschiedenen  Materien  zusammentreten,  zeigt  dann,  dass  dieselben  Zahlen, 
welche  die  Mischungsgewichte  für  die  Sauerstoffverbindungen  angeben, 
auch  gelten  fttr  die  Verbindung  der  Körper  unter  einander.     Bedeutet  S 
die  Gewichtsmenge  32  Schwefel,  so  sind  die  Verbindungen  des  Schwefels 
mit  Sauerstoff  wieder  m  S  -\-  n  0.    "Die  Verbindungen  des  Schwefels  mit 
Wasserstoff  sind  dann  m  S  -\-  nH^  mit  Mangan  w  ä  +  n  Mn,     Bedeutet 
das  Zeichen  Cl  die  Gewichtsmenge  35,5  Chlor,    so  sind  die  Sauerstoff- 
verbindungen des  Chlor  gegeben  durch  m  Cl  -^  n  0,     Die  Verbindung 
des  Chlors  mit  dem  Wasserstoff  ist  dann  fl'j  ^2^  ^^®  Verbindungen  des 
Chlors  mit  Schwefel  wieder  m  Cl  -\-  n  JSj    die  des  Chlor   mit  Mangan 
f^Ci  ^  fi  jlffi^   wo  immer  m  und  n  ganze  nicht  grosse  Zahlen  sind.    Kurz 
Bind  A  und  B  die  Mischungsgewichte  irgend  zweier  Materien  fttr  die  Sauer- 
stoffverbindungen ,  so  sind  immer  mit  derselben  Bedeutung  von  m  und  «, 
mA  -f-  wJ?  die  Verbindungen  dieser  beiden  Körper.    Auch  dann,  wenn  3,4 
und  mehrere  Elemente  zusammentreten ,  bleibt  immer  dieselbe  Beziehung 
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bestehen;   sind  A^  J?,   C,  D  die  Mischungsgewichte  von  vier  Materien, 
so  sind  alle  ihre  Verbindungen  dargestellt  durch 

worin  m,  n,  p,  q  ganze  nicht  grosse  Zahlen  sind. 

Geben  wir  nun  dazu  über,  diese  Erfahrungen  der  Chemie  mit  den  beiden 
möglichen  Hypothesen  Über  die  Structur  der  Materie  zusammenzustellen.  Jene 
derselben  haben  wir  als  die  für  uns  wahrscheinliche  zu  wählen,  welche  die 
oben  experimentell  gefundenen  Gesetze  am  ungezwungensten  aus  sich  ent- 
wickeln lässt,  welche,  einmal  aufgestellt,  dieselben  als  noth wendige  Folge- 
rungen erkennen  lässt. 

Die  Wahl  kann  uns  in  diesem  Falle  nicht  schwer  fallen.    Ist  die  Matexie 
etwas  den  Baum  stetig  Erfüllendes  und  nicht  ein  Aggregat  selbständig  existi- 
rcnder  in  gewissen  Abständen  neben  einander  gelagerter  Atome,   so  ist  der 
Vorgang  der  Verbindung  selbst  ein  höchst  dunkler.   Die  einzige  Möglichkeit 
ist  dann,   dass  die  Materien  sich  gegenseitig  durchdringen;   nehmen  wir  du 
aber  an,  warum  durchdringen  sich  die  Materien  nur  in  ganz  bestimmten,  un- 
veränderlichen Verhältnissen?    Wir  sehen  z.  B. ,  dass  die  Gewichtsmenge  U 
Stickstoff  mit  8,  16,  24  . .  Sauerstoff  sich  verbinden  kann,   dass  also  diew 
Menge  Stickstoff  mehr  wie  8  Sauerstoff  aufnehmen  kann ,  warum  nun  g^sni» 
nur  die  doppelte,  dreifache  etc.  Menge?  Besonders  aber  warum  durchdringen 
sich  die  verschiedenen  Materien  gerade  in  dem  Verhältniss,   in  welchem  sie 
mit  dem  Sauerstoff  zusammentreten?  Alle  diese  Gesetze  folgen  aus  dieser  Bj* 
pothese  über  die  Constitution  der  Materie  nicht,  jedes  derselben  verlangt,  rm 
mit  derselben  in  Einklang  gebracht  zu  werden ,  eine  neue  der  Materie  beizu- 
legende Eigenschaft;  so  die  Eigenschaft,  dass  eine  Materie  in  die  andere  ein- 
dringen kann,  die  Eigenschaft,  durch  eine  ganz  bestimmte  Menge  eingedrungener 
Materie,  aber  auch  durch  die  doppelte,  dreifache  Menge  gesättigt  zu  werden 
u.  s.  f.;  kurz  man  sieht,  jede  dieser  Thatsachen  bedarf  zu  ihrem  Verstftndni» 
eine  besondere  Eigenschaft  der  Materie ,  die  wir  ihr  aber  lediglich  in  Folge  der 
beobachteten  Thatsache  beilegen.     Das  aber  ist  gerade  das  Charakteristidie 
einer  schlechten  Hypothese,  dass  sie  allein  nicht  hinreicht,  die  mit  ihr  in  Ver 
bindung  stehenden  Thatsachen  zu  erklären,  dass  jede  neue  Thatsache  eine  neue  1 
Hilfshypothese  verlangt. 

Wie  anders  zeigt  sich  dagegen  die  zweite  Hypothese ;   nehmen  wir  H  ' 
dass  die  Materie  aus  Atomen  bestehe ,  so  ergeben  sich  die  beobachteten  TW-  ; 
Sachen  und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  als  so  unmittelbare  Folgen,  datf 
man  sofort  diese  Erscheinungen  als  im  Wesen  der  Materie  begründet  erkennt 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar,  worin  die  Verbindung  zweier  Körper 
besteht,  und  worin  sie  sich  von  dem  Gemenge  unterscheidet.  In  dem  Gemeng« 
sind  die  einzelnen  Materien  ungeändert,  jede  mit  ihren  charskteristischa 
Eigenschaften  enthalten,  die  atomistische  Hypothese  sagt  uns,  dass  der  Grund 
der  ist,   dass  in  einem  solchen  Gemenge  die  Atome  der  einzelnen  Materit« 
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neben  einander ,  jedes  ftlr  sich  existirend ,  bestehen.  Verwandelt  sich  das  Ge- 
menge in  eine  Verbindung,  so  treten  die  Atome  der  einzelnen  Materien  zu- 
sammen, sie  lagern  sich  fest  an  einander  und  existiren  nur  mehr  als  verbundene 
Moleküle.  Im  Wasser  existirt  nicht  mehr  das  Wasserstoffatom  oder  das  Sauer- 
sto&tom,  sondern  jedes  Sauerstoffatom  ist  mit  zwei  Wassersfoffatomen  un- 
HzflMich  verbunden,    und  die  Verbindung  dieser  Atome  bildet  das  Atom 


1)  Im  Augenblicke  nun,  wo  diese  Atome  zusammentreten,  muss  jedenfalls 
;ine  sehr  lebhafte  Bewegung  derselben  eintreten ,  indem  Atom  an  Atom  an- 
)rallt  und  nun  die  Atome  als  Atomgruppen  oder  Moleküle  weiter  existiren; 
fir  sehen  die  lebhafte  Bewegimg  in  den  Wärmeerseheinungen,  welche  jede 
ihemische  Verbindung  begleitet. 

2)  Da  in  der  Verbindung  die  Atome  der  einzelnen  Materien  nicht  mehr 
ds  solche  existiren,  so  müssen  die  Eigenschaften  der  Verbindungen  ganz 
mdere  sein  als  diejenigen  der  Materien,  aus  welchen  sie  sich  bilden.  Denn 
U  die  Materie  aus  den  Atomen  aufgebaut  ist,  sind  auch  die  Atome  die  Träger 
ler  Eigenschaften ,  die  wir  an  der  Materie  wahrnehmen ;  die  Atome  der  Ver- 
aindnng  sind  aber  ganz  andere  als  jene  der  getrennten  Materien,  es  müssen 
Uialb  auch  ihre  Eigenschaften  und  somit  auch  die  der  Verbindung  ganz 
ädere  sein  als  die  der  Bestandtheile. 

3)  Die  Atome  der  einzelnen  Materien  haben  eine  unveränderliche  Grösse 
ind  ein  festbestimmtes  Gewicht,  welches  für  die  verschiedenen  Materien 
verschieden  ist.  Wenn  nun  in  einer  Verbindung  je  ein  Atom  der  einen 
feterie  sich  an  je  ein  Atom  der  andern  anlegt,  oder  wenn  sich  je  m  Atome 
ler  einen  an  je  n  Atome  der  andern  anlegen,  so  ist  damit  auch  das  Verhält- 
liss  der  Gewichte ,  in  welchem  die  Materien  in  eine  Verbindung  eingehen ,  ein 
?a]i2  festes  und  bestimmtes;  es  muss  entweder  das  Verhältniss  der  Gewichte 
ler  einzelnen  Atome  selbst,  oder  das  Verhältniss  der  Gewichte  von  m  Atomen 
ler  einen  zu  n  Atomen  der  andern  Materie  sein.  Das  experimentell  bewiesene 
lesetz  der  Verbindung  nach  festen  Verhältnissen  ist  der  thatsächliche  Aus- 
tnck  dieser  aus  der  Structur  der  Materie  gezogenen  Folgerungen. 

4)  Ebenso  folgt  unmittelbar  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen.  In 
iner  Verbindung  können  die  Materien  Atom  für  Atom  zusammentreten ,  es 
:Qnnen  aber  auch  mit  je  einem  Atom  der  einen  2 ,  3,  4  . .  n  Atome  der  andern 
usammentreten  oder  auch  2 ,  3  . . .  m  Atome  der  einen  mit  n  Atomen  der 
Hdem,  wo  aber  m  und  n,  da  die  Atome  nicht  theilbar  sind,  inmier  ganze 
•ahlen  sein  müssen.  Das  ist  aber  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen, 
^  dem  jede  Verbindung  zweier  Materien  nach  Vielfachen  der  Mischungs- 
ewichte  derselben  erfolgt. 

5)  Sind  aber  die  Mengenverhältnisse ,  in  welchen  die  Materien  zusammen- 
reten,  die  Gewichtsverhältnisse  ihrer  Atome,  so  folgt  schliesslich  auch, 
ass  dieselben  Verhältnisszahlen,  die  für  die  Verbindungen  einer  Gruppe 
laassgebend  sind ,  es  fär  alle  sein  müssen.   Denn  sind  Ä  und  B  die  Gewichts- 
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mengen  zweier  Materien ,  welche  sich  mit  der  Menge  C  einer  dritten  m  den 
Verbindungen  ^Cund  BC  verbinden,  so  können,  da  Ä  und  B  uns  die  Ge- 
wichte der  Atome  dieser  beiden  Materien  repräsentiren,  sie  selbst  auch  nur 
in  den  Verhältnissen  mÄ  und  n  B  zusammentreten.  Das  fünfte  der  vorhin  ab- 
geleiteten Gesetze  zeigt,  dass  es  in  der  That  sich  so  verhält. 

Schon  diese  Erfahrungen  zeigen  also  die  bedeutende  Ueberlegenheit  der 
atomistischen  Hypothese;  sie  zeigen,  dass  dieselbe  jene  Eigenschaften  besitit, 
welche  wir  von  einer  Hypothese  fordern ,  wenn  wir  sie  in  den  Naturwissen- 
schaften zulassen,  nämlich  dass  sie  einen  einfachen  obersten  Grundsatz  bilde, 
aus  welchem  die  mit  ihr  verknüpften  Thatsachen  unmittelbar  folgen. 

Die  Erscheinungen  der  chemischen  Verbindungen  sind  indess  immer  noch 
ein  einseitiges  Gebiet,  und  es  genügt  nicht,  um  eine  Hypothese  zuzulassen, 
welche  eine  so  allgemeine  Bedeutung  hat,  dass  sie  sich  auf  einem  solchen 
bewähre ,  sie  muss  sich  auch  auf  andern  Gebieten ,  die  von  der  Beschaffenheit 
der  Materie  bedingt  sind,  als  ebenso  stichhaltig  bewähren.  Wenden  wir  unm 
zu  solchen,  und  zwar  zunächst  zu  den  Erscheinungen  der  chemischen  Zer- 
setzung. 

Wenn  wir  einen  zusanmiengesetzten  Körper,  z.  B.  Wasser,  chemisch  zer- 
legen ,  so  erhalten  wir  aus  ihm  immer  die  Bestandtheile ,  welche  wir  zu  seiner 
Zusammensetzung  vcrwan^lten,  also  immer  Sauerstoff  und  Wasserstoff  genmn 
in  den  zur  Zusammensetzung  des  Wassers  erforderlichen  Gewichtsverhältniasen, 
immer  auf  einen  Gewichtsthcil  Wasserstoff  acht  Gewichtstheile  Sauerstoff. 
Diese  Thatsache  ist  nur  verständlich ,  wenn  wir  das  Wasser  nicht  als  einen 
Körper  betrachten ,  aus  welchem  unter  gewissen  Umständen  Wasserstoff  und 
Sauerstoff  entstehen  kann,  sondern  wenn  wir  annehmen,  dass  diese  Bestand- 
theile wirklich  als  solche  und  zwar  in  den  angegebenen  Gewichtsverhftltnissen 
im  Wasser  vorhanden  sind.  Dann  aber  müssen  diese  beiden  Stoffe,  wenn 
auch  noch  so  innig  verbunden,  so  doch  räumlich  getrennt  sein.  Wenn  wir 
nun  die  Theilung  des  Wassers  immer  weiter  fortgesetzt  denken,  so  müssen 
wir  schliesslich  auf  Wasserthcilchcn  kommen ,  deren  nochmalige  Theilung  die 
l^standtheile  des  Wassers  von  einander  trennt,  deren  nochmalige  Zerlegung 
also  bewirkt,  dass  die  getheilte  Substanz  aufhört,  als  solche,  wie  sie  war,  zu 
existiren.   Diese  letzten  Tbeilchen  sind  es,  die  wir  Atome  nennen. 

Man  sieht,  dass  wir  den  Gesetzen  der  chemischen  Zerlegung  zu  Folge  auf 
das  Dasein  der  Atome  geführt  wurden,  durch  den  aus  jenen  Gesetzen  ge- 
zogenen Schluss,  dass  in  den  Verbindungen  die  Bestandtheile,  wenn  auch 
nicht  mehr  isolirt,  so  doch  noch  als  solche  existiren.  Dieser  Schluss,  der  viel- 
leicht auf  den  erst4}n  Blick  nicht  ganz  exakt  erscheinen  mag,  wird  durch  einigt' 
andere  chemische  Thatsachen  zur  unabweisbaren  Nothwendigkeit. 

I)ie  organische  Chemie  lehrt  uns  verschiedene  Körper  kennen,  welche  bei 
genau  gleiclier  Zusammensetzung  .sich  doch  ganz  verschieden  verhalten,  es 
.sind  die  sogenannten  isomeren  Körper  im  weitesten  Sinne  des  Wortes.  Unter 
diesen   isomeren  Körpern  gibt    es  eine  <ini])pe,    die  iiietumeren,    welche    bei 
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ganz  identischer  elementarer  Zusammensetzung  unter  ganz  gleicher  Behand- 
longsweise  dennoch  ganz  verschiedene  Zersetzungsprodukte  liefern. 

So  gibt  es  z.  B.  zwei  Verbindungen,  welche  nach  der  Formel  Cq  H^2  ^2 
fusammengesetzt  sind,  das  valeriansaure  Methyl,  welches  aus  der  Einwirkung 
Ton  Valeriansaure  auf  Holzgeist  entsteht,   und  das  buttersaure  Aethyl,   ent- 
standen aus  der  Einwirkung  von  Buttersäure  auf  Weingeist;   in  beiden  sind 
mit  72  Gewichtstheilen  Kohlenstoff  12  Gewichtstheile  Wasserstoff  und  32  Ge- 
wichtstheile  Sauerstoff  verbimden.    Beim  Einwirken  von  Aetzkali  auf  diese 
beiden,   genau  aus  den  gleichen  Elementen  bestehenden  Substanzen  ist  das 
Besultat  aber  sehr  verschieden;  die  eine  liefert  nach  dem  Schema 

valeriansaures  Eali  und  Methylalkohol,  die  andere  nach  dem  Schema 

battersaures  Kali  und  Aetbjlalkohol. 

Aus  einem  Körper  von  genau  gleicher  Zusammensetzung  treten  also  bei 
genan  gleicher  Behandlung  ganz  verschiedene  Körper  hervor.  Diese  Thatsache 
ist  unbegreiflich,  wenn  wir  nicht  annehmen,  dass  in  der  auf  verschiedenen 
Wegen  dargestellten  Verbindung  C^H^^^i  ^^^(^its  dieBestandtheile  der  Körper, 
in  die  sie  zerfallen  kann ,  also  einmal  die  Atomgruppen  C^  H^  0  und  CH^ ,  das 
anderemal  die  Atomgruppen  C^H-jO  und  Cji/g  wirklich  als  solche  vorhanden 
sind.  Dann  aber  müssen  sie  räumlich  getrennt  sein;  und  eine  fortgesetzte 
Theilung  muss  auf  Elemente  führen ,  deren  weitere  Zertheilung  die  Substanz 
in  ihre  Bestandtheile  auflöst,  auf  Atome. 

Diese  Deduction^)  aus  den  Gesetzen  der  Zerlegung  der  Körper  bezieht 
sich  allerdings  zunächst  nur  auf  die  zusammengesetzten  Körper,  wir  werden 
sie  aber  auf  die  sogenannten  einfachen  Körper  ausdehnen  müssen.  Denn  zu- 
nftcbst  sind  wir  nicht  berechtigt,  diese  Körper,  welche  uns  zu  zerlegen  noch 
nicht  gelungen  ist,  wirklich  als  einfache  Körper  zu  betrachten,  dann  aber 
besteht  zwischen  ihnen  und  den  nachweisbar  zusammengesetzten  Substanzen 
nicht  ein  solcher  Unterschied,  dass  wir  annehmen  dürfen,  sie  seien  von  we- 
sentlich verschiedener  Natur.  Zudem  aber  lehrt  uns  auch  über  diese  die 
Chemie  Thatsachen  kennen ,  welche  nicht  zu  verstehen  sind  ohne  die  Annahme 
von  Atomen. 

Die  Chemie  zeigt  uns  nämlich  eine  Reihe  von  einfachen  Körpern  in  ver- 
schiedenen, den  sogenannten  allotropen  Modificationen ,  in  denen  dieselben 
Körper  ganz  verschiedene  Eigenschaften  haben,  ohne  dass  zu  ihnen  etwas 
hinzugetreten  oder  etwas  von  ihnen  fortgejiommen  wäre.  So  kommt  die  Kolile 

1)  Kopp,  Lehrbuch  der  physikalischen  u.  theoretischen  Chemie  als  1.  Bd.  des 
Lehrb.  d.  Chemie  v.  Graham-Otto,  2.  Aufl. 
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krjstallinisch  iu  zwei  ganz  verschiedenen  Formen  vor,  als  Diamant  und  als 
Graphit;  beide  Formen  sind  reiner  Kohlenstoff,  denn  die  Verbrennong  glei- 
cher Gewichtsmengen  beider  lie/ert  genau  die  gleiche  Menge  KohlensSnre. 
Trotzdem  sind  die  beiden  Körper  ganz  und  gar  verschieden.  Der  Diamant  eil 
klarer  durchsichtiger  Körper,  härter  wie  irgend  ein  anderer,  der  Gr^dot 
schwarz  undurchsichtig  und  so  weich ,  dass  er  auf  dem  Papiere  abf&rbt;  ei  iii 
das  Material  unserer  Bleistifte.  Der  Schwefel  ist  in  einer  ganzen  Reihe  vat- 
schiedener  Formen  bekannt  ^) ,  er  konunt  vor  als  Ehombenoktaeder  krystilKr 
sirt ,  und  in  klinorhombischen  Prismen ,  bald  ist  er  hart ,  bald  weich  wie 
Kautschuk,  bald  ist  er  in  Schwefelkohlenstoff  löslich,  bald  unlöslich,  der  eine 
ist  hellgelb ,  der  andere  durchsichtig  und  braun.  Es  ist  in  allen  Formen  niehU 
als  Schwefel ,  denn  verbrennen  wir  ihn ,  in  welcher  Form  es  sei ,  wir  bekoa- 
men  aus  allen  Formen  nichts  als  schweflige  Säure ,  und  bei  Verbrennung  ^ 
eher  Gewichte  immer  dieselbe  Menge. 

Aehnliches  gilt  vom  Selen,  welches  als  metallisches  und  als  glasartigMi 
vom  Arsen,  welches  als  metallisches  und  graphitartiges  vorkommt,  tob 
Phosphor  u.  s.  f. 

In  der  Natur  findet  sich  der  Schwefel  in  Bhombenoktaedem  krjstallisi^ 
und  in  diese  Form  lassen  sich  alle  übrigen  durch  gewisse  Manipulationen  n* 
rückführen.  Bei  dieser  üeberführung  zeigt  sich  aber  dann  im  Augenblicke  ir 
Verwandlung  eine  plötzliche  spontane  Erwärmung ,  wie  Begnault  gezeigt  hat^ 
Aus  dem  metallischen  Selen  erhält  man  das  amorphe  glasartige,  indem  mtt 
es  schmilzt  und  dann  tropfenweise  in  kaltes  Wasser  fallen  lässt  oder  auf  eioMi 
kalten  Bleche  ausgiesst ,  überhaupt  es  rasch  erkaltet.  Erwärmt  man  dami  d« 
amorphe  Selen  auf  94^'  C. ,  so  geht  es  plötzlich  in  metallisches  über.  IMw 
zeigt  es  dann  eine  sehr  beträchtliche  Wärmeentwicklung,  die,  wie  Hittorf ^ 
zuerst  gezeigt  hat,  das  Selen  auf  eine  Temperatur  von  über  200®  erwtooi 
Gleichzeitig  tritt  dabei  eine  ganz  beträchtliche  Verdichtung  ein,  indem  dtf 
specifische  Gewicht  von  4,28  auf  4,80  steigt. 

Diese  Thatsachen  führen  uns  unab weislich  darauf,  auch  für  die  einfultf 
Körper  die  atomistische  Hypothese  zu  wählen ;  denn  ist  die  Materie  ein  Cot- 
tinuum ,  so  können  wir  es  absolut  nicht  verstehen ,  wie  ein  und  dieselbe  Mir 
terie  sich  verschieden  verhalten  kann;  besteht  sie  aber  aus  Atomen,  so  ad 
die  verschiedenen  Zustände  leicht  erklärlich.  Die  Atome  müssen  in  den  B^ 
pem  eine  gewisse  Gruppirung  haben,  und  die  physikaliBchen  Eigenschafti^ 
Durchsichtigkeit,  Härte,  Dichtigkeit  werden  nicht  nur  von  der  BeschaffenbA 
sondern  auch  von  der  Gruppirung  der  Atome  abhängen.  Die  allotropen  2^ 
stände  sind  dann  nichts  als  verschiedene  Lagerung  der  Atome. 


1)  Man  sehe  über  diese  verschiedenen  Modificationen:  Ordham-Otto ,  Lehrb.dff 
Chemie.  Bd.  II. 

2)  EegtMult,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III  Ser.  T.  1. 

3)  llütorf,  Poggend.  Ann.   Bd.  84. 
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Werden  die  Substanzen  aus  einer  Modiiication  in  die  andere  übergeführt, 
80  inass  eine  Bewegung  der  Atome  eintreten,  wir  haben  sie  wahrgenommen 
k  den  Wftrmeerscheinangen ,  welche  bei  dieser  üeberftLhrung  sich  zeigen. 

Wir  erhalten  somit  von  der  Chemie  eine  ganze  Beihe  von  Thatsachen, 
wdche  von  den  beiden  möglichen  Hypothesen  über  die  Stnictur  der  Materie 
die  eine  als  durchaus  unzulässig  erkennen  lassen.  Wir  sind  dadurch  jedenfalls 
berechtigt  y  unsem  Untersuchungen  Über  die  an  der  Materie  beobachteten  phy- 
likalischen  Erscheinungen  die  atomis tische  Hypothese  zu  Grunde  zu  legen. 
Dftbei  wird  die  Fruchtbarkeit  dieser  Hypothese  erst  recht  hervortreten ,  wenn 
wir  sehen ,  dass  die  verwickeltsten  Erscheinungen  im  Lichte  dieser  Hypothese 
sidi  einfach  und  ungezwungen  erklären  lassen.  Ja  wir  werden  eine  ganze 
Beihe  von  Erscheinungen  finden,  die  sich  ebenso  wie  die  Isomerie  und  die 
ADotropie  Überhaupt  nur  verstehen  lassen  unter  der  Annahme ,  dass  die  Ma- 
terie ein  Aggregat  discreter- Theilchen  ist,  welche  sich  in  Abständen  von 
einander  befinden,  die  mit  gewissen  genau  messbaren  Grössen,  der  Länge  der 
Liditwellen  vergleichbar  sind. 

£he  wir  nun  zur  Besprechung  der  einzelnen  Erscheinungen  übergehen, 
wden  wir  noch  die  Frage  zu  beantworten  haben,  wie  wir  uns  die  Atome  denn 
fipntlich  zu  denken  haben.  Die  Erfahrung  gibt  uns  darüber  direkt  nichts 
tt;  bei  der  Besprechung  dieser  Frage  begeben  wir  uns  ganz  auf  das  Gebiet 
der  Speculation ,  welche  nur  den  Zweck  haben  kann ,  den  scheinbaren  Wider- 
spruch, dass  eine  gegebene  Menge  Materie,  das  Atom  untheilbar  sein  soll, 
nrflckzuweisen. 

Für  die  zusammengesetzten  Körper  konnten  wir  vorhin  bereits  den  Begriff 
des  Atomes  feststellen,  wir  nannten  die  Atome  solcher  Körper  jene  Theilchen, 
Welche  als  die  letzten  dieser  Substanz  anzusehen  sind ,  deren  weitere  Theilung 
die  Substanz  in  ihre  Elemente  zerfallen  lässt.  Für  diese  ist  somit  das  Atom 
^cht  etwas  absolut  untheilbares ,  sondern  nur  etwas  relativ  untheilbares ,  es 
ist  also  noch  ein  Theilchen,  das  eine,  wenn  auch  äusserst  kleine,  so  doch 
iiunerhin  noch  ideell  messbare  Ausdehnung  hat,  da  in  demselben  die  Atome 
W  Bestandtheile  räumlich  getrennt  sind. 

Für  die  einfachen  Körper ,  für  jene ,  die  wir  chemisch  nicht  zerlegen  kön- 
nen, liegt  der  Begriff  des  Atoms  nicht  so  unmittelbar  vor,  indess  dürften  wir 
Mif  Grund  der  Erfahrungen  über  Isomerie  und  Allotropie  ihn  doch  wohl  ähnlich 
^tasen.  Wir  werden  nämlich  vermuthen  dürfen,  dass  die  chemisch  verschiedenen 
Elemente  in  der  That  nicht  ebenso  viele  verschiedene  Materien  sind ,  dass  es 
^ehnehr  überhaupt  nur  eine  Materie  gibt ,  und  dass  die  verschiedenen  StofiPe 
^Hr  Modificationen  dieser  Materie  sind.  Das  physische  Atom ,  mit  dem  wir  es 
überhaupt  zu  thun  haben,  ist  dann  auch  für  die  einfachen  Körper  nicht  etwas 
absolut  untheilbares,  sondern  es  ist  auch  noch  der  Theilung  fähig,  es  ist  in- 
dess das  letzte  Theilchen ,  auf  welches  wir  bei  der  Theilung  eines  Stoffes  ge- 
nügen, dessen  weitere  Theilung  diesen  Stoff  nicht  mehr  existiren  lässt.  Aus 
olchen  einzelnen  Theilchen  müssen  wir   die  unserer  Untersuchung  unter - 
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worfenen  Stoffe  aufgebaut  annehmen,  zwischen  diesen  sind  die  Krttfte  th&tdi^, 
deren  Wirkungen  wir  beobachten.  Das  hiemach  dofinirte  kleinste  Theilcli^Ki 
der  Materie  ist  also  da»  fetzte,  welchem  wir  eine  selbständige  Existenz  z-u- 
schreiben ;  die  Chemie  bezeichnet  dieselben  als  Moleküle ,  um  anzudeuten ,  da^s 
sie  diese  Theilchen  noch  wohl  für  theilbar  hält.  Eine  solche  Theilung  nimncxt 
dieselbe  für  die  Moleküle  der  einfachen  Stoffe  noch  an,  wenn  dieselben  h&b-^ 
andern  Stoffen  in  Verbindung  treten.  So  besteht  nach  den  jetzigen  A 
schauungen  das  Molekül  freien  Wasserstoffs  aus  zwei  Atomen,  ebenso 
Molekül  Chlor.  Verbinden  sieh  die  beiden ,  so  spalten  sich  ihre  Moleküle  ui»> 
die  Elemente  treten  Atom  für  Atom  aneinander.  Treten  wir  dieser  Auffi 
des  Atoms  bei,  so  gilt  natürlich  auch  für  dieses  unsere  vorige  Definition  d 
Atoms  ganz  ebenso,  nur  dass  damit  dem  einzelnen  Atom  als  solchem  nich 
immer  mehr  eine  selbständige  Existenz  zukommt,  dass  auch  bei  einfadi^ 
Stoffen  dieselben  ebenso  zu  zwei  oder  mehr  verbunden  sein  können ,  wie  bei 
zusammengesetzten . 

Physikalisch  sind  wir  hiermit  an  der  Grenze  angelangt,  zu  der  wir  durch 
inductorische  Schlüsse  kommen  können,  philosophisch  ist  der  Begriff  des 
Atoms  und  somit  derjenige  der  Materie  noch  nicht  erfasst.  Denn  dazu  wire 
die  Frage  noch  zu  erledigen,  wie  ist  denn  nun  das  physikalische  Atom  weiter 
beschaff'en ,  was  entsteht ,  wenn  wir  es  weiter  zerlegen.  Dass  das  Atom  nach 
dem  Vorigen  selbst  wieder,  wenn  ich  so  sagen  darf,  atomistisch  gefasst  werden 
muss,  leuchtet  ein,  denn  nur  dann  ist  die  Verschiedenheit  der  physikalischen 
Atome  fassbar,  wenn  wir  sie  als  Modificationen  einer  Materie  ansehen.  Ob 
aber  dann  die  Grundlage  der  physikalischen  Atome ,  das  phik)sophische  Atom, 
als  etwas  ausgedehntes  oder  ob  es  als  einfacher,  materieller  Punkt  aufzufassen 
ist,  das  ist  eine  Frage,  welche  lediglich  der  Speculation  angehört,  die  m 
besprechen  deshalb  hier  nicht  der  Ort  ist '). 

Da  das  physikalische  Atom  eine  bestimmte  Quantität  Materie  enthält,  so 
besitzt  es  ein  bestinmites  Gewicht;  es  ist  nicht  möglich  das  Gewicht  desselben 
für  die  verschiedenen  Stoffe  in  Grammen  anzugeben,  ihr  relatives  Gewicht, 
das  heisst  das  Verhältniss  zwischen  den  Gewichten  der  einzelnen  Atome  ISsst 
sich  bestimmen.  Nennen  wir  das  Gewicht  des  Atoms  Wasserstoff  eins,  so 
werden  wir  nach  dieser  Einheit  das  des  Chlors ,  das  des  Stickstoffs  etc.  messen 


1)  Man  sehe  über  die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  der  Atome:  PechKer^ 
Atomenlehre.  2.  Aufl.  Leipzig,  18G4.  Fechner  entscheidet  sich  dort  für  die  Einfach* 
heit  des  philodophischen  Atoms;  seine  Deductiou  scheint  mir  indess  nicht  gegen  allen 
Widerspruch  sicher  zu  sein.  Ausserdem  sehe  man  die  philosophische  Einleitung  in 
die  Encyclopädie  der  Physik  (herausgegeben  von  G.  Karsten)  von  JlarmSj  in  wel- 
cher man  die  verschiedenen  Anschauungen  von  dem  Wesen  der  Materie  zusammen- 
gestellt findet.  So  interessant  es  auch  wure ,  so  verbieten  doch  die  Grenzen  dieses 
Werkes  auf  die  verschiedenen  Theorieen  einzugehen ;  ich  habe  deshalb  oben  die 
dynamische  AnHchauung  nicht  einmal  erwähnt. 
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können.    Eine  Verbindung  des  Chlors  und  Wasserstoffs  wird  sich  dann,  wenn 
wir  das  Gewicht  der  beiden  Atome  mit  cl  und  h  bezeichnen,  darstellen  lassen 
durch  m  .  h  -{-  n  ,  d^  oder  da  wir  h  gleich  1  setzen  durch  m  -{-  n  ,  cl^  wo  m 
and  n  ganze  Zahlen  sind  und  die  Anzahl  der  Atome  geben ,  die  bei  dieser  Ver- 
bindung zusammentreten.    Das  Verhältniss  der  Atomgewichte  des  Wasserstoffs 

ttix^i  Chlors  wird  dann  sein  m  :  n  .  cl  oder  l  :  —  -  d.    Die  chemische  Analyse 


m 


ttvm,  welche  uns  das  Mischungsgewicht  des  Chlors,  jene  Menge,  welche  sich  mit 
eiö.em  Gewichtstheil  Wasserstoff  verbindet,  liefert,  bestimmt  somit  die  Grösse 


d  oder  das  Atomgewicht  multiplicirt  mit  dem  Quotienten 


n 
m 


Wären  uns  daher  die  Zahlen  m  und  n  bekannt,  so  lieferte  uns  dieselbe 

A-'i^.alyse,  welche  das  Mischungsgewicht  des  Chlors  ergibt,  auch  das  Atomgewicht 

d^öselben.     Man  hat  aber  kein  direktes  Mittel,   diese  Zahlen  zu  bestimmen, 

dt*nn  man  weiss  niemals,  wieviel  Atome  bei  einer  Verbindung  zu  einem  zu- 

s^iaimentreten.     In  welcher  Weise  die  Chemie ,  durch  gewisse  Erscheinungen 

geführt,  die  Atomgewichte  aus  den  Aequivalenten  ableitet,  das  zu  besprechen 

würde  hier  zuviel  Raum  einnehmen ;  wir  verweisen  deshalb  auf  die  Lehrbücher 

^er  Chemie  *)  und  begnügen  uns  hier  die  von  der  Chemie  jetzt  angenommenen 

Atomgewichte  mitzutheilen ,  da  wir  die  Zahlen  an  mehreren  Stellen  benutzen 

mOssen. 


Tabelle  der  Atoingrewichte  der  eiufaelien  Körper 

bezogen  auf  i/=  1. 


Alominiom 
Antimon  . 
Arsen.  .  . 
Barium  .  . 
Beryllium . 
Blei.  .  .  . 
Bor.  .  .  . 
Brom  .  .  . 
Cadmium  . 
Caeäium  . 
Calcium  . 
Ceriam  .  • 
Chlor.  .  . 
Chrom  .  . 
Didym  .  . 
Eisen  .  .  . 
Erbium  .  . 


AI  =    27,4 

Sb  =  122,0 

As  =    75,0 

Ba  =  137,0 

Be  =      9,3 

Pb  =  207,0 

B  =    11,0 

Br  =    80,0 

Cd  =  112,0 

Cae  =  133,0 

Ca  =    40,0 

Cc  =    92,0 

Cl  =    35,6 

Cr  =    52,2 

Di  =    95,0 

Fe  =    56,0 

Er  =  112,6 


Fluor Fl    =    19,0 

Gold Au  =  197,0 

Indium In    =    37,8 

Jod J      =  127,0 

Iridium Ir    =  198,0 

Kalium Ka  =    39,1 

Kobalt Co    =    58,7 

Kohlenstoff C     =    12,0 

Kupfer Cu   =    63,5 

Lanthan La  =    92,0 

Lithiuni Li    =      7,0 

Magnesium Mg  =    24,0 

Mangan Mn  =    55,0 

Molybdän Mo  =    96,0 

Natrium Na  =    23,0 

Nickel Ni   =    58,7 

Niobium Nb  =    94,0 


1)  Man  sehe:  Lothar  Meyer ^  Die  modernen  ITieorieen  der  Chemie.  Breslau  1864. 
Ktkuli,  Lehrb.  d.  organischen  Chemie.  1.  Bd.  Erlangen  1859. 
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Osmium Os  = 

Palladium Pa  = 

Phosphor P  = 

Platin Pt  '= 

Quecksilber Hg  = 

Rhodium BJi  z= 

Rubidium lih  = 

Ruthenium Ru  = 

Sauerstoff s  = 

Schwefel S  = 

Selen Se  = 

Silber -4^  = 

Silirium Si  = 

Stickstoff N  = 

Strontium Sr  = 


199,2 

106,6 

31,0 

197,5 

200,0 

104,4 

85,4 

104,4 

16,0 

32,0 

79,5 

108,0 

28,0 

14,0 

87,6 


Tantal  ........  Ta 

Tellur Te 

Thallium .'  Tl 

Thorium Th 

Titan Ti 

Uran U 

Vanadium Va 

Wasserstoff H 

Wismuth Bl 

Wolfram W 

Yttrium Y 

Zink Zn 

Zinn Sn 

Zirconium Zi 


182,0 
128,0 
204,0 
231,5 

50,0 
120,0 

51,3 

1 

210,o; 

184,0 

61,7 

65,2 
118,0 

89,6. 
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Die  Aggregatzustände.  Die  in  dem  letzten  §.  mitgetheilten  ErfahnmgeB 
berechtigen  uns,  jeden  Körper  als  ein  Aggregat  neben  einander  liegendor 
Moleküle  zu  betrachten,  welche  einen  äusserst  kleinen  Raum  einnehmen,  so 
dass  wir  sie  als  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusanmienfallend  ansehen  dürfen,  b 
welcher  Weise  diese  Moleküle  gruppirt  sind ,  das  wissen  wir  nicht ,  das  aber 
mussten  wir  annehmen,  dass  sich  die  einzelnen  Moleküle  nicht  berühren,  dass 
sie  in  gewissen,  wenn  auch  sehr  kleinen,  aber  doch  mit  andern  in  der  Physik 
vorkommenden  Grössen  vergleichbaren  Entfernungen  von  einander  abstdien« 
welche,  sich  bei  einer  Ausdehnung  des  Körpers  vergrössem ,  bei  einer  Volnm- 
verminderung  verkleinem. 

Da  alle  materiellen  Körper  einer  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwer- 
punkte wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  welche  sie  einander  zu  nähern 
sucht,  wie  auch  ihr  Abstand  und  innere  Beschaffenheit  sein  mag,  so  mflssen 
wir  annehmen ,  dass  auch  die  Moleküle  irgend  einer  Substanz  mit  einer  in  der 
Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  wirkenden  Kraft  gegen  einander  getrie- 
ben werden ,  welche  wegen  der  sehr  kleinen  Abstände  der  Moleküle  sehr  groö 
sein  muss.  Wir  bezeichnen  diese  Kraft  als  eine  Anziehung  der  Moleküle  gerade 
so,  wie  wir  die  zwischen  den  Weltkörpem  thätigen  Kräfte  als  eine  Anziehung 
der  Massen  bezeichnet  haben.  Diese  anziehende  Kraft  muss  das  Bestrehen 
haben,  die  Moleküle  einander  zu  nähern,  und  zwar  um  so  mehr,  je  kleiner 
die  Abstände  derselben  sind.  Daraus  würde  nun  aber  folgen ,  dass  die  KOrper 
in  ihrem  Innern  nur  daim  im  Gleichgewicht  sein  könnten,  wenn  die  einzelnen 
Theile  sich  berühren,  dass  also  die  Körper  nicht  porös  sein  können.  Dem 
widerspricht  aber  die  unmittelbare  Anschauung,  denn  es  gibt  Körper,  in 
denen  wir  die  Poren  direkt  sehen  können.  Es  muss  deshalb  zwischen  den 
Molekülen  noch  eine  andere  Kraft  thätig  sein,    welche  verhindert,   dass  sie 
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sich  bi8  zur  Berührung  annähern,  welche  wir  also  als  eine  die  Moleküle 
gegenseitig  abstossende  bezeichnen  müssen,  und  welche  zunimmt,  wenn  der 
Abstand  der  einzelnen  Theile  abninmit,  so  zwar,  dass  unter  Wirkung  dieser 
beiden  einander  entgegengesetzten  Kräfte  die  Moleküle  bereits  in  einem  ge- 
wissen Abstände  von  einander  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichts 
eintreten. 

Wir  haben  zunächst  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung  den  Schluss 
gezogen,  dass  die  Moleküle  sich  anziehen  müssen,  und  aus  der  Porosität,  dass 
zwischen  denselben  auch  abstossende  Kräfte  thätig  sein  müssen.  Würden  wir 
die  letztem  analog  den  erstem  betrachten ,  so  müssten  wir  schliessen ,  dass 
die  Grösse  dieser  abstossenden,  wie  die  der  anziehenden  nur  von  dem  Abstände 
der  Moleküle  und  ihrer  Masse ,  nicht  von  der  Natur  derselben  abhängig  sei. 
Dieser  Ansicht  von  der  Natur  der  zwischen  den  Molekülen  thätigen  Kräfte 
widerspricht  aber  eine  Beihe  bekannter  Erfahrungen.  Die  Masse  eines  Kör- 
pers ist  nämlich  seinem  Gewichte  proportional,  diejenige  eines  gegebenen 
Volumens  denmach  um  so  grösser ,  je  grösser  das  Gewicht  desselben  ist.  Da 
die  Körper  nun  aus  Molekülen  bestehen ,  so  müssen  in  einem  gegebenen  Vo- 
lumen um  so  mehr  Moleküle  oder  Moleküle  von  um  so  grösserer  Masse  sein, 
je  dichter  der  Körper  ist.  Unter  beiden  Annahmen  müsste  aber  der  dichtere 
K5rper  zugleich  der  festere  sein,  das  heisst,  es  müssten  seine  Moleküle  um  so 
s^ker  zusammenhalten,  da  sowohl  mit  der  grossem  Annäherung  der  Mole- 
kfile  als  auch  mit  ihrer  grossem  Masse  die  anziehenden  Kräfte  grösser  werden. 
Man  weiss  aber,  dass  das  nicht  der  Fall  ist;  die  Theile  aller  flüssigen  Körper 
stellen  einem  Versuche,  sie  zu  trennen,  einen  weit  geringem  Widerstand  ent- 
gegen als  die  der  festen  Körper;  viele  feste  Körper  sind  aber  weniger  dicht 
als  flüssige,  wie  z.  6.  das  Wasser  dichter  ist  als  die  meisten  Holzarten,  das 
Quecksilber  dichter  als  die  meisten  Metalle.  Man  könnte  dagegen  behaupten, 
dass  mit  der  grossem  Annäherung  der  Moleküle  auch  die  abstossenden  Kräfte 
wachsen  müssen ,  dass  somit  je  nach  dem  Gesetze ,  nach  welchem  diese  Kräfte 
sich  mit  der  Entfernung  oder  der  Masse  ändern ,  die  dichteren  Körper  nicht 
gerade  die  festem  sein  müssten.  Würde  aber  die  Grösse  der  Molekülarkräfte 
nur  von  der  Entfernung  und  Masse  der  Moleküle  abhängig  sein ,  so  müssten 
&0e  Körper  gleicher  Dichtigkeit  auch  dieselbe  Festigkeit  zeigen,  da  in  diesen 
^ie  einzelnen  Moleküle  wenigstens  nicht  sehr  verschiedene  Masse  und  Ab- 
^de  haben  können.  Aber  auch  dem  widerspricht  die  Erfahrung,  da  wir 
feste  Körper  herstellen  können,  welche  genau  dieselbe  Dichtigkeit  haben  wie 
FIflssigkeiten. 

Wir  müssen  deshalb  schliessen,  dass  die*  zwischen  den  Molekülen  thätigen 
Crftfte  nicht  lediglich  von  der  Masse  und  den  Abständen  der  Moleküle,  son- 
lem  auch  von  der  Natur  derselben  abhängig  sind.  Ob  diese  Abhängigkeit 
on  der  Besch^iffenheit  der  Moleküle  den  anziehenden  Kräften  zukomme ,  die 
ann  nicht  mit  denen  der  allgemeinen  Gravitation  zusanunenfallen  würden, 
der  den  abstossenden  Kräften ,  oder  beiden ,  das  lässt  sich  nicht  entscheiden. 
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Indem  man  das  unentschieden  lässt ,  spricht  man  nur  die  in  der  Natni  skli 
zeigenden  Thatsachen  aus ,  wenn  man  den  einzelnen  Theüen  der  KOrper  je 
nach  ihrer  Natur  eine  verschiedene  Cohäsion  beilegt,  indem  man  gani  mh 
bestimmt  jene  Kr&fte,  welche  den  Zusammenhalt  der  Körper  bedingen,  nntei 
dem  Namen  der  CobSslon  oder  der  CobSsionskräfte  zusammen&ast. 

Je  nach  der  verschiedenen  CohSsion  der  einzelnen  Körpertheilchen  nntei' 
scheidet  man  drei  AggregatzustSndo  imd  zwar 

1)  Die  festen  Körper.  Dieselben  haben  ein  selbständiges  Volomen  und 
eine  selbständige  Gestalt;  ihre  einzelnen  Tbeilchen  verschieben  sich  nidit 
leicht  gegen  einander,  sondern  es  bedarf  einer  mehr  oder  weniger  bedenta- 
den  Kraft,  diese  zu  verschieben  oder  zu  trennen;  einmal  getrennt,  lassende 
sich  nicht  wieder  durch  Zusammenlegen  vereinigen. 

2)  Die  flüssigen  Körper.  Sie  haben  ein  selbstfindiges  Volumen  ohni 
selbständige  Gestalt.  Die  geringste  äussere  auf  sie  einwirkende  Kraft  kuu 
eine  Verschiebung  und  selbst  eine  Trennung  derselben  bewirken.  Hach  d« 
Trennung  fügt  sie  aber  ein  einfaches  Zusammenbringen  wieder  zusammen. 

3)  Die  gasförmigen  Körper  haben  weder  eine  selbständige  Gestalt  iioci 
ein  selbständiges  Volumen,  sie  verbreiten  sich  durch  jeden  ihnen  dargebotosei 
Ranm,  bis  sich  ein  äusseres  Hindemiss  ihnen  entgegenstellt. 

Wir  beschäftigen  uns  in  diesem  Kapitel  mit  den  festen  Körpern, 

§.  ÄO. 
ElaBticität.  Unter  Wirkung  der  Cohäsion,  unter  der  wir  die  sämmt- 
lichen,  die  einzelnen  Theilc  des  Körpers  zusammenhaltenden  Kräfte,  U- 
ziehende,  wie  abstossende  zusammenfassen,  sind  die  einzelnen  Theile  int 
Körper  im  stabilen  Gleichgewicht,  wenn  sie  in  ihrem  natürlichen  Zustande  äA 
selbst  überlassen  sind.  Wirken  nun  äussere  Kräfte  auf  den  Körper  ein,  eo  'lA 
klar ,  dass  der  G leidige wicbtezu stand  der  Moleküle  gestört  werden  mnss. 

Betrachten  wir  z.  B.  einen  auf  einer  unver 
änderlich  festen  horizontalen  Unterlage  stehenden 
Cylinder  (Fig.  öl).  Wii'  können  ihn  als  zusanuneii- 
gesetzt  ansehen  aus  einer  Reihe  über  einandei 
lagernder  horizontaler  Schichten  AB,  A'S  tM 
Molekülen,  die  durch  sehr  kleine  Zwischeniiuiw 
getrennt  sind.  Legen  wir  auf  AB  ein  Gewicht,  m 
wird  dieses  die  Schicht  AB  gegen  A'B  treiben, 
den  Abstand  der  Schichten  verändern  nnd  dadurch 
nothwcndig  das  Gleichgewicht  stören.  Die  ab' 
-  stossende  Kraft  wird  dann  die  anziehende  der 
Schichten  übersteigen  und  zunehmen,  bis  die  Diffe- 
renz beider  gleich  ist  dem  Drucke  des  Gewichtes  P.  Diese  zwischen  den 
Schichten  AB  miA  Ä  0  thätige  abstossende  Kraft  wirkt  auf^B  von  untaB 
nach  oben,  um  dem  Gewichte  P  das  Gleichgewicht  zu  halten,  und  von  oba 


§.60.  ElaaticiiÄt.  167 

nacii  unten  auf  die  Schicht  Ä  ^,  welche  sich  dadurch  in  denselben  Umständen 
befindet,  als  stände  das  Gewicht  unmittelbar  auf  ihr.  Die  Schicht  Ä^ 
n&hert  sidi  dadurch  der  folgenden  Schicht  und  übiT  auf  diese  einen  ebensol< 
eben  Druck  aus,  wie  AB  auf  Ä'ß \  gleiches  gilt  für  alle  folgenden  Schichten, 
und  die  letzte  drückt  dadurch  auf  die  Unterlage  ebenso,  als  wenn  das  Gewicht 
unmittelbar  auf  ihr  stände. 

Es  hat  denmach  eine  gleiche  Annäherung  aller  einzelnen  Schichten  statt- 
gefunden und  folglich  eine  Verkürzung  des  Cylinders,  die  proportional  ist  der 
Anzahl  der  Schichten,  d.  h.  der  Länge  des  Cylinders;  diese  Annäherung  hat 
aber  gleichzeitig  zwischen  je  zwei  Schichten  OD,  CD'  eine  abstossende  Kraft 
hervorgerufen,  welche  gleich  ist  dem  Drucke  des  Gewichts. 

Hätte  man,  anstatt  auf  den  Cylinder  einen  Druck  auszuüben,  denselben 
an  seinem  obem  Ende  befestigt  und  an  seinem  untern  ein  Gewicht  wirken 
lassen,  so  würden  sich  die  einzelnen  Schichten  von  einander  entfernt  haben, 
gleichzeitig  aber  auch  in  Folge  der  grossem  Entfernung  einander  angezogen, 
and  das  Gleichgewicht  tritt  in  dem  Falle  ein ,  wenn  der  Ueberschuss  der  an- 
ziehenden  über  die  abstossenden  Kräfte  gleich  dem  am  untern  Ende  des  Cy- 
linders wirkenden  Zuge  geworden  ist. 

Dass  in  der  That  in  den  beiden  eben  besprochenen  Fällen  zwischen  den 
genäherten  oder  ^  entfernten  Molekülschichten  abstossende  oder  anziehende 
Kräfte  wirksam  sind,  das  lässt  sich  sofort  erkennen,  wenn  wir  die  äussern 
Kräfte  aufhören  lassen  zu  wirken ,  denn  wir  nehmen  sofort  eine  Bewegung 
der  Molekülschichten  gegen  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  wahr,  der 
comprimirte  Cylinder  dehnt  sich  wieder  aus,  der  ausgedehnte  zieht  sich  wieder 
zusammen.  Diese  Eigenschaft  der  Körper,  das  Bestreben,  ihre  ursprüngliche 
Gestalt  und  das  ursprüngliche  Volumen  wieder  anzunehmen,  wenn  die  Kraft, 
welche  kleine  Formänderungen  an  ihnen  hervorgebracht  hat,  aufhört  zu  wirken, 
bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der  Elasticität. 

Die  Existenz  dieser  Eigenschaft  gibt  uns  einen  weitem  Aufschluss  über 
die  Natur  der  zwischen  den  Molekülen  thätigen  Kräfte;  sie  zeigt,  dass  die 
abstossenden  Kräfte  mit  zunehmender  Entfernung  der  Moleküle  weit  rascher 
abnehmen  IeJs  die  anziehenden  Kräfte.  Denn  wenn  die  Moleküle  in  der 
Gleichgewichtslage  sind,  sind  die  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte  einander 
gleich.  Mit  Aenderung  der  Abstände  müssen  sich  nun  sowohl  die  anziehenden 
als  auch  die  abstossetiden  Kräfte  in  demselben  Sinne  Sndem.  Da  nun  aber 
eine  grössere  Annäherung  Abstossung,  eine  grössere  Entfernung  Anziehung 
hervortreten  lässt,  so  folgt,  dass  bei  Verringerung  des  Abstandes  die  ab- 
stossenden Kräfte  rascher  wachsen,  bei  Vergrösserung  des  Abstandes  rascher 
abnehmen  als  die  anziehenden  Kräfte. 

Die  besprochenen  beiden  Fälle  sind  nicht  die  einzigen,  bei  denen  sich 
die  Elasticität  der  festen  Körper  zeigt ,  sie  zeigt  sich  ebenso ,  wenn  wir  einen 
Stab  biegen,  oder  ihn  um  eine  in  ihm  befindliche  Axe  zu  drehen  suchen,  wäh- 
rend sein  eines  Ende  festgehalten  wird,  wenn  wir  ihn  tordiren.     Wir  werden 
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indess  sehen,  dass  wir  die  elastischen  Kräfte  in  diesen  !EUlen  auf  die  zuent 
besprochenen  zurückfuhren  können. 

Die  Untersuchung  der  Elasticität  fester  Körper  ist  eine  der  schwierig- 
sten  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Physik ;  um  die  Gesetze  derselben  Tollstfaidig 
zu  übersehen ,  bedarf  es  der  complicirtesten  mathematischen  Entwicklangen 
und  der  feinsten  Versuche.  Wir  müssen  uns  deshalb  hier  darauf  beschr&nkeiif 
die  Resultate  der  [Jntersuchungen  vorzuführen,  indem  wir  gleichzeitig,  so 
weit  es  möglich  ist,  den  innem  Zusammenhang  derselben  darlegen  '). 

§.  51. 

Elasticität  beim  Zuge.  Der  einfachste  Fall  aller  Probleme  über  Elasti* 
cität  ist  der,  dass  man  einen  dünnen  soliden  Stab,  der  an  seinem  einen  Ende 
befestigt  ist,  durch  einen  Zug  oder  Druck  in  seiner  Längsrichtung  ausddmt 
oder  zusammendrückt.  So  lange  die  Veränderungen,  welche  die  wirksam» 
Kraft  hervorbringt,  klein  genug  sind,  muss  die  durch  ein  gegebenes  GewicU 
beim  Zusammendrücken  hervorgebrachte  Verkürzung  gleich  sein  der  dorch  dk 
Ausdehnung  bewirkten  Verlängerung;  es  genügt  daher,  den  Fall  der  Ani- 
dehnung  zu  betrachten  und  die  Beziehi^ngen  anzusuchen,  welche  zwisdMi 
der  Belastung  und  der  eintretenden  Verlängerung  stattfinden.  Die  einfaduii 
Methode  der  Untersuchung  ist  die  von  Wertheim  angewandte.  Derselbe  !»• 
festigte  an  einer  festen  Mauer  ein  Kniestück  von  sehr  starkem  Eisen  B  (Fig.  52). 
Dasselbe  endigt  in  einer  ebenen  verticalen  Fläche  von  gehärtetem  Stahl,  ge- 
streift wie  eine  Feile ,  gegen  welche  eine  Platte ,  ebenfalls  von  Stahl  und  ii 
der  einen  Seite  ebenso  gestreift,  passt  und  mittels  Schrauben  C  angedrückt 
werden  kann.  Diese  beiden  Stücke  dienen  als  Backen  eines  starken  Schrtob- 
stocks  und  zwischen  ihnen  wird  der  Draht,  dessen  Elasticität  man  untersadMi 
will ,  durch  einen  sehr  starken  Druck  befestigt. 

An  dem  untern  Ende  des  Drahtes  wird  mittels  einer  gleichen  sduraob- 
stockartigen  Vorrichtung  ein  Haken  befestigt  und  an  diesen  eine  Wagschale  S 
angehängt,  welche  die  ziehenden  Gewichte  aufnimmt.  Sind  die  Gewichte  hii- 
reichend  schwer,  so  dehnt  sich  der  Draht  merklich  aus,  verkürzt  sich  aber 
wieder  zu  seiner  frühem  Länge,  wenn  man  die  Gewichte  fortnimmt.  Znr 
Messung  der  Verlängerung  bedarf  es  gewisser  Vorsichtsmassregeln. 

Wenn  man  die  Gewichte  in  die  Wagschale  sehr  rasch  einsetzt,  so  ertibeih 
man  dem  Apparat  Stössc ,  durch  welche  man  den  Draht  zerreissen  kann.  Üb 

1)  Die  wichtigsten  allgemeinen  Untereuchungen  über  Elasticität  finden  nch  ia: 

Poisson,  Memoire  sur  les  Mouvementti  des  corps  ^lastiques.  M^moires  de  TAea- 
d^mie  des  sciences.  Paris.  T.  VIII. 

Cauchy,  Sur  les  ^quations  qui  expriment  les  conditions  d^äquilibre  d'oncoipi 
solide.  Exercices  des  Mathämatiques  T.  11  und  111. 

Lame,  ausser  einer  Eeihe  von  Abhandlungen  besonders  in  seinen  Lefona  eurU 
thäorie  mathdmatique  de  IMlasticitä  des  corps  solides.   IL  edit.  Paris  1866. 

Kirchho/f,  Abhandlungen  über  Elasticität  Crelle's  Journal  Band  40  und  Bd.  56. 

Clebsch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.  Leipzig  1862. 
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in  EU  Tenneiden,  ist  die  Wagschale  mit  drei  langen  FuBSBlellschrau- 
r  Tersehen,  welche  man  vor  Beginn  des  Versuches  so  weit  hinab- 
>,  dasB  sie  den  Boden  berühren  und  ao- 
Wagschale  tragen;  dann  wird  die  Schale 

und  dann  erst  hebt  man  die  Bchranben 
gaam,  um  allmählich  das  Gewicht  seine 
I  Wirkung  ausüben  zu  lassen.  Dabei  hat 
Dn  keine  Stitsse  zu  befürchten.  Bei  der 
itnng  hat  man  sich  dann  noch  vor  einem 
I  begehenden Irrthume  zu  schützen.  Wfihlt 
nlich  feine  DrShte ,  so  sind  diese  stets  an 
teilen  gebogen  und  gekrUmmt.  Sin  An- 
der Gewichte  bewirkt  nun  zunächst  ein 
trecken  und  dadurch  scheinbar  ein  Ver- 
des  Drahtes.  Um  diese  Tänachungen  zu 
en,  ist  es  nothwendig,  anfönglich  ein 
Gewicht  in  die  Schale  zu  legen ,  welches 
t,  den  Draht  gerade  zil  machen  nnd  dann 
mShlich  die  Schale  stärker  zu  belasten, 
ui  zählt  man  dann  auch  erst  die  Gewichte. 
!  Verlangerungen  des  Drahtes,  welche 
lehr  klein  sind,  mtsst  man  mit  dem  Ka- 
ter; man  stellt  dasselbe  dem  Drahte  ein 
mal  fest  gegenüber  und  visirt  mit  dem 
r  desselben  auf  zwei  feine  an  den  Enden 
hts  angebrachte  Marken  Tund  T'.  Der 
hied  der  Femrohrstellungen  des  Katheto- 
iefert  dann  in  allen  Fällen  die  Länge  des 
,  sowohl  vor  als  nach  der  Belastung;  < 
z  zwischen  den  beobachteten  LSugen  ^ 
^h  der  Belastung  gibt  dann  die  in  Fol 
astong  eintretende  Verlängerung.  S 
eser  Methode  hat  Wertheira  ')  znnSchst  die  schon  fi-üher  von  Hooke  *), 
Saude  ^),    Th.  Young  *)  u.  a.  aufgestellten  Gesetze  der  ElasticitAt  be- 

Dieselben  sind: 

Die  Verlängerungen  eines  Drahtes  sind  bei  demselben  angehängten 
;  der  Länge  des  Drahtes  proportional.  Um  das  Gesetz  nachzuweisen, 
1  auf  dem  Drahte  nur  mehrere  Marken  in  gleicher  Distanz  zu  ziehen; 

fFertMm,  Annale«  de  chim.  et  de  ph7B.  III  S^.  t.  12.   P<^gend.  Annal. 

ngsband  II.  • 

Jooke,  Philoaophical  tracta  and  CoUectionB.  London  1670. 

i'Graveeande,  Phjaicae  Elemeuta  mathematica.  T.  1. 

lt.  YouHg,  Course  of  lectures  on  natural  PhiloBophj.  London  IBOT. 
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man  findet  dann  nach  der  Belastung,  dass  der  Abstand  der  verschiedenea 
Marken  sich  gleich  viel  vergrössert  hat.  Da  nun  die  Verlängerung  des  ganzen 
Drahtes  gleich  der  Summe  der  Ausdehnungen  seiner  einzelnen  Theile  ist,  so 
folgt,  dass  dieselbe  der  Länge  des  Drahtes  proportional  ist. 

2)  Die  Verlängerung  eines  gegebenen  Drahtes  ist  der  Grösse  des  spuh 
nenden  Gewichtes  direkt  proportional.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die  duck 
kleine  Verschiebungen  der  Moleküle  hervorgerufenen  elastischen  Kräfte  det 
Verschiebungen  selbst  proportional  sind.  Denn  wenn  unter  Wirkung  des  spaor- 
nenden  Gewichtes  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  so  beweist  das,  dass  die  TOft 
einander  entfernten  Molekülschichten  sich  mit  der  dem  spannenden  €bwidite 
gleichen  Kraft  anziehen.  Da  nun  die  Verschiebungen  der  Moleküle  dem  spn- 
nenden  Gewichte  proportional  sind ,  so  folgt  auch ,  dass  die  elastischen  KrSAi 
den  Verschiebungen  proportional  sind. 

3)  Die  Verlängerung  verschieden  dicker  Drähte  ist  bei  gleichen  spanneiir 
den  Gewichten  dem  Querschnitt  der  Drähte  umgekehrt  proportional,  von  ds; 
Gestalt  des  Querschnittes  aber  unabhängig.    Dieser  Satz  folgt  auch  schon 
mittelbar  aus  der  Ueberlcgung,   dass  wir  einen  Stab  nfacher  Dicke  als 
n Stäben  einfacher  Dicke  bestehend  ansehen  können,  damit  deshalb  ein  b6 
Stab  dieselbe  Verlängerung  erhalte,  bedarf  er  ein  nmal  so  grosses  Gewkhkj 
als  der  einfache  Stab. 

4)  Schliesslich  ist  die  Verlängerung  abhängig  von  der  Natar  des  Drahte^ 
den  wir  belasten. 

Fassen  wir  diese  vier  Sätze  in  einen  Ausdruck  zusammen ,  so  können  wk 
die  Verlängerung  t;,  welche  ein  Draht  von  der  Länge  l  und  dem  Quersdmittef. 
durch  ein  Gewicht^  erhält,  darstellen  durch  die  Gleichung 

p  .  l 
V  =  c  "- — , 

worin  c  eine  für  jede  Substanz  besondere  Constanto  ist,  welche  die  Verlänge- 
rung bedeutet,  welche  ein  aus  ihr  verfertigter  Stab  durch  die  Gewichtseinhai 
erhält,  wenn  seine  Länge  und  sein  Querschnitt  der  Einheit  gleich  ist.  Als  Eil* 
heit  des  Gewichtes  nimmt  man  das  Kilogramm,  als  Einheit  der  Länge  du 
Meter,  als  Einheit  des  Querschnittes  das  Quadraünillimeter. 

Die  Grösse  p  gibt  uns  nach  2)  gleichzeitig  die  bei  einer  Verl&ngenmg  * 
zwischen  den  Molekülschichten  auftretende  elastische  Kraft;  lösen  wir  & 
Gleichung  nach^?  auf,  so  erhalten  wir 

p  1       V 

q         c   *  l' 

Der  Quotient  —  gibt  uns  die  in  der  Querschnittseinheit  auftretende  dwfr 

sehe  Kraft,  der  Quotient  -j  die  Verlängerung  des  Stabes  gemessen  in  Brodi- 

theilen  seiner  ursprünglichen  Länge^  oder  die  Verlängerung  der  Längeneinheit 
Setzen  wir  diese  Quotienten  gleich  n  und  ^,  so  erhalten  wir 

7t  =  -    •  ^. 
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Den  reciproken  Werth  des  Coefficienten  c  bezeichnet  man  als  den  Elasti- 
citfttscoefficienten  oder  den  Elasticitätsmodulus ;  setzen  wir  denselben  gleich  JEJ, 
60  wird  schliesslich 

oder  die  in  der  Querschnittseinheit  bei  kleinen  Veränderungen  auftretende 
dastische  Ejraft  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der 
nach  Bmchtheilen  der  ursprünglichen  Länge  gemessenen  Verlängerung. 

Der  soeben  eingeführte  Elasticitätsmodul  einer  Substanz  ist  der  reciproke 
Werth  der  Verlängerung,  welche  die  Längeneinheit  eines  Stabes  der  betreffen- 
den Substanz  durch  die  auf  die  Querschnittseinheit  beim  Zuge  wirkende  Ge- 
wichtseinheit erhält.  In  dieser  Weise  wird  derselbe  auch  bestimmt;  man  kann 
denselben  indess  auch  anders  definiren.     In  der  Gleichung 

%  =  E,^ 

wird  n  =  E^  wenn  ö  gleich  eins  wird.  Der  Elasticitätscoefficient  ist  also  auch 
das  Gewicht,  welches  einem  Stab  der  betreffenden  Substanz  vom  Querschnitt 
eins  eine  der  Einheit  gleiche  Verlängerung  gibt,  welche  also  die  Länge  des 
S^Aes  oder  den  Abstand  der  Molekülschichten  in  demselben  verdoppeln  würde, 
Torausgesetzt,  dass  die  füi^  kleine  Aenderungen  geltenden  Gesetze  soweit  giltig 
wiren.  Dieser  Definition  entsprechend  drückt  man  den  Elasticitätsmodul  einer 
Sabstanz  auch  gewöhnlich  durch  Gewichte  aus. 

Wertheim  hat  nach  der  angegebenen  Methode  eine  Anzahl  Elasticitäts- 
eoefficienten  bestimmt  ^) ,  wir  lassen  dieselben  hier  folgen. 

Tabelle  der  Elasticitätscoefflcienten  verschiedener  Metalle  bei 

verschiedenen  Temperaturen« 


Metalle 


Coefficienten  bei 


15''-200C.      lOOOC. 


2000  C. 


Coefficienten  aus  den 

Longitudinaltönen 

bestinmit 


Blei  gezogen  .  .  . 

„  angelassen  . 
Gold  gezogen  .  . 

n  angelassen  . 
Silber  gezogen .  . 

„  angelassen  . 
Zink  gezogen  .  . 
Kupfer  gezogen  . 

„  angelassen  . 
Platin  gezogen    . 

„  angelassen  . 
Eisen  gezogen  .  . 

t,  angelasBen  . 
GoBsstam  gezogen 

M    angelassen  .  .  . 
£ngl.  Stahl  gezogen 

„    angelassen  . 


1883 

1727 

8131 

5584 

7357 

7140 

8734 

12449 

10619 

17044 

16518 

20869 

20794 

19549 

19561 

18809 

17278 


1630 
5408 
7274 

9827 
14178 
21877 
19014 
21292 


5482 
6374 

7862 
12964 
17700 
17926 
19278 


2278 

2146 

8599 

6372 

7576 

7242 

9555 

12536 

12640 

17165 

15611 

19903 

19925 

19823 

19828 

19445 

19200 


1)  Wertheim,  Poggend.  Annal.  Ergänzungsband  IL 
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Die  Zahlen  der  letzten  Columne  gelten  ebenfalls  für  die  Ten 
15*^ — 20®  C,  die  Methode,  nach  welcher  sie  erhalten  wurden,  wer 
später  besprechen  *). 

Obige  Zahlen  zeigen ,  dass  die  Elasticitätscoefficienten  nicht  nur 
schiedene  Metalle,  sondern  auch  für  ein  und  dasselbe  Metall  verschie« 
können,  je  nachdem  dasselbe  als  gezogener  Draht  oder  nach  vorhergegi 
Erhitzen  untersucht  wird. 

Die  in  obiger  Tabelle  erhaltenen  Zahlen  liefern  uns  nicht  nur  die  e 
Kraft  bei  Verlängerung  eines  Stabes,  sondern  auch  bei  einer  Verkürzui 
auf  die  Endflächen  des  Stabes  angebrachte  Drucke,  da  nach  der  im 
dieses  §.  gemachten  Bemerkung  die  Gesetze  der  bei  solchem  Drucke 
denden  Verkürzungen  mit  denen  der  Verlängerung  zusammenfallen,  i 
wir  nur  kleine  Veränderungen  in  Betracht  ziehen. 

§.  52. 

Voliimveränderung  während  des  Zuges.    Wir  haben  bisher 

Veränderungen  in  der  Länge  eines  Stabes  betrachtet ,  welche  auftrete: 

man  einen  Stab  ausdehnt  oder  zusammendrückt;  man  sieht  aber  leic 

auch  der  Querschnitt  eines  solchen  Stabes  bei  der  Ausdehnung  oder  Zui 

^    ^       drückung  nach  der  Längsaxe  sich  ändern  muss.   Es  ist  fem 

scheinlich,  dass  der  Querschnitt  kleiner  werden  muss,  wenn 

Stab  verlängert.     Man  kann  dieses  auch  sehr  leicht  mitt 

einfachen  Versuches  nachweisen,   den  Wertheim  angestell 

Er  nahm  sehr  sorgfältig  gearbeitete  Kautschukstreifen  (Fig, 

ungefähr  300  Millimeter  Länge.   Sie  hatten  die  Gestalt  von 

mit  quadratischer  Grundfläche.   Die  Länge  einer  Seite  war  s 

9  und  47  Millimeter.    An  ihren  beiden  Enden  vei'sah  er 

eisernen  Ansätzen  Ä  und  B^  in  denen  die  Kautschukstre 

angebracht  waren.    Die  Ansätze  hatten  Haken;    mittels  d 

wurde  der  Kautschukstreifen  vertical  aufgehängt;  an  dem 

By  wurde  das  ziehende  Gewicht  P  angebracht.    Da  der  Et 

sich  äusserst  leicht  ausdehnt,  so  verlängerte  sich  der  Strei 

bedeutend;  die  Verlängerung  wurde  gemessen.    Da  der  Qu< 

des  Streifens  femer  sehr  gross  war,  so  konnte  man  ihn  mitt 

Zirkels  messen  und  so  die  Veränderungen  des  Querschnittes 

men,  welche  durch  die  Verlängerung  der  Streifen  entstände 

beobachtete,   was  vorausgesehen  war,    dass  der  Querschi 

Kautschukstreifens  kleiner  wurde. 


1)  Man  sehe  §.  153  dieses  Bandes. 

2)  Wertheim  y  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  S^r.  T.  XXIII.  Poggem 
LXXVIII. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  ursprüngliche  Länge  eines  Drahtes  mit  X,  so 
Viid  durch  die  Einwirkung  irgend  eines  Gewichtes  diese  Länge  in  X  (1  -f-  d) 
Bergehen,  wo  S  ¥neder  die  Verlängerung  der  Längeneinheit  darstellt,  und 

g^ttch  ^  ist.    Der  Querschnitt  des  Stabes,  dessen  Breite  B^  dessen  Dicke  D 

Kr,  wird  nach  der  Belastung  dann  sein  B  .  D  {1  —  fi .  ^)*,   wenn  wir  die 

Verkfiiznng  des  Querdurchmessers  des  Stabes ,  die  jedenfalls  der  Verlängerung 

Ibb  Stabes  proportional  sein  muss ,  mit  fi  d  bezeichnen.    Entwickeln  wir  den 

budmck  fftr  den  Querschnitt  nach  der  Belastung,  so  können  wir,  da  d  im- 

iwr  nur  sehr  klein  ist,    fi^  6^  vernachlässigen,  und  erhalten  dann  für  den 

Kiorsehnitt  des  Stabes 

BD  {1  —  2  fid) 

Dd  ftlr  das  Volumen  desselben  nach  dem  Zuge 

LBD{l  +  d){l  —  2(i8), 

Aar  auch,  wenn  wir  das  sehr  kleine  Glied  2  fi  d^  wieder  ausser  Acht  lassen, 

LBD  (1  +  J  —  2  ^). 

I  

Je  nach  dem  Werthe  von  fi  kann  deshalb  eine  VergrOsserung  oder  Ver- 

ng  des  Volumens  eintreten.    Es  hat  sich  nun  aus  sänmitlichen  in  der 

angestellten  Versuchen  ergeben ,  dass  in  der  That  eine  Vergrösserung 

Tolumens  eintritt ,  somit  dass  2  fi  S  <C  S  oder  dass  fi  <  0,5 ,  aber  grösser 

Kuli  ist. 

Welches  indess  der  wirkliche  Werth  von  (i  innerhalb  dieser  Grenzen  ist, 

herrscht  wegen  der  grossen  Schwierigkeit,  diese  Grösse  zu  bestimmen, 

einige  Unsicherheit.    Navier*),  Poisson'),  Lam6  und  Clapeyron'^)  ge- 

in  ihren  theoretischen  ün- 

inngen  über  Elasticität  zu 

Resultate,   dass  fi  <=  V4  sei, 

Resultat,    welches  Poisson^) 

Versuche  von  Cagniard  de 

bestätigt  fand.     Derselbe 

auf  einem  festen  Fuss- 

(Fig.  54)  einen  Metalldraht, 

'dass  derselbe  senkrecht  aufstieg; 

b  obere  Ende  des  Drahtes  wurde 

I  einem  Arme  eines  ungleicharmi- 

^  Hebels  L  befestigt,  dessen  an- 

^er  Arm  mit  einem  Gewichte  P 

■Schwert  wurde.    Die  Länge  des 


Fig.  54. 


1)  Navier,  M^moires  de  rAcaddmie  des  sciences.  T.  VIT. 

2)  Poisson,  M^moirea  de  TAcaddmie  des  sciences.  T.  VIII. 

8)  LanU  und  Glapejfron,  Crelle's  Journal  für  Mathematik.  Bd.  VII. 
4)  PoisBon  theilt  diesen  Versuch  mit  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXVI. 
»ggend.  Annal.  Bd.  XII. 
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unbelastet^fn  Drahtes,  sie  betrug  2™,  war  genau  bestimmt,  und  es  wurde 
dann  die  Verlängerung  beobachtet,  welche  durch  die  Belastung  des  Hebdi 
eintrat.  Die  letztere  wurde  so  weit  gesteigert,  dass  die  Verlängenmg  di 
Drahtes  6"'"'  betrug.  Der  Draht  war,  wie  die  Figur  zeigt,  von  ^ereogc^ 
unten  geschlossenen  und  mit  Wasser  gefüllten  Röhre  umgeben,  der  TksAr 
messer  der  Röhre  und  des  Drahtes  waren  genau  gemessen.  Im  Angei 
nun,  in  dem  sich  der  Draht  durch  den  Zug  zu  verlängern  begann,  sah 
das  Niveau  des  Wassers  in  der  Röhre  von  AB  bis  A'B'  sinken;  ein 
dass  in  der  That  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes  eine  Verminderung 
Querschnittes  eintritt.  DieNiveauditferenz  vor  und  nach  dem  Zuge  wm^e 
gemessen.  Darauf  wurde  der  Draht  unten  am  Fussbrett  gelöst,  in  die 
Wasser  gefüllte  Röhre  eingesetzt,  so  <lass  sein  unteres  Ende  den  Bodea 
Röhre  gerade  berührte,  und  das  Niveau  des  Wassers  wieder  beobachtet, 
wurde  der  Draht  so  weit  emporgezogen ,  dass  das  obere  Ende  6™"  aos 
Wasser  emporragte,  dass  also  ein  ebenso  grosses  Stück  des  Drahtes  aas 
Wasser  emporragte,  als  bei  dem  vorigen  Versuche.  Da  dann  das  Yol 
des  in  das  Wasser  tauchenden  Drahtes  ujn  das  herausgezogene  Stück 
war,  so  musste  das  Niveau  des  Wassers  wieder  sinken,  und  es  ergab 
dass  es  jetzt  doppelt  so  tief  sank  als  bei  dem  vorigen  Versuch,  somit 
die  Volumverminderung  des  jetzt  noch  in  das  Wasser  tauchenden  Drahtes 
pelt  so  gross  war  als  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes.  Der  Werth  ?(* 
ergibt  sich  daraus  auf  folgende  Weise :  bezeichnen  wir  den  Radius  des 

m 

drischen  Drahtes  mit  r,  so  nimmt,  wenn  wir  die  Verlängerung  der 
einheit  mit  d  bezeichnen,  bei  der  Ausdehnung  des  Drahtes  das  noch  in 
Wasser  tauchende  Stück  des  Drahtes  das  Volumen 

l.  r'^  7t  {1  —  2  fiS) 

ein,  da  wir,  olme  einen  merklichen  Fehler  zu  begehen,  voraussetzen 

dass  die  Länge  des  eintauchenden  Stückes  nicht  geändert  ist.    Das  Yo: 

des  Stückes  ist  dann  nur  kleiner  geworden,  weil  der  Querschnitt  des 

im  Verhältniss  1:1  —  2  ^  d  verkleinert  ist. 

Das  Volumen  des  in  das  Wasser  eintauchenden  Drahtes  ist  nach 

zweiten  Versuche  dasselbe,  wenn  der  Draht  ohne  Dehnung  um  die  Hfilfts 

Verlängerung  aus  dem  Wasser  hervorgezogen  wird.    Das  Volumen  des 

noch  im  Wasser  befindlichen  Drahtstückes  ist 

2  .  r2  TT  (1  —  V2  d); 
somit  erhalten  wir 

Ir'^Ttil  —2  fiö)  =  lr^7c{l  —  V2  ^) 
oder 

2  ft  <J  =  'A  <5. 

i^  =  'A- 

Dieser  Versuch  gibt  also  für  die  Verminderung  des  zur  Zugrichtong  senk* 
rechten  Durchmessers  eines  Drahtes  ein  Viertel  der  Verlängerung,  ent8{Hrech0Dl 
der  Theorie  von  Navier  und  Poisson, 
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Weder  die  theoretischen  Entwicklungen,  aus  welchen  der  Werth  (i  =■  0,25 
geschlossen  wurde,  noch  auch  der  denselben  bestätigende  Versuch  sind  ein- 
wurfsfrei. Was  zunächst  den  Versuch  von  Cagniard  de  Latour  angeht,  so  kann 
man  aus  demselben  mit  Sicherheit  kaum  m^hr  schliessen ,  als  dass  bei  der  Ver- 
ISngenmg  eine  Quercontraction  eintritt;  genaue  Messungen  sind  bei  der  an- 
gewandten  Methode  nicht  möglich.  Denn  zunächst  ist  die  Aenderung  des 
Wissemiveaus  in  der  Röhre,  welche  einen  den  Durchmesssr  des  Drahtes  weit 
flbertrefifenden  Durchmesser  hat,  bei  der  an  dem  Draht  überhaupt  stattfindenr 
den  äusserst  kleinen  Aenderung  des  Volumens  so  unbedeutend ,  dass  die  ge- 
ringste Ungenauigkeit  beim  Ablesen  das  Resultat  wesentlich  beeinträchtigen 
moas,  und  eine  solche  Ungenauigkeit  ist  um  so  weniger  zu  vermeiden,  da  das 
Wasser  die  Innenwand  der  Röhre  niemals  ganz  gleichmässig  benetzt.  Dazu 
kommt  femer,  dass  der  Draht  beim  Emporzielien  aus  der  Flüssigkeit  immer 
Flüssigkeit  mit  sich  heraushebt,  deren  Menge  zudem  bei  den  verschiedenen 
Versuchen  verschieden  ist,  schon  aus  dem  Grunde,  weil  der  Umfang  des 
herausgezogenen  Drahtes  verschieden  ist.  So  klein  auch  die  Fehler  sind,  bei 
der  Kleinheit  der  zu  messenden  Grössen  wird  die  Sicherheit  des  Resultates  da- 
durch wesentlich  beeinträchtigt. 

Spätere  theoretische  Untersuchungen  haben  dann  auch  gezeigt,  dass  das 
aus  den  Untersuchungen  von  Navier  und  Poisson  sich  ergebende  Resultat 
doreh  specielle  nicht  noth wendige  Annahmen  erhalten  ist;  die  Untersuchungen 
von  Cauchy  *),  Lam6^)  und  KirchhofF^)  haben  vielmehr  gezeigt,  dass  die  Theorie 
der  Elasticität  nur  zu  dem  vorhin  bereits  angedeuteten  Resultate  führt,  dass 
der  Werth  von  fi  zwischen  0  und  V2  ^^^^^t  ^^^^  ^^^  Versuch  in  jedem  Falle 
Aber  den  Werth  von  fc  innerhalb  dieser  Grenzen  entscheiden  muss. 

Cauchy  und  in  ganz  ähnlicher  Weise  Lam6  gehen  von  folgender  Annahme 
ans.  Denken  wir  uns  ein  rechteckiges  Parallelepiped,  welches  nach  allen  Rich- 
tmigeii  gleiche  Elasticität  besitzt;  dasselbe  erhalte  auf  zwei  gegenüberliegen- 
den Flächen,  und  zwar  senkrecht  zu  denselben  solche  Ziehungen,  dass  die 
Flftcheneinheit  den  Zug  %^  erhält.  Dieser  Zug  hat  dann  eine  Verlängerung 
des  Parallelepipeds  in  der  Zugrichtung  zu  Folge,  welche  für  die  Längen- 
einheit des  Parallelepipeds  gleich  ^^  sei ;  in  den  zur  Zugrichtung  senkrechten 
Sichtungen  findet  dann  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Seiten  des  Parallele- 
pipeds statt,  so  dass  die  Breite  desselben  ^  (1  +  ft^i)  und  die  Dicke  D(l  +ft(J,) 
wird.  Ob  diese  letztere  Veränderung  eine  Verlängerung  oder  Verkürzung  sein 
wird,  hängt  dann  von  dem  Vorzeichen  von  ^  ab,  ist  fc  positiv,  so  ist  die 
seitlicbe  Veränderung  von  derselben  Art  wie  ö ,  ist  es  negativ ,  so  ist  die  seit- 


1)  Cauchy  j  Exercices  de  Math^matiques.  T.  111.  p.  182  und  p.  205  ff. 

2;  LanU,  Le9on8  8ur  la  th^orie  math^matique  de  Telasticit^  des  corps  solides. 
II.  ^  p.  65  ff. 

3)  Kirchhoff,  CreUe's  Journal.  Bd.  XL  und  LVI. 
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liebe  Veränderung  jener  in   der  Zugrichtang  stattfindenden  entg^(engesetit. 
h&H  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  dadurch  geworden 

7(l+d, +  2^d,). 

Die  Volumeinheit  hat  sich  somit  um  S^  -^  2  fi  S^  yer&ndert.    Setsen  wir 

diese  die  Volumeinheit  treffende  Aenderung  gleich  t;,  so  nehmen  nunCanchf 

und  Lam6  an,  dass 

TTj  =  Ä;  .  d,  -f-  jKiy, 

worin  U  und  K  zwei  von  der  Natur  der  Substanz  des  Parallelepipeds  abbSngigi 
Constante  sind ;  sie  machen  also  die  Annahme ,  dass  man  die  durch  den  Zog  «i 
im  Innern  hervorgebrachte  der  Zugrichtung  parallele  Spannung  der  psniU| 
der  Zugrichtung  eintretenden  Verkürzung  und  der  in  Folge  dieses  Zuges  statt' i 
findenden  Volumänderung  proportional  setzen  könne. 

Werden  nun  die  drei  Flächenpaare  des  Parallelepipeds  gleichzeitig  dviA , 
Ziehungen  tTj,  tt^,  n.^  angegriffen,  so  werden  die  jeder  Zugrichtung  parallela 
Veränderungen  ^i ,  ^2 ,  ^3  sein ,  und  das  Volumen  des  Parallelepipeds  V  wirlj 
übergehen  in 

F(l  +  (<J,  +  dj  +  d,)), 

SO  dass  also  die  Veränderung  der  Volumeinheit  v  wird 

Die   drei  Drucke  tt,  ,   tt.^  ,   n^  oder  die  ihnen  gleichen  elastischen  Spii-] 
nungen  sind  in  dem  Falle  nach  obiger  Annahme  gegeben  durch  die  drei 
chungen : 

n^  ==  k  ^^  -{-  K  ,  V]  tTj  =  ^'  «^2  "1"  ^^'^  ^3  =  ^  ^3  ~f"  -B^v» 

Diese  drei  Gleichungen  behalten  ihre  GtÜtigkeit,  welches  auch  die 
TTj,  TTj,  TTj  sein  mögen;  also  auch  für  den  Fall,  dass  zwei  derselben,  n^ 
^3  gleich  Null  werden,  dass  also  das  betrachtete  Parallelepiped  nur  nadi 
Richtung  einen  Druck  oder  einen  Zug  erfährt,  sie  behalten  ihre  Gültigkeit 
den  Fall ,  den  wir  untersuchen.   In  dem  Falle  sind 

kö,^  +  Kv  =  kd^  +  Kv  =  0 (i4| 

(Jj  =  ^3  =  ^  d 

und  die  Volumveränderung  wird  dann 

« =  (j,  +  (jj  +  (J3  =  <j,  (1  +  2  (i). 

Eine  der  beiden  Gleichungen  (a)  liefert  nun 


OkU 


also 


1;  =  —  ^  •  ^2, 


cJ,  (1  +  2  ^)  =  -  ^  . 
K  1 


f**n 


f*=  — 


^lK-\-k 


2  + 
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ergibt  sich  somit  zunächst,  da  das  Vorzeichen  von  fi  negativ  ist, 
seitliche  Veränderung  immer  derjenigen  in  der  Drackrichtnng  ent- 
etzt  ist,  dass  also  beim  Zuge  eine  Quercontraction,  beim  Drucke  eine 
ation  eintritt.  Femer  ergibt  sich,  dass  der  Werth  Ton  fi  kleiner  als  % 
her  Werth  dem  Coefficienten  aber  zukommt,  das  hängt  von  dem  Ver- 
ler beiden  Constanten  Je  und  K  ab.  Der  von  Navier  und  Poisson  ge- 
Terth  fi  =  '/^  ergibt  sich,  wenn  A;  =  2  jK"  ist,  eine  Beziehung,  die 
38  theoretisch  nicht  folgern  lässt.  üeberhaupt  gibt  die  Theorie  ^j  ^ 
icität  über  die  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Constanten 
eiteren  Aufschluss,  sie  lässt  es  selbst  unentschieden,  ob  diese 
g  fllr  alle  Substanzen  dieselbe  ist ,  oder  ob  sie  fttr  verschie- 
»stanzen  verschieden  sein  könne^ 

theim*)  schliesst  aus  seinen  Versuchen  das  erstere,  er  findet 
1  Versuchen  mit  Kautschuk,  Glas  und  Messitlg  nämlich ,  dass 

f»  =  -  Vs, 
SS   Ä:  =  iiLi8t,    und  glaubt  deshalb,    dass  diese  Beziehung 
emein  das  Verhältniss   der  beiden  Constanten  wiedergebe, 
uche  mit  Kautschuk  haben  wir  vorhin  bereits  erwähnt;  so 
ur  etwa  Yj  beträgt ,  findet  sich  in  der  That  fi  ziemlich  genau 

• 

len  andern  Versuchen  wandte  er  auf  einen  Vorschlag  von 

ohne  Naht  gezogene  Bohren  von  Messing  oder  Glasröhren  Ä 

an,  welche  mit  ihren  Enden  an  andere  kurze  aber  weitere 

W  befestigt  waren.  Die  untere  war  unten  verschlossen,  die 

beiden  Seiten  offen,  und  an  ihrem  obem  Ende  mit  einer 

versehen,  durch  welche  eine  sehr  enge  Glasröhre  F  mit  dem 

;r  Bohre  communicirte.  Diese  so  vorgerichteten  Bohren  wur- 

Wasser  bis  zur  Marke  F  der  Glasröhre  gefttUt    Man  be- 

!ie  Bohre  nun  an  ihrem  obem  Ende,    so  dass  sie  vertief 

f  und  belastete  sie  an  ihrem  andern  Ende   mit  einem  Ge. 

Sie  dehnte  sich  dann  gerade  so  aus,  wie  ein  solider  Metall- 

derselben  Substanz. 

mass  nun  einerseits  die  Verlängerungen  dieser  Vorrichtung, 
its  das  Herabsinken  der  Flüssigkeit  in  der  Glasröhre  F.  Der 
ergab  somit  sowohl  die  Verlängerung  d  fttr  die  Längen- 
s  auch  andererseits  die  Vergrösserung  ^  (1  —  2  fi)  des  Vo- 
Ir  die  Volumeinheit,  und  man  hatte  diese  nur  zu  vergleichen, 
nun  in  üebereinstimmung  mit  den  Versuchen  am  Kautschuk, 
—  2  ft)  =  V3  ^1  ^^^  ^  =  V3  ^^^1  ^^8  also  die  Aenderung  des 
isers  fttr  die  Längeneinheit  Y3  ö  war. 


urtheim,  Annales  de  chiiii.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  XXIII.  Poggend.  Annal. 
UL 
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Volumyeränderung  während  des  Zuger. 


Die  nach  dieser  Methode  von  Wertheim  erhaltenen  Zahlen,  zusanm 
gestellt  mit  den  nach  dem  Poisson^schen  und  dem  Wertheim'schen  Wer 
von  fi  aus  der  beobachteten  Verlängerung  berechneten  Werthe  der  Vdi 
Verminderung  enthält  folgende  kleine  Tabelle. 


No.  der  Bohren 

7 .  d  (1  —  2 

f* 

berechnet 
mit  (i  =■  V4 

beobachtet 

berechnet 
mit  fi  =»  V, 

Messing     I 

1 

1 

0,81047           0,52017 

1 

0,54032 

n 

0,87866           0,54363 

0,58678 

ra 

0,88949      '      0,56104 

0,59299 

Glas          I 

5,3650              3,8613 

3,5767 

II 

4,0639              2,4217 

2,7093 

m 

1,5282              1,1472 

1,0188 

IV 

1,1938 

0,7786 

0,7959 

Für  Glas  ergeben  diese  Versuche  ziemlich  genau  den  Werth  fi  =  */„ 
die  damit  berechneten  Werthe  der  Volumyeränderung  bald  grösser  bald  kld 
sind  als  die  beobachteten  und  die  Abweichungen  nicht  zu  gross  sind; 
Messing  ist  dagegen  trotz  der  ziemlich  guten  Uebereinstimmung  zwisc 
Bechnung  und  Beobachtung  dieser  Werth  zweifelhaft,  da  mit  (i  =  Vs 
berechneten  Zahlen  zu  gross  werden;  für  Messing  würde  man  aus  diesen 
obachtungen  fi  =  0,315  ableiten. 

Man  würde  deshalb  schon  aus  Wertheim's  Besultaten  eher  den  Sd) 
ziehen ,  dass  ft  für  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein  kann ,  als  du 
stets  denselben  Werth  ^/.^  hat,  ein  Schluss,  der  auch  in  neuerer  Zeit  di 
die  Versuche  von  Kirchhoff  bestätigt  ist.  Kirchhoff*)  bestimmte  den  ¥? 
von  ft,  indem  er  an  verschiedenen  Stäben  durch  bestimmte  Gewichte  gl 
zeitig  Biegung  und  Torsion  hervorbrachte;  gerade  wie  nämlich  der  Elastici 
coefficient,  wenn  man  ihn  durch  k  und  K  ausdrücken  will,  den  Werth  v 
enthält,  so  ist  auch  auf  Torsion  und  Biegung  die  Quercontraction  von  Ein 
so  dass,  wenn  man  beide  beobachtet  hat,  sich  daraus  ft  berechnen  lässt. 
Versuche  sind  gemacht  an  drei  Stäben  von  glashartem  Stahl  und  an  € 
Stabe  von  hartgezogenem  Messing.  I^^r  die  ersten  drei  Stäbe  fand  er  im  1 
(i  =  —  0,294 ,  nämlich 

ftlr  den  ersten  Stab  ft  =  —  0,293, 
zweiten  „  ft  =  —  0,295, 
dritten    „    ft  =  —  0,294. 

Für  den  Messingstab  erhielt  er  dagegen  ft  =  —  0,387 ,  einen  Werth 
der  den  für  Stahl  gefundenen  und  auch  den  yon  Wertheim  allgemeii 


»» 


n 


>> 


»I 


1)  Kirchhoff,  Poggend.  Aiinal.  Bd.  CVIII.  p.  369  Ü. 
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g-^ziomineiien  weit  übersteigt.  Eirchboff  glaubt  zwar  dem  für  Messing  gefun- 
denen Werthe  von  (i  nicht  dieselbe  Bedeutung  beilegen  zu  können,  da  das 
gezogene  Messing  parallel  der  Zugrichtung  eine  andere  Elasticität  haben 
kGxine  als  senkrecht  dazu,  indess  genügt  die  Zahl  doch,  um  zu  zeigen,  dass 
(i  wohl  nicht  allgemein  constant  setzen  kann. 


§.  53. 

Zusaxmnendrüokbarkeit  der  Körper.  Die  Bestimmung  des  Verhält- 
nifiKses  zwischen  Quercontraction  und  Längenausdebnung  beim  Zuge  ist  nicht 
allein  zur  Eenntniss  der  Elasticitätsgesetze,  sondern  auch  deshalb  von  Wich- 
tigkeit, weil  man  nur  mit  Hilfe  desselben  die  kubische  Zusammendrückbarkeit, 
das  heisst  die  Volumverminderung  eines  festen  Körpers  bestimmen  kann,  wenn 
er  von  allen  Seiten  gleichmSssig  zusammengedrückt  wird.  Wird  ein  Körper 
Yon  allen  Seiten  ganz  gleichmässig  zusammengedrückt,  so  verändem  sich  alle 
seine  Dimensionen  gleichmässig,  seine  Dichtigkeit  vermehrt  sich  und  seine 
Gestalt  bleibt  sich  immer  ähnlich.  In  welcher  Weise  die  kubische  Compressi- 
Ulität  mit  den  beiden  in  den  letzten  §§.  besprochenen  Constanten ,  dem  £la- 
sticitätscoef&cienten  und  der  Quercontraction  zusammenhängt,  ergibt  sich  auf 
folgende  Weise. 

Gehen  wir  von  der  allgemeinen  Gleichung  Cauchys  des  vorigen  §.  aus, 
BO  hatten  wir  ganz  allgemein 

n  =  kd  +  K.v (1) 

wenn  n  den  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübten  Druck ,  d  die  diesem  Drucke 
^tBprechende  lineare  der  Druckrichtung  parallele  Aenderung,  v  die  dabei 
stattfindende  Aenderung  des  Volumens  und  A;  und  K  zwei  Constante  be- 
x^chnen. 

Für  den  Fall  nun ,  dass  die  Kraft  tv  nur  an  den  Endflächen  des  Stabes 
wii'kt,  wird,  wie  wir  sahen, 

t;  =  J  (1  +  2  |it) 

M^d  n  gleich 

K 

Hieraas  folgt  dann  f[lr  r,  die  Volumänderung,  die  bei  dem  Zuge  eintritt, 
Setzen  wir  diesen  Werth  für  v  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  wird 

«  =  ^^+-.(5 (2). 

Wir  haben  vorhin  als  Elasticitätscoefficienten  jene  Kraft  definirt,  welche 
an  den  Enden  eines  Prismas  wirkend  die  Länge  desselben  in  der  Zugrichtung 

12  • 
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verdoppelt,  welche  somit  6=1  macht.   Die  Gleichung  (2)  liefert  ans  deshalb 
den  Elasticitätscoefficienten  in  den  beiden  Constanten  K  und  k 

JL  =  — ^ —  . 

Der  reciproke  Werth  des  Elasticitätscoefficienten  gibt  uns  nun  die  lineare 
Ausdehnung  des  Parallelepipeds  oder  seine  Verkürzung,  wenn  die  an  den 
Endflächen  wirkende  Kraft  der  Einheit  gleich  ist,  oder  den  linearen  Aus- 
dehnungscoefficienten ,  mit  dem  wir  in  jedem  Falle  die  wirksame  Kraft  multi* 
pliciren  müssen,  um  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  des  ausgedehnten 
Parallelepipeds  oder  Cylindcrs  zu  erhalten.  Bezeichnen  wir  diesen  Quotienten, 
mit  C,  so  ist  derselbe 

^        ZK  +  k 

Wird  nun  das  Parallelepiped  von  allen  Seiten  ganz  gleichmässig  zusammen*- 
gedrückt  oder  ausgedehnt,  so  ist  6  nach  allen  drei  Richtungen  dasselbe,  und 
damit  wird  die  Volumsveränderung  t;  =  3  J  oder  die  dann  nach  einer  Rich- 
tung stattfindende  Linearänderung  gleich  ^/^  V.  Damit  erhalten  wir  dann  ans. 
der  Gleichung  (1),  indem  wir  ö  durch  v  ausdrücken, 

^  =  iJ+k  •  ^• 
Der  Coefficient  der  kubischen  Compressibilität ,  der  Coefficient,  mit  dem 
wir  den  auf  der  Flächeneinheit  normal  zu  derselben  wirkenden  Druck  muliipli* 
ciren  müssen ,  um  fdr  das  Parallelepiped  die  Aendeiaing  der  Volumeinheit  «i 
erhalten ,  ist  somit 

C  =     ^      • 

wie  man  sieht,  hängt  derselbe  wesentlich  ab  von  dem  Verhältniss  der  beiden 

Constanten  K  und  k. 

Kennt  man  für  eine  Substanz  den  Werth  von  E  oder  C,  und  beobachtet 

dann  den  kubischen  Compressionscoefficienten  C^   so  kann  man  aus  beiden 

den  Werth  des  Verhältnisses  A"  und  k  ableiten.    Dividiren  wir  nämlich  beide 

durch  einander,  so  wird 

C,  3 

A  _  3  C  -  C, 

k~:xc; 

Kennt  man  den  Werth  dieses  Verhältnisses,  so  <Thält  man  daraus  un- 
mittelbar auch  den  Werth  von  fi,  so  dass  man  aus(-ompressionsversuchen  in 
Verbindung  nkit  solchen  über  Verlängerung  ebenfalls  die  bt'iden  Constanten 
ableiten  kann,  welche  für  die  Elasticitätsverliältnisse  einer  Substanz  mass* 
gebend  sind. 
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die  CompreBBion  fester  KSrper  hat  Begnaolt  bei  Gelegenheit  seiner 
lg  aber  die  Compreasion  der  Fltlssigkeiten  einige  Tergnche  an- 
Er  benutzte  zu  diesen  Versuchen  Crefitsee,  deren  Form  und  Snb- 
I  bestimmt  waren,  entweder  Kugeln  von  Kupfer  oder  Messing, 
er  und  Süsserer  Durchmesser  mit  grCsster  Genauigkeit  gemessen 
lit  deren  Innern  eine  lange  OlasrCbre  in  Verbindung  stand;  oder 
D  Glasgei^s  A  (Fig.  56),  dessen  innere  Capacitfit  und  dessen 
>lnmeu  mit  grSsster  Sorgfalt  be- 
Die  OetSsse  füllte  er  bis  zu  einer 
t  Wasser,  welche  sich  auf  der  Olas- 
dem  Halae  des  Gefäases  befindet. 
:te  er  das  GefUss  iu  einen  ringsum 
ssenen  mit  Wasser  gefUllten  Be- 
',  und  übte  auf  das  Wasser  des 
inen  Druck  P  aus,  indem  er  aus 
tter  durch  die  Rfibrenleitung  FG 
senem  Hahn  E  auf  die  OberflSche 
»  tu  £  comprimirte  Luft  wirken 
iese  Weise  drückte  tT  das  Geßlss  Ä 
alten  ganz  gleichmässig  zusammen, 
u  desselben  verminderte  sich  um 
■uck  proportionale  Grösse  und  man 
.sser  in  der  Röhre  Über  C  herauf- 

Steighöhe  niisst  man  an  einer  auf 
angebrachten  Theilung.  Man  kann 
rch  den  äussern  Druck  hervorge- 
im  Verminderung  aus  der  Steighöhe 
!  ableiten,  wenn  man  die  CapaclUt  der  Röhre  im  YerhSltniss  zum 
s  ganzen  Gef^ses  kennt.  Dieses  Yerhältnias  wurde  durch  WSgung 
nmt. 

e  von  Regnault  bei  seinen  Versuchen  erhaltenen  Resultate  zur  Be- 
es  kubischen  Compressionscoefficienten  benutzen  zu  können,  mfis- 
ächst  ableiten ,  in  welcher  Weise  nach  den  Gesetzen  der  Elasticität 
Kugeln  vorhandene  Hohlraum  durch  den  auf  die  KugeloberflSche 
Druck  vermindert  wird. 

den  auf  die  äussere  Kugelfläche  wirkenden  Druck  werden  die  Ra- 
ugel  verkleinert;  bezeichnen  wir  den  Radius  der  innem  Kugel- 
ier  Compression  mit  R^ ,  so  wird  derselbe  nach  der  Compression 
,),  wenn  wir  mit  9>g  einen  sehr  kleinen  gleich  zu  bestimmenden 
ebnen.    Der  Hohlraum  der  Kugel,  welcher  vor  der  Compression 


auit,  Relation  den  exp^euceii  etc.    Hämoires  de  l'Äcad.  de«  scieacea 
de  France.  T.  XXI. 
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Vs  -^0^  ^  wskT^  wird  deshalb  nach  der  Compression  Y3  R^^  (1  —  90)' «  oder 
auch,  da  g?Q  sehr  klein  ist,  Y3  iJ^^  (1  —  3q>^^)  n:  Die  stattgefundene  Yohiih 
Verminderung  ist  deshalb 

^  F=  V3  i^o'  ^  -  V3  -Ro'  (1  -  3  g>o)  ^  =  V3  i?o'  ^  •  3  9>o, 
oder  in  Bruchtheilen  des  ursprünglichen  Volumens  F 

Die  Theorie  der  £lasticität  zeigt  nun  ^j,  dass  bei  einer  Hohlkugel,  welche 
auf  ihrer  äussern  Fläche  gleichmässig  zusammengepresst  wird ,  die  Yerkümmg 
der  Badien  oder  <p  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

worin  c  und  h  zwei  Constante  sind,  welche  abhängig  sind  von  dem  Bnu^ 
den  die  Kugel  erföhrt,  und  den  Radien  der  äussern  und  innem  Fläche  der 
Hohlkugel.  Sind  diese  beiden  Badien  R^  und  Bq  ,  und  ist  der  Druck ,  der  auf 
die  Flächeneinheit  der  äussern  Fläche  wirkt  P) ,  der  auf  die  Flächeneinheit  der 
innem  Fläche  gleich  Pq  ,  so  erhält  man  für  diese  beiden  Constanten  den  Werth 
^_    _i P,B,'-PoBo\    ._J_      JRq»  Jg.»  (P,  -  Pq) 

oder  wenn ,  wie  bei  den  Versuchen  von  Regnault  Pq  der  Druck  auf  die  innere 
Fläche  der  Hohlkugel  gleich  Null  ist, 

^_ 1  B,^  h  —  -L.     J?o!^.'_     p 

^  "~  3K+  k  '  Bi*-Bo^  '  ^^'    ^~  2k    '  JBi»  —  J?o'  ■     ^' 

Daraus  folgt  dann  für  q> 
^  _  p    ( l_  Rj'         ,    _1_  Bq^ B,^      ) 

Es  folgt  somit,  dass  in  diesem  Falle  die  Verkürzung  des  Radios  nicht  an 
allen  Stellen  der  Kugelschale  dieselbe  ist,  oder  dass  die  Volum vermindenmg 
einer  Kugel ,  welche  von  einer  in  der  Kugelschale  liegenden  Kugelfläche  ein- 
geschlossen wird ,  von  der  Lage  dieser  Fläche  in  der  Kugelschale  abhängig  ist 
um  die  Volumverminderung  des  Hohlraums  in  der  Kugel  zu  erhalten,  haben 
wir  den  Werth  von  q)  zu  bilden ,  der  dem  Radius  der  innem  EngelflSche  ent- 
spricht, den  wir  oben  mit  q)Q  bezeichneten;  wir  erhalten  denselben,  wenn 
wir  r  =  Bq  setzen ;  damit  wird  dann 

—  ö(Pq  —  ö  [jfj^j^^  i-  YkJ  Bfz::^^  •  ^1' 


V 

oder  schliesslich 
dV 


~'6K+k       /2^Ä;^^y      B^^  —  B^'      ^i* 


1)    Man  sehe  Lame,   thdorie  mathämatique  de  Tdlasticit^  des  oorps  goUdes 
D.  211  flf.  Clebsch,  Theorie  der  Elaaticität  fester  Körper.  §.  18.  p.  60  ff. 


§.  58. 
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Wir  erhalten  bei  diesen  Versuchen  somit  nicht  direkt  den  kubischen  Com- 
pressionscoefificienten ,  sondern  einen  andern,  den  wir  mit  C2  bezeichnen  wol- 
len, der  gleich  ist  dem  Coefficienten  C^  multiplicirt  mit  dem  Anderthalbfachen 
des  um  1  vermehrten  Verhältnisses  der  beiden  Constanten  K  und  k.  Dieses 
VerhSltniss  erhalten  wir  dann  aus  dem  Coefficienten  Cj  und  dem  linearen  Aus- 
dehnungscoefficienten,  indem 


C 


?  =3 


4+. 


ond  aus  diesem  erhalten  wir  dann  den  Werth  von  C^. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Regnault  an  einer  Hohlkugel  von  Kupfer 
aofigeftlhrten  Versuche.   Bei  dieser  Kugel  waren 

B^  =  29™",9;   -So  =  29"»"',106;    7=  109",11. 


dV 
V 

^i 

O2 

0,000112556 

2,8017 

0,000003123 

0,000177533 

4,3687 

0,000003156 

0,000233944 

6,6753 

0,000003140 

!   0,000265950 

6,4502 

0,000003224 

0,000329544 

7,8202 

0,000003273 

Die  Drucke  P|  sind  in  Atmosphären  gegeben;  die  Einheit  des  Druckes 
ist  dabei,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  0,010328  Kilogramm  auf  den 
Q^^^dratmillimeter;  um  den  Werth  Cj  für  1  Kilogramm  zu  erhalten,  müssen 

• 

^''1*'  daher  die  oben  angeführten  Werthe  mit  0,010328  dividiren. 

Die  beiden  letzten  Beobachtungsreihen  weichen  von  den  drei  ersten  so 
^^^entend  ab,  dass  wir  annehmen  müssen,  es  habe  dort  bereits  eine  bleibende 
^ibrmation  der  Kugel  stattgefunden.  Nehmen  wir  das  Mittel  aus  den  drei 
®^tcn  Zahlen ,  so  wird 

Cj  =  0,000003139  oder  für  1  Kilogr.  =  0,0003039. 

Für  weiches  Kupfer  erhielt  Wertheim  E  =  10519  (§.  51),  somit 


C  = 


E 


0,00000506. 


Daraus  folgt 


C   ~ 


3,19  =  3 


4+^ 


i,o«3  (2^  +  1)  =  V.  (?  + 1) 


K 

k 


^=^-2^  =  0,698 
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f.! 


und  daraus  schliesslich 


C,  =  0,00012675 , 
^1 


^   =  1,25  und  |ü  =  —  0,291. 

Für  Kupfer  ergibt  sich  somit  aus  diesen  Versuchen  der  kubische  A 
dehnungscoefficient  zu  Yj  des  linearen  und  für  (i  ein  Werth ,  welcher  dem  \ 
KirchhoflF  für  harten  Stahl  gefundenen  entspricht. 

Die  Versuche  mit  der  Messingkugel  finden  sich  in  der  folgenden  Tab 
zusammengestellt;  für  diese  Kugel  war 

J?j  =  29"»°^,45;    Bq  =  28'"™,73;    F=  102«,71- 


JV 
V 

1 

1 

C, 

0,000074569 

1 

1,5834 

0,000003370 

0,000112723 

2,4282 

0,000003325 

0,000150909 

3,2233 

0,000003350 

0,000190904 

4,0254 

0,000003392 

0,000222921 

4,7319 

0,000003371 

0,000262613 

6,5724 

0,000003372 

0,000299431 

6,3860 

0,000003355 

0,000335997 

7,1860 

0,000008345 

0,000396031 

8,4119 

0,000003369 

1   0,000433301 

9,1515 

0,000003387 

Die  Constanz  der  Werthe  von  0^  beweist,  dass  hier  auch  bei  den  i 
sten  Drucken  die  Elasticitätsgrenze  noch  nicht  überschritten  ist,  als  ] 
ergibt  sich  aus  den  zehn  Beobachtungen 

Gj  =  0,000003363  oder  für  1  Kilogramm  0,0003256. 
Der  Werth  von  E  für  Messing  ist  nach  Wertheim's  Bestimmungen  *) 

i:  =  9271  und  daraus  G  =  0,0001078. 
Somit  wird 


und  schliesslich 


-^J-  =  3,020;    ^  =  0,962 
C\  =  0,0001106, 


Yj-  =  1,026;    |tt  =^  —  0,329. 

Der  Werth  von  (i  entspricht  also  in  diesem  Falle  fast  genau  den 
Wertheim  angenommenen,  der  kubische  Compressionscoefficient  ist  d< 
folge  fast  genau  gleich  dem  linearen. 


1)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  S^r.  1. 12.  p.  598. 
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Ausser  diesen  Versuchen  hat  Begnault  auch  die  Compression  einer  Glas- 
röhre bestimmt,  welche  die  Form  eines  Cjlinders  mit  halbkugelfSrmigen  End- 
flächen besass.  um  die  Compression  eines  solchen  Oefässes  zu  berechnen ,  hat 
man  dasselbe  in  zwei  Theile  zerlegt  zu  denken ,  in  den  Cylinder  mit  geraden 
£ndflSchen  und  in  die  aus  den  beiden  Halbkugeln  zusammengesetzte  Kugel. 
Wird  jeder  dieser  Theile  unter  denselben  umständen  fCLr  sich  zusammen- 
gedruckt ,  so  ist  die  Summe  der  Compressionen  gleich  der  Compression  des  zu 
diesen  Versuchen  benutzten  Gefösses.  Es  folgt  das  aus  der  üeberlegung,  dass 
der  Druck  auf  die  zur  Längsachse  senkrechten  Endflächen  desselben  durch 
Vermittlung  der  Halbkugeln  gerade  so  wirkt,  wie  wenn  er  direkt  auf  die  End- 
flächen wirken  würde,  da  diese  Endflächen  grösste  Bereise  der  aus  den  Halb- 
kugeln  gebildeten  Kugel  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Badien  der  Halbkugeln  wie  vorhin  mit  Bq  und  i^j, 
den  auf  der  Flächeneinheit  der  äussern  Fläche  wirkenden  Druck  mit  Pj ,  so 
erhalten  wir  zunächst  für  die  Volumverminderung  der  Kugel,  wie  vorhin 

^  ^=3r+i-  '/^  (f  +  0  -BI^W-^'-  ^' 

Wenn  V  das  Volumen  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Volumverminderung  des  Cylinders  erhalten  wir  auf  folgende  Weise. 
I«t  H  die  Höhe  des  Cylinders ,  B^^  der  Radius  desselben ,  so  ist  das  Volumen 
desselben  vor  der  Compression 

F,  =Bq'^7c.  H. 

Geht  nun  durch  diß  Compression  die  Höhe  desselben  über  in  //  (1  —  ^), 
^«r  Badius  in  I^q  (1  —  9?q),  so  wird 

V^  —  jr^=Bj'7tn{l  —  6)  (1  -  ip,y  =  i?o'  ^r  //(l  -  J  -  2  g>o) 
^d  daraus 

Für  die  Verkürzung  d  der  Längsachse  liefert  die  Theorie  der  Elasticitäi 
^eu  Werth  >) 

^^  i?i,  Bq  die  Radien  der  innem  und  äussern  Cylinderfläche,  welche  bei  den 
^ctsuchen  von  Regnault  denen  der  Halbkugel  gleich  sind,  und  P],  Pq  die 
W  die  Flächeneinheiten  der  äussern  und  innem  Fläche  wirkenden  Drucke 
^d.  Da  auch  bei  diesen  Versuchen  Pq  =  0  ist,  so  wird 

"        SK+k    E,«  — JRo' 
Für  die  Verkürzung  g>  eines  Radius  der  Cylinderschalo  erhält  man  ganz 
analog  wie  bei  der  Kugel 


1)  liUh  sehe  Lamd  a.  a.  0.  p.  188  S. 
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also  fUr  die  Verkürzung  des  Radius  der  innem  Cylinderfläcbe 

Die  beiden  Constanten  c  und  h  erbalten  hier  folgende  Werthe 

1         Bt^P,-Bo''Po     X         1     Bo«  JRi«  (Pi  - -Po) 
—  ;    ö  =  — . 


oder  für  unsere  Versuche,  bei  denen  Pq=  0 

^  _        1  -Ri*  p  .    7,  _  1      -Bol^iL     p 

Daraus  folgt 

^ö  ~  (3X^+1  "T"  T]  Äi«  -  JRo'  '  ^ 
und  schliesslich 

Setzen  wir  der  Kürze  halber 

80  erhalten  wir  für  die  Volumverminderung  des  ganzen  Gefässes 

welcher  Gleichung  wir  die  Form  geben  können 

odet  schliesslich 
dV+dV,  3  _      3 


■A(f+oi^^+mf-"M 


{V+V^)P^        '6K+k     ^^\k   ^  V  r        ^    eCÄ-^-it)      ^  'M    F+F, 

Wie  man  sieht,   lässt  sich  hier  der  Compressionscoefficient  nicht  direkt 

berechnen,  wenn  das  Verhältniss  -j-  nicht  schon  bekannt  ist.   Wertheim  seizli 

bei  seiner  Berechnung  der  Begnault'schen  Versuche  ^)  seiner  Annahme  genüte 
K  =  kj  und  erhielt  dann  in  der  That  für  den  kubischen  Compressionsooe£S* 
eienten  des  Glases  einen  Werth ,  der  dem  von  ihm  bestimmten  linearen  Coe^ 
ficienten  sehr  nahe  gleich  war.  Man  kann  indess  bei  der  Berechnung  ixA 
anders  verfahren.  Führt  man  nämlich  die  Division  des  Coefficienten  des  zwei* 
ten  Gliedes  in  der  Klammer  aus,   so  erhält  man  eine  Reihe,    deren  erstei 

Glied  % ,  deren  zweites    ^  ist.     Berechnet  man  nun  mit  dem  Werthe  Vj 

obigen  Ausdruck,  so  erhält  man,  indem  man  diesen  Werth  von  Cj  mit  des 
für  Glas  bestimmten  Hnearen  Ausdehnungscoefficienten  C  zusammenstellt,  eiBfli 


1)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  t.  23. 
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angenäherten  Werth  von  -^ ;  setzt  man  diesen  dann  in  die  Gleichung  ein  und 

»berechnet  neuerdings,  so  erhält  man  eine  weitere  Annäherung.  Setzt  man 
diesen  wieder  ein,  und  berechnet  nochmals  u.  s.  f.,  so  erhält  man  schon  bei 
der  fünften  und  sechsten  Rechnung  Werthe  für  Cj ,  welche  innerhalb  der  von 
den  Versuchen  mit  einiger  Sicherheit  gelieferten  Decimalstellen  sich  nicht  mehr 
Ton  einander  unterscheiden.  Diesen  Werth  von  0^  kann  man  demnach  als 
aas  den  Versuchen  hervorgehenden  betrachten,  und  in  dieser  Weise  habe  ich 
die  Versuche  von  Regnault,  welche  in  folgender  kleinen  Tabelle  mitgetheilt 
and,  berechnet.   Bei  den  Versuchen  von  Regnault  waren 

iJj  =  12™°»,128;  JRo  =  10"^'",728;  ir=  208™™,7; 

Fl  =  74«S599;       F  =  5^S167;        Y  -\.  Y^=  80«S666. 

Als  Mittel  aus  10  Versuchsreihen,  in  denen  P,  von  2,5  bis  10,5  Atmo- 
sphären zunahm,  ergab  sich 

t/+^v!)p\  =  0,000028289. 

Daraus  ergibt  sich  für  Cj ,  wenn  als  Einheit  des  Druckes  das  Kilogramm 

genommen  wird, 

Cj  =  0,0004608. 

W^rtheim  gibt  als  Resultat  der  Ausdehnungsversuche  ^)  für  Glas 

E  ±=  6040  und  daraus  C  =-0,0001655. 
Hieraus  ergibt  sich  in  der  frühem  Weise  berechnet 

g.  =  2,784;  f  =  1.6. 

TT 

Mit  diesem  Werthe  von  -^  liefert  die  zweite  Rechnung 

Gj  =  0,0004913;  y  =  1,069, 


*e  dritte 

Gj  —  0,0004995;   y  —  0,964, 

*e  vierte 

Cj  —  0,0005016;   ^  —  0,940, 

fiefllnfte 

Cj  —  0,0005020;   ^  —  0,939. 

Die  beiden  letzten  Werthe  weichen  nur  mehr  in  der  letzten  Decimale  um 
4 Einheiten  ab,  so  dass  eine  weitere  Rechnung  überflüssig  ist.    Aus  diesem 

Berthe  ftlr  C^  und  dem  gefundenen  Werth  -r  folgt 

Q 

Cj  =  0,0001725;   -^  =  1,04;  |tt  =  —  0,315. 

Die  von  Wertheim  angenommene  Relation  C^=^  C  zeigt  sich  also  auch  in 
diesem  Falle  nur  annähernd  richtig ,  es  zeigt  sich  vielmehr ,  dass  dieses  Ver- 
hlltniss  und  somit  der  Werth  von  ft  entsprechend  den  Versuchen^ von  Kirchhoff 
lieh  von  Substanz  zu  Substanz  ändern  kann. 


1)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  111.  S^r.  t.  19.  p.  137. 
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TorslonBelsstloItät.  Es  ist  eine  bekannte  Thatsache,  dass,  warn 
einen  Draht  oder  eine  elastische  Saite  an  dem  einen  Ende  befestigt  und 
durch  eine  an  dem  andern  Ende  an  einem  Hebelarm  wirkende  Kraft  P  m 
selbst  dreht,  dass  dann  der  Faden  eine  gegenwirkende  Eraft  entiric 
welche  wächst  mit  dem  Winkel,  um  welchen  man  den  Draht  gedreU 
Nennen  wir  daher  das  Drehungsmoment  des  Gewichtes  P,  welches  wn 
gebracht  haben,  p,  so  dreht  sich  der  Faden  so  lange  bis  zu  einem  solchen' 
kel  a,  dass  das  Drehungsmoment,  welches  die  Gegenwirkung  des  Fi 
ausQbt,  um  ihn  zurtlckzudrehen ,  gleich  ist  dem  Drehungsmoment  p.  Es  t 
demnach  bei  der  Torsion  eines  Fadens  oder  Drahtes  immer  zwei  Drdii 
moroente  auf,  welche  anter  sich  gleich,  sich  das  Gleichgewicht  halten, 
rückwirkende  Drehungsmoment  des  Fadens  bezeichnet  man  mit  dem  S 
der  Torsionskraft;  es  ist  unsere  Aufgabe ,  zu  untersuchen,  welche  Beut 
zwischen  dieser  und  dem  Drehungswinkel  besteht. 

Flg,  ST. 


Die    ausgedehntesten   Versnche    zur   Beantwortung    diesen:  Frage 
Wertheim ')  angestellt;  er  bediente  sich  dazu  des  Apparates  Fig.57.  Der. 


1)  Wertheim,  Ännales  de  chim.  et  de  phy».  III.  Sör.  t.  50.  p.  202  iL 
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Nfteht  ans  einer  schweren  eisernen  Bank ,  auf  welcher  sich  zwei  Aufsätze  be- 
laden, ähnlich  denen  einer  Drehbank.  Der  erstere  B  ist  beweglich,  er  dient 
Im,  das  eine  Ende  des  Stabes  U^  den  man  untersuchen  will,  festzuhalten. 
h  dem  Ende  trägt  er  ein  durchbohrtes  Stück ,  durch  welches  der  Stab  hin- 
hnndigesteckt  wird,  und  in  welchem  er  mittels  einer  Druckschraube  N  fest- 
{aUemmt  wird. 

Es  ist  noth wendig,  dass  dieses  Ende  U  des  Stabes  während  der  Yer- 
seile  ganz  fest  ist;  um  sich  davon  zu  überzeugen,  ist  an  ihm  ein  Zeiger  C 
^gebracht,  dessen  Ende  immerfort  auf  eine  am  Apparat  angebrachte  Marke 
iazeigen  mnss. 

Das  vordere  Ende  T  des  Stabes  ist  in  gleicher  Weise  in  die  hohle  Axe  M 
Dgesteckt  und  dort  festgeklemmt.  Diese  Axe  kann  sich  in  zwei  horizontalen 
igem  drehen;. sie  trägt  eine  Bolle  E^  um  welche  zwei  Schnüre  gelegt  sind. 
Es  erste  ist  an  dem  Haken  bei  E  befestigt  und  trägt  das  Gewicht  P;  die 
reite  ist  an  der  andern  Seite  der  Bolle  befestigt,  steigt  von  dort  zur  Bolle  B 
if ,  ist  um  diese  herumgelegt  und  trägt  an  ihrem  andern  Ende  ein  Gewicht  S^ 
elches  gleich  P  ist.  Es  ist  klar,  dass  diese  beiden  Gewichte  die  Bolle  E  in 
ekhem  Sinne  zu  drehen  und  somit  dem  Stabe  eine  Torsion  zu  crtheilen 
nben. 

Um  die  ertheilte  Drehung  zu  messen,  ist  die  eine  Seite  der  «Bolle  E  mit 
lem  getheilten  Kreise  versehen,  auf  den  ein  unbeweglicher  Zeiger  D  ein- 
stellt ist.  Man  bemerkt  die  Stellung  des  Kreises  vor  der  Drehung,  und 
oerdings,  wenn  die  Gewichte  wirken;  die  gemessene  Drehung  des  Kreises 
.  gleich  dem  Torsionswinkel  co.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welche 
^ehnng  zwischen  dem  Winkel  co  und  der  Wirkung  der  beiden  Gewichte  P 
steht. 

Das  Drehungsmoment  der  beiden  Gewichte,  2P^,  wenn  wir  den  Badius 
r  Bolle  gleich  ^  setzen,  sei  gleich  JP. 

I.  untersucht  man  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Torsionswinkels  von 
r  Grösse  des  Drehungsmomentes  F,  so  zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  F  im 
trhältniss  von  1,  2,  3,  4  ...  ändern,  die  Torsionswinkel  in  demselben  Ver- 
Itniss  o,  2»,  3co,  4q)..  werden.  Da  nun,  wie  wir  sahen,  die  gegen- 
rkende  Torsionskrafk  gleich  dem  drehenden  Momente  F  ist,  so  folgt  der 
chüge  Satz,  dass  die  Torsionskraft  dem  Torsions winkel  proportional  ist. 

n.  Wenden  wir  Stäbe  derselben  Substanz ,  aber  verschiedener  Länge  an, 
dass  die  Längen  im  Yerhältniss  1,  2,  3,  4  . .  stehen,  so  findet  man  bei  An- 
mdung  derselben  Kraft,  dass  die  Torsionswinkel  (o,  2  6),  3  o,  4  cd  sind. 
e  Torsionswinkel  sind  demnach  bei  gleicher  tordirender  Kraft  der  Länge  der 
rdirten  Stäbe  direkt  proportional. 

m.   Wendet  man  cjlindrische  Stäbe  an ,  deren  Badien  sich  verhalten  wie 
2,  3,  4,   so  werden  bei  Anwendung  derselben  Kraft  die  Torsionswinkel 

i  zunehmendem  Badius  kleiner,  und  zwar  findet  man  sie  a>,    ~-,   --,   ^r^-^- 

16      öl      ÄÖo 
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Es  sind  also,  da  1,  16,  81,  256  gleich  sind  1^,  2^  3^  4^  bei  Anwendung 
derselben  drehenden  Kraft  die  Torsionswinkel  umgekehrt  proportional  te 
vierten  Potenzen  der  Radien  der  Stäbe. 

IV.  Wenn  man  bei  gleichen  Dimensionen  und  gleichen  Erftften  ver8clD»> 
dene  Substanzen  anwendet,  so  findet  man  die  Torsionswinkel  YerscluedM. 
Um  deshalb  ans  den  beobachteten  Dimensionen  des  Stabes  und  den  drehemta 
Kräften  die  Torsionswinkel  zu  erhalten ,  bedarf  es  eines  gewisaen  ftlr  die  fe^ 

schiedenen  Substanzen  verschiedenen  Coefficienten  -m  * 

Wir  erhalten  demnach  für  den  Torsionswinkel  den  Ansdrack 

1      F.l 

CO  =  -^  •  — r-  • 

Die  Torsionskraft  des  Stabes  ist  gleich  der  Kraft,  welche  dem  Stabe 
Torsion  ertheilt,  denn  der  Stab  dreht  sich  so  lange,  bis  die*  gegenwiileife| 
Kraft  desselben  gleich  ist  der  drehenden  Kraft.    Wir  erhalten  daher  die  Ti 
sionskraft,  welche  der  Stab  bei  einer  Drehung  um  den  Winkel  w  entwi( 
wenn  wir  die  soeben  erhaltene  Gleichung  nach  F  auflösen.   Wir  erhalten 


F=(a 


T    — 


oder  die  Torsionskraft  ist  proportional  dem  Torsionswinkel,  der  vierten  P( 
des  Radius  d^  tordirten  Stabes  und  umgekehrt  proportional  der  Länge  dec 
ausserdem  für  jede  Substanz  noch  proportional  einem  besonderen  Coefficii 
dem  sogenannten  Torsionscoefficienten.     Die  physikalische  Bedentang 
Coefficienten  ist  leicht  zu  erhalten.    Setzen  wir  r  =  1  und  ?  =  1 ,  so  wird 
einen  Draht  von  der  Längeneinheit  z.  B.  1"'  und  der  Einheit  des 
z.  B.  1"'"» 

F=o}  T. 

Nun  wird  der  Torsionskraft  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  ein 
Hebelarm  q  angreifendes  Gewicht  P,  so  dass  wir  setzen  können 

F=P.  ^  =  0.  T, 


woraus 


P  .  ^  =  Z 


CO 


Und  machen  wir  schliesslich  ^  ==  w,  so  wird 

P  =  T. 

Der  Torsionscoefficient  T  gibt  uns  also  das  Gewicht  an,  welches  am 
eines  mit  dem  Stabe  von  der  Länge  1  und  dem  Querschnitt  1  verbnn( 
Hebelarmes  von  der  Lauge  q  wirken  muss ,  um  der  Torsionskraft  das  61 
gewicht  zu  halten ,  wenn  wir  den  Stab  um  einen  Winkel  o  gedreht  haben,  li] 
dass  der  von  dem  Ende  des  Hebelarms  durchlaufene  Bogen  die  Länge  dAJ 
Radius  erreicht  hat;  oder  er  ist,  wenn  wir  q  gleich  der  Längeneinheit,  gkÜ 
1  Meter  setzen,  gleich  jener  Kraft,  welche  an  einem  Radius  von  1  Hetff' 
Länge  wirkend,  den  Stab  so  stark  tordirt,  dass  der  Endpunkt  des  Badiv 
einen  Bogen  von  einem  Meter  zurücklegt. 


Methode  von  Coolomb. 
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Die  soeben  beschriebene  Methode  von  Wertheim  eignet  sich  besonderB  zur 
Fntersnchnng  der  Torsion  an  StSben  von  grossen  Dimensionen,  um  die  wegen 
tier  vielen  Anwendungen  weit  wiohtigen-n  Gesetze  der  Torsion  an  feinen 
Iden  oder  DrShten  zu  untersuchen,  wandte  Conlomb  eine  andere  Ketliode 
n'),  die  sogenannte  Methode  der  Oscillationen.  Wir  befestigen  einen  Faden 
nt  teinem  obem  Ende  an  einem  festen  Haken  Ä  (Kg.  58),  und  bfiugen  an 
lin;  unteres  Ende  einen  schweren  ESrper,  z.  B. 
ine  metaUiBche  Kugel.  Hängt  die  Kugel  vertical 
enb,  so  dreht  man  dieselbe  um  die  verticale  Axe 
m  einen  beliebigen  Winkel  und  Überl&ast  sie  dann 
ch  selbst.  In  Folge  der  durch  die  Drehung  ent- 
•ndenen  Torsionskraft  wird  dann  der  Faden  sich 
üder  aufdrehen,  und  dabei  die  Eugel  um  die  ver- 
eale  Äze  mit  steigender  Oeschvrindigkeit  rotiren 
Mwhen,  da  die  Tonionskraft  contjnuirlich  wirkt. 
~wh  einiger  Zeit  wird  sich  nun  der  Faden  in  der 
•ge  befinden,  welche  er  einnahm,  bevor  er  tor- 
(rt  war.  Aber  in  diesem  Augenblicke  ist  auch  die 
iMatiunageschwindigkeit  am  grtSssten  geworden, 
isBew^ung  wird  wegen  der  erlangten  Geschwin- 
'^eit  fortdauern  und  der  Faden  eine  entgegen- 
«etxte  Torsion  erhalten.  Dadurch  wird  nun  nach 
id  nach  die  Bewegung  verzögert,  und  sie  wird  < 
eich  Null,  wenn  der  Winkel  der  entgegen geselz- 
n  Torsion  gleich  dem  ursprünglichen  Toraions- 
inkel  geworden  ist.  Dann  wird  sich  die  Bewegung 
okehren,  wieder  über  die  Gleichgewichtslage 
nanagehen  a.  a.  f.,  so  dass  sie  dieselben  Aendcrungen  zeigt,  wie  das  Pendel; 
wird  eine  hin-  und  berdrebende  Bewegung  eintreten  mit  abnehmender  Am- 
itnde,  weil  Beibung  Widerstand  der  Luft  und  die  unvollkommene  EtasticitSt 
«  Drahtes  eine  ungehemmte  Fortdauer  verhindern. 

Es  ist  nun  klar  erstens,  dass,  wenn  die  Torsionskraft  des  Fadens  wirk- 
ih  proportional  ist  dem  Torsionswinkel ,  dasa  dann  die  Oscillationen  dieselbe 
nt  dauern,  welches  auch  ihre  Ausdehnung  sei,  ob  sie  mehrere  ganze  üm- 
«hnngen  umfassen,  oder  nur  wenige  Bruchtheilo  eines  Grades.  •  Denn  dann 
ird  in  dmnaelben  Verhältnisse,  als  die  Drehung  aus  der  Gleichgewichtslage 
■Osser  wird,  auch  die  Drehungsgescbwindigkeit  grösser,  welche  die  Torsions- 
"aft  dem  Faden  ertheilt;  wenn  aber  die  Geschwindigkeit  immer  der  Drehung 
uportional  ist,  der  doppelten  Drehung  die  doppelte,  der  dreifachen  die  drei- 
ube  GoBohwindigkeit  entspricht,  so  müssen  alle  Drehungen,  alle  Oscillationen 
gleichen  Zeiten  surückgelegt  werden. 


t)  Coulomb,  Mämolres  de  l'Acad.  des  Sciences.  Paris  1784. 
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Zweitens  aber  ist  umgekehrt  klar,  dass,  wenn  dieser  Isocbronismus  der 
Oscillationen  stattfindet,  dass  dann  auch  die  Proportionalität  zwischen  Tor- 
sionskraft und  Torsionswinkel  besteht.  Es  genügt  daher ,  um  das  erste  te 
aufgestellten  Gesetze  für  diesen  Fall  zu  beweisen ,  zu  zeigep ,  dass  die  Oacüli* 
tionen  isochron  sind. 

um  diese  Beobachtung  mit  der  nothwcndigen  Genauigkeit  zu  madifls, 
verfuhrt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  bei  Pendelbeobachtungen.  Mai 
hängt  den  Faden  an  einem  Widerhalt  Ä  auf  (Fig.  58),  befestigt  unter  dar 
Kugel  B  einen  möglichst  leichten  Zeiger  C  und  stellt  zur  Messung  der  Oscü- 
lations weiten  einen  getheilten  Kreis  darunter,  so  dass  dessen  Mittelpunkt?« 
dem  verlängerten  Faden  getroffen  wird.  Der  Beobachter  stellt  sich  in  einer 
gewissen  Entfernung  mit  einem  Femrohr  so  auf,  dass  er  den  Zeiger  visira 
und  eine  Sekundenuhr  beobachten  kann,  die  er  zu  arretiren  und  loszulassn 
im  Stande  ist.  Im  Augenblick,  in  welchem  nun  der  Zeiger  das  (resichtfitid 
des  Femrohrs  passirt,  setzt  er  die  Uhr  in  Gang.  Nach  Zählung  von  fiOflcOkr 
tionen  mit  der  Amplitude  A  bestimmt  er  dann  die  verflossene  Zeit.  DieseDt, 
Beobachtung  wird  dann  mit  kleinern  oder  grossem  Oscillationsweiten 
wobei  man  selbst  bis  zu  mehreren  ganzen  Umdrehungen  des  Fadens  M, 
schreitet.  Der  Versuch  zeigt  dann  mit  vollkommener  Exaktheit  die  Glei 
der  Oscillationsdauer ,  welches  auch  die  Amplituden  sind.  Es  folgt  also,  difl 
die  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportional  ist. 

Bezeichnet  man  nun  mit  f  die  Torsionskraft  für  die  Einheit  der  Drehungi 
oder  die  Kraft,  welche  an  einem  Hebelarme  von  der  Länge  eines  Meter  tt* 
gebracht,  der  Torsion  des  Fadens  das  Gleichgewicht  hält,  wenn  die  Drehml 
so  gross  war ,  dass  das  Ende  des  Hebels  einen  Bogen  von  1  Meter  Länge  n* 
rücklegte  —  man  könnte  sie  als  den  Torsionscoefficienten  dieses  bestimmtei 
Drahtes  bezeichnen  —  so  hat  man  für  die  Kraft  Fy  welche  eine  Drehung  Mi 
einen  Bogen  o  bewirkt , 

JP  ==  /• .  CO. 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  dass  die  Torsionskraft;  ihren  Sitz  nur  in  deä 
Faden  selbst  hat,  und  dass  sie  nicht  von  der  Natur  und  dem  Gewicht 
Kugel  B  abhängt.  Indess,  da  es  die  Torsionskraft  ist,  welche  die  Kugel  ii 
Bewegung  setzt,  so  wird  die  derselben  ertheilte  Geschwindigkeü  und  ik 
Oscillationsdauer  von  der  Masse  der  Kugel  abhängig  sein.  Es  ist  nicht  schw 
rig,  diese  Abhängigkeit  zu  erhalten. 

Der  Torsionskraft  hält  bei  der  Drehung  um  einen  Bogen  o  die  im  Ab- 
stände 1  von  dem  Faden  angebrachte  Kraft  /cd  das  Gleichgewicht,  die  Be* 
wegung  erfolgt  also  gerade  so ,  als  wenn  der  Faden  keine  Drehungskraft  bStie, 
sondern  im  Abstände  1  von  der  Drehungsaxe  eine  Kraft  fco  dem  System  ei» 
Drehung  in  demselben  Sinne  ertheilen  würde ,  wie  es  die  Torsionskraft  thot 
Diese  Kraft  folgt  nun  ganz  denselben  Gesetzen,  wie  jene,  welche  die  B^ 
wegung  des  Pendels  veranlasste.  Denn  beim  Pendel  hatten  wir,  wenn  dtf 
Gewicht  des  schweren  Punktes  am  Ende  des  Pendels  p  war ,  für  einen  Aus- 
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cUagswinkel  a  als  bewegende  Kraft  den  Wertb  pl .  srnw^  oder  da  für  die 
ieinen  Schwingungen ,  für  welche  unser  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer 
;ftÜ,  sin  a  B=  a  gesetzt  werden  kann,  für  die  bewegende  Kraft  jp2<y;  also  auch 
ine  bew^^nde  Kraft,  welche  dem  Ausschlagswinkel  proportional  ist.  Wie 
rir  nun  beim  Pendel  als  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  hatten,  wenn 
nr  mit  m  die  Masse  des  bewegten  Oewichtes  bezeichneten , 


r    g.m  .1  f     p  .1  ^ 


)  ist  klar,  dass,  wenn  im  Abstände  1  von  unserem  Faden  ein  schwerer 
onkt  von  der  Masse  m  wäre ,  der  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  sein 
hrde 


t 


Anstatt  des  Punktes  von  der  Masse  m  im  Abstände  1  haben  wir  aber  nun 
e  um  den  Faden  vertheilte  Masse  M  der  schweren  Kugel.  Bezeichnen  wir 
m  aber  mit  Mk*^  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  die  yerticalc 
Pebnngsaxe,  so  ist  dieses  gleich  der  Masse  m,  welche  im  Abstände  1  von 
ar  Ih-ehungsaxe  die  rings  vertheilt  liegenden  Massentheilchen  ersetzt.  Wir 
Uten  demnach. für  die  Schwingungsdauer  in  unserem  Falle 


Ist  nun  der  Radius  der  Kugel  gleich  a ,  so  ist  das  Trägheitsmoment  der- 
ben für  einen  verticalen  Durchmesser 

ait  erhalten  wir  für  die  Dauer  einer  Oscillation  unserer  Kugel  in  Folge  der 
rsionskraft  des  Fadens 

Will  jnan  nun  zwei  Fäden  verschiedener  Länge ,  verschiedener  Dicke  und 

■schiedener  Substanz  mit  einander  vergleichen,    so   hängt  man  sie  nach 

ander  an  demselben  Punkte  Ä  auf  und  befestigt  an  ihnen  dieselbe  Kugel. 

ihre  Oscillationsdauer  verschieden,  gleich  t  und  t\  so  kann  das  nur  daher 

iren ,  dafes  ihre  Torsionskräfte  verschieden  sind.     Wären  dieselben  f  und  /", 

hat  man 

./2-afa«      .,  ^Ai-afa« 

d  daraus 

f  ^*;« 


1}  Wir  erhalten  hierin  den  vollständigen  Beweis  für  unsere  Berechnungsweisc 
Versuches  von  Cavendish.  Dort  hatten  wir  2  Massen  m  im  Abstände  l,  dort  war 

inach  die  Oscillationsdauer  »  .  ylül^-j  wie  wir  sie  auch  anwandten. 

W'OxxJOB,  Physik  L    2.  Aufl.  j3 
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Man  sieht,  dass  die  Werthe  für  die  Torsionskraft  umgekehrt  proport 
sind  den  Quadraten  der  Schwingungsdäuem.  Misst  man  nun  diese  7k 
so  findet  man  unsere  früheren  Gesetze,  nämlich  1)  f  ist  direkt  propoii 
der  vierten  Potenz  des  Kadius  des  Drahtes,  2)  f  ist  umgekehrt  proport 
der  Länge  des  Drahtes ,  3)  f  ist  direkt  proportional  einem  för  die  versd 
nen  Substanzen  verschiedenen  C-oefficienten. 

Es  ist  somit 

oder  das  zu  einer  Drehung  um  den  Winkel  cd  erforderliche  Drehungsniom< 

wie  wir  es  schon  aus  den  Versuchen  von  Wertheim  ableiteten. 

Wir  haben  oben  bemerkt,  dass  die  Torsionskraft  des  Fadens  unabbi 
sei  von  dem  Gewichte  der  Kugel;  Coulomb  hat  dieses  bei  seinen  Verse 
für  MetalldrShte  direkt  nachgewiesen.  Für  zusammengesetzte  Seidenföd« 
das  nach  den  Beobachtungen  von  Gauss  ^)  indess  nicht  mehr  der  Fall, 
diese  nimmt  die  Torsionskraft  mit  dem  spannenden  Gewichte  zu. 

§.  55. 

Beziehung  zwischen  dem  Torsions-  und  ElastioitätscoeffloieD 

Die  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Draht^js  auftretende  elastische  Krafi 
nur  eine  andere  Form  der  bei  der  Ausdehnung  oder  Compression  auftretei 
Kraft,  da  auch  sie  durch  eine  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander 
weckt  wird.  Ein  etwas  näheres  Eingehen  auf  die  molekularen  Vorgänge 
der  Torsion  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Zusammenhang  zwischen 
verschiedenen  Aeusserungen  der  Elasticität  zu  erkennen. 

Denken  wir  uns  einen  verticalen  Cylinder,  den  wir  durch  eine  an  seil 
untem  Ende  angebrachte  Kraft  tordiren,  so  wird  dadurch  jeder  Quersch 
des  Cy linders  um  seinen  Mittelpunkt  gedrehf,  und  zwar  um  so  mehr,  jcnJ 
derselbe  dem  untem  Ende  des  Cylinders  liegt.  Die  Verbindungslinie  «w 
Punkte  in  unter  einander  liegenden  Querschnitten,  welche  vor  der  Töt 
vertical  war,  bildet  daher  jetzt  mit  seiner  frühem  Richtung  den  Winkd 
oder  eine  vor  der  Torsion  mit  der  Axe  parallele  Faser  des  Cylinders  bi 
nach  der  Torsion  eine  Schraubenlinie ,  welche  überall  um  den  Winkel  tp  p 
die  Verticale  geneigt  ist.  Die  Grösse  dieses  Winkels ,  der  die  Verschieb 
der  Moleküle  gegen  einander  misst,  und  den  Clebsch^)  deshalb  den  Vene 
bungswinkel  nennt,  kann  man  aus  der  Grösse  des  Torsions  winkeis  ahlei 
Ist  nämlich  der  unterste  Querschnitt  um  den  Winkel  o>  gedreht,  so  wirdli 
Abwickeln  von  dem  Cylinder  die  erwähnte  Schraubenlinie  die  Hypotö 


1)  Gauss,  Intensitas  vis  magneticae  terrcBtriß.   ÜÖttingen  1833.  Poggend< 
Aimalen.  Bd.  XXVill. 

2)  Clehsch,  Theorie  der  Elasticität.  p.  8. 


§.  66.        Beziehuiig  zwisohen  dem  Torsions-  und  Elasiicitätscoefficienten.         195 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks ,  dessen  eine  Kathete  die  Länge  l  des  Cylinders, 
dessen  andere  Kathete  der  von  dem  untern  Ende  der  Schraubenlinie  beschrie- 
bene Bogen,  also  wenn  wir  den  Abstand  der  Faser  von  der  Axe  des  Cylinders 
mit  r  bezeichnen,  gleich  r  .  <a  ist.  Der  Winkel  g>  ist  der  in  diesem  Dreiecke 
der  Seite  r  •  q  gegenüberliegende  Winkel.  Zur  Bestimmung  von  g>  haben 
wir  daher 

oder  da  g>  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist , 

r .  m 

9»  =  r  • 

Der  Verschiebungswinkel  ist  demnach  der  Grösse  der  Torsion  propor- 
tional; da  nun  die  Torsionselasticität  der  Grösse  der  Torsion  proportional  ist, 
ao  ist  sie  auch  diesem  Yerschiebungswinkel  proportional.    Nennen  wir  die  in 
der  Flächeneinheit  des  untersten  Querschnittes  durch  einen  der  Einheit  gleichen 
Tcrachiebungswinkel  erzeugte  Torsionskraft  (7,  so  können  wir  die  in  dem 
IlBchenelement  des  untersten  Querschnittes  Jq,   dessen  Grösse  gleich  dem 
(kwrschnitte  der  betrachteten  Faser  ist,  durch  die  Torsion  erzeugte  Kraft  des- 

Üb  setzen 

P  =  C  ,  g>  ,  Jqy 

imn  die  einzelnen  Punkte  dieses  Flächenelements  sind  gegen  die  Punkte  des 
l-^ttfiber  liegenden  Querschnitts  alle  um  denselben  Winkel  q>  verschoben. 

Die  Kraft  P  wirkt  in  dem  untersten  Querschnitt  der  Bichtung  der  drehen- 
ieak  Kraft  entgegen.  Den  Werth  der  Constanten  C  können  wir  nach  Clebsch  in 
fidgender  Weise  ableiten^).  Denken  wir  uns  einen  Würfel,  aus  derselben  Sub- 
sfarnz  wie  den  betrachteten  Gelinder,  an  einer  Fläche  befestigt  und  an  der  gegen- 
überliegenden durch  eine  Kraft  gezogen ,  deren  Grösse  für  die  Flächeneinheit 
fl^ch  K  sei.  Durch  den  Zug  geht  der  Würfel  in  ein  Parallelepiped  über,  in- 
^fem  die  der  Zugrichtung  parallele  Kante  «  in  a  (1  +  ^).  oder  wenn  wir  den 

KbsÜcitätscoefficienten  des  Würfels  mit  E  bezeichnen  in  «  ( 1  -f"    c^)  über- 

jMxt,  die  beiden  andern  Kanten  aber  in  a  f  1  —  f*  v)  übergehen,  wenn  wir 
ffm  Coefficienten  der  Quercontraction  mit  jn  bezeichnen.  Die  der  Zugrichtung 
IhfirBllelen  Seiten  des  Würfels  werden  dadurch  Parallelogramme,  deren  Dia- 
ItfOBsIen,  welche  vor  dem  Zuge  zu  einander  senkrecht  waren,  jetzt  einen  Win- 
PM  Vj  «  —  ^  mit  einander  bilden.  Ziehen  wir  von  dem  Punkte ,  in  dem  die 
iHsgonalen  sich  schneiden,  eine  Senkrechte  auf  die  zur  Zugrichtung  senkrechte 
RiMite  des  Parallelepipeds ,  so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck ,  dessen 
^ne  Katbete  V?  ^  (^"f"^))  dessen  andere  ^/^  a  (1  —  fttf),  und  in  welchem  der 
ier  letztem  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  Vi  (^  —  '^j  ^^^5  ^•"''  Bestim- 
mung von  ^  haben  wir  daher 


1)  Clebsch,  a.  a.  0.  p.  8  ff. 
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Man  sieht,  dass  die  Werthe  fttr  die  Torsionskraft  umgekehrt  proportioii 
sind  den  Quadraten  der  Schwingungsdauem.  Misst  man  nun  diese  Zeite 
so  findet  man  unsere  frtLheren  Gesetze,  nämlich  1)  /*  ist  direkt  proportic» 
der  vierten  Potenz  des  Radius  des  Drahtes,  2)  f  ist  umgekehrt  pro|>ortiaii 
der  Länge  des  Drahtes ,  3)  f  ist  direkt  proportional  einem  för  die  verschied 
nen  Substanzen  verschiedenen  Coefficienten. 

Es  ist  somit 

'  ~      l     ' 
oder  das  zu  einer  Drehung  um  den  Winkel  o>  erforderliche  Drehungsmoment 

wie  wir  es  schon  aus  den  Versuchen  von  Wertheim  ableiteten. 

Wir  haben  oben  bemerkt,  dass  die  Torsionskraft  des  Fadens  unabhäng 
sei  von  dem  Gewichte  der  Kugel;  Coulomb  hat  dieses  bei  seinen  VersudM 
für  Metalldrähte  direkt  nachgewiesen.  Für  zusammengesetzte  Seidenföden  i 
das  nach  den  Beobachtungen  von  Gauss  ^)  indess  nicht  mehr  der  Fall,  fl 
diese  nimmt  die  Torsionskraft  mit  dem  spannenden  Gewichte  zu. 

§.  55. 
Beziehung  zwischen  dem  Torsions-  und  Elastioitätsooeffloiente! 

Die  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  auftretende  elastische  Kraft  i 
nur  eine  andere  Form  der  bei  der  Ausdehnung  oder  Compression  auftretende 
Kraft,  da  auch  sie  durch  eine  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander  g 
weckt  wird.  Ein  etwas  näheres  Eingehen  auf  die  molekularen  Vorgänge  b 
der  Torsion  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Zusammenhang  zwischen  d( 
verschiedenen  Aeusserungen  der  Elasticität  zu  erkennen. 

Denken  wir  uns  einien  verticalen  Cylinder,  den  wir  durch  eine  an  seine 
unt^m  Ende  angebrachte  Kraft  tordiren,  so  wird  dadurch  jeder  Querschni 
des  Cylinders  um  seinen  Mittelpunkt  gedrehf,  und  zwar  um  so  mehr,  je  näh 
derselbe  dem  untern  Ende  des  Cylinders  liegt.  Die  Verbindungslinie  zwei 
Punkte  in  unter  einander  liegenden  Querschnitten,  welche  vor  der  Torsi^ 
vertical  war,  bildet  daher  jetzt  mit  seiner  frühem  Richtung  den  Winkel 
oder  eine  vor  der  Torsion  mit  der  Axe  pai'allele  Faser  des  Cylinders  bild 
nach  der  Torsion  eine  Schraubenlinie ,  welche  überall  um  den  Winkel  tp  geg 
die  Verticale  geneigt  ist.  Die  Grösse  dieses  Winkels ,  der  die  Verschiebui 
der  Moleküle  gegen  einander  misst,  und  den  Clebsch^)  deshalb  den  Versch: 
bungswinkel  nennt,  kann  man  aus  der  Grösse  des  Torsionswinkels  ableite 
Ist  nämlich  der  unterste  Querschnitt  um  den  Winkel  o)  gedreht,  so  wird  bei 
Abwickeln  von  dem  Cylinder  die  erwähnte  Schraubenlinie  die  Hypoteno 


1)  Oaww,  IntenHit4U}  vis  magnetieae  tcrreKtris.    Güttinpr<'ii  1833.  Poggendorj 
Aunalen.  Bd.  XXVIII. 

2)  CUUch,  Theorie  der  Elasiicitat.  p.  8. 
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eines  rechtwinkligen  Dreiecks ,  dessen  eine  Kathete  die  Länge  l  des  Cylinders, 
dessen  andere  Kathete  der  von  dem  untern  Ende  der  Schraubenlinie  beschrie- 
bene Bogen ,  also  wenn  wir  den  Abstand  der  Faser  von  der  Axe  des  Cylinders 
mit  r  bezeichnen ,  gleich  r  .  m  ist.   Der  Winkel  g>  ist  der  in  diesem  Dreiecke 
der  Seite  r  .  co  gegenüberliegende  Winkel.     Zur  Bestimmung  von  <p  haben 
wir  daher 

tang  9  =     j    , 

oder  da  <p  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist , 

r .  m 

f  =  T  ■ 

Der  Verschiebungs Winkel  ist  demnach  der  Grösse  der  Torsion  propor- 

Üonal;  da  nun  die  Torsionselasticität  der  Grösse  der  Torsion  proportional  ist, 

90  ist  sie  auch  diesem  Yerschiebungswinkel  proportional.    Nennen  wir  die  in 

4er  Flficbeneinheit  des  untersten  Querschnittes  durch  einen  der  Einheit  gleichen 

Verschiebungswinkel  erzeugte  Torsionskraft  (7,   so  können  wir  die  in  dem 

nSchenelement  des  untersten  Querschnittes  Jq,   dessen  Grösse  gleich  dem 

Quorschnitte  der  betrachteten  Faser  ist,  durch  die  Torsion  erzeugte  Kraft  des- 

^b  setzen 

P  ==  C .  g>  .  Jq, 

<kim  die  einzelnen  Punkte  dieses  Flächenelements  sind  gegen  die  Punkte  des 
<ittflber  liegenden  Querschnitts  alle  um  denselben  Winkel  <p  verschoben. 

Die  Kraft  P  wirkt  in  dem  untersten  Querschnitt  der  Bichtung  der  drehen- 
^  Kraft  entgegen.  Den  Werth  der  Constanten  C  können  wir  nach  Clebsch  in 
^olg«nder  Weise  ableiten^).  Denken  wir  uns  einen  Würfel,  aus  derselben  Sub- 
'^^tiz  wie  den  betrachteten  ('jlinder,  an  einer  Fläche  befestigt  und  an  der  gegen- 
überliegenden durch  eine  Kraft  gezogen ,  deren  Grösse  für  die  Flächeneinheit 
gleich  K  sei.  Durch  den  Zug  geht  der  Würfel  in  ein  Parallelepiped  über,  in- 
<leni  die  der  Zugrichtung  parallele  Kante  a  in  a  (1  -f"  ^)i  oder  wenn  wir  den 
^^««ticitfttscoefficienten  des  Würfels  mit  E  bezeichnen  in  a  f  1  -f"   p)  über- 

8^1it,  die  beiden  andern  Kanten  aber  in  a  f  1  —  <•*  *v  ^^^^^gehen,  wenn  wir 
tei  Coefßcienten  der  Quercontraction  mit  jit  bezeichnen.    Die  der  Zugrichtung 
pttallelen  Seiten  des  Würfels  werden  dadurch  Parallelogramme,  deren  Dia- 
gonalen, welche  vor  dem  Zuge  zu  einander  senkrecht  waren,  jetzt  einen  Win- 
kel Yj  «  —  if;  mit  einander  bilden.    Ziehen  wir  von  dem  Punkte,  in  dem  die 
Diagonalen  sich  schneiden,  eine  Senkrechte  auf  die  zur  Zugrichtung  senkrechte 
Kante  des  Parallelepipeds ,  so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck ,  dessen 
eine  Kathete  V?  ^  (1  +  ^)»  <iessen  andere  \^2  ^  (^  —  f^^)j  ^^^  ^^  welchem  der 
der  letztem  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  7-2  («  —  t/^}  ist;  zur  Bestim- 
mung von  ^  haben  wir  daher 


1)  CUbsch,  a.  a.  O.  p.  8  ff. 
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.,,,/»  A         tang|-tang|  «(l+§) 

tong  V.  (2-  -  ^)  =  — :^r-—  ^  =  -Z Ä'V 

1  +  tang  — .  tang  -^-        a  ^^1  -  jt  ^) 

oder  da  tang  i  =  1  und  t/;  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 

■■  +  !    ."-.f 

und  schliesslich  mit  Yomachlässigung  sehr  kleiner  Grössen 

Der  so  bestimmte  Winkel  if;  ist  aber  gleichzeitig  der  Verschiebungswi 
der  einer  Diagonale  des  Würfels  parallelen  Diagonalflächen  gegen  einai 
welche  in  Folge  des  Zuges  eingetreten  ist.  Denn  denken  wir  uns  den  W 
vor  dem  Zuge  durch  eine  Schaar  Ebenen  getheilt,  welche  der  einen  der  bc 
besprochenen  Diagonalen  und  der  ihr  entsprechenden  auf  der  gegenüberlic 
jden  Seite  des  Würfels  pai*allel  ist,  so  verbindet  eine  der  zweiten  Diago 
parallele  durch  den  Mittelpunkt  des  Würfels  gelegte  Gerade  die  Mittelpn 
aller  dieser  Ebenen  mit  einander.  Die  Mittelpunkte  dieser  Ebenen  liegen  i 
nach  dem  Zuge  wieder  auf  einer  der  zweiten  Diagonale,  die  gegen  ihre  frfl] 
Lage  um  den  Winkel  t/^  gedreht  ist,  parallelen  Geraden,  die  Mittelpoi 
und  somit  alle  entsprechend  liegenden  Punkte  der  Ebenenschaar  sind  als« 
gegen  einander  verschoben,  dass  der  Verschiebungswinkel  nach  der  gegebe 
Definition  gleich  tp  ist.  In  Folge  dieser  Verschiebung  muss  nun  in  dem  Wft 
eine  jener  Ebenenschaar  parallele  Kraft  geweckt  sein,  welche  den  Ebei 
parallel  wirkt,  und  deren  Grösse  für  die  Flächeneinheit 

P=c.v  =  c-5-(i  +  ^) 

ist,  eine  Kraft,  welche  die  Ebenen  in  ihre  frühere  Lage  zurückzuziehen  stn 

Dieser  Kraft  hält  nun  die  der  Ebenenschaar  parallele  aber  entgeg 
gesetzt  gerichtete  Componente  der  Zugkraft  K  das  Gleichgewicht.  Da 
Kraft  K,  welche  der  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  mit  der  Diagonale  eil 
Winkel  von  46®  bildet,  so  ist  die  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  pwn 
der  Diagonale  wirkende  Kraft  K  .  cos  45®  =  K  .  J^  •  Diese  Kraft  wi 
auf  das  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  entsprechende  Stück  der  I 
gonalfläche;  da  nun  die  Diagonalfläche  zur  Würfelfläche  sich  verhält 
j/2  :  1,  so  ergibt  sich  für  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Diagonalfläche  pari 
derselben  wirkende  Kraft 

K  .  /%  .  /%  =  f  • 

Da  nun  diese  Kraft  der  durch  die  Verschiebung  geweckten  Kraft 
Gleichgewicht  hält,  so  ist  schliesslich 


§.  55.        Beziehung  zwischen  dem  Torsions-  und  Elasticiiätäcoefficicnten.  197 

und  daraas 

E 


C  = 


2  (1  +  fi) 

Die  Constante  C  somit,  mit  der  wir  bei  einer  Verschiebung  der  Molekül- 
sdiichten  gegen  einander,  wie  sie  bei  der  Torsion  eintritt,  den  Verschiebungs- 
winkel multipliciren  müssen,  um  die  durch  diese  Verschiebung  geweckte  ela- 
stische Kraft  zu  erhalten,  ist  durch  die  beiden  die  Elasticität  einer  Substanz 
bedingenden  Constanten,  den  Elasticittttscoefficienten  und  den  Coefficienten 
der  Quercontraction  vollständig  bestimmt,  sie  ist  gleich  dem  Quotienten  aus 
dem  Coefficienten  der  Elasticität  und  dem  doppelten  des  um  eins  vermehrten 
Contractionscoefßcienten. 

Diesen  Werth  von  C  haben  wir  nun  auch  in  den  am  Anfange  dieses  Para- 
graphen itlr  die  l'orsionskraft  unsers  Cylinders  abgeleiteten  Ausdruck  einzu- 
setzen; derselbe  wird  damit 

Um  aus  diesem  Werthe  den  Torsionscoefficienten  nach  unserer  frühem 

Otfnition  abzuleiten,  haben  wir  hieraus  zunächst  das  Drehungsmoment  zu  be- 

liedmen,  welches  der  tordirte  Stab  in  Folge  der  Torsion  um  o)  erhält.    Der 

Verth  von  P  ist  die  Torsionskraft  in  dem  Flächenelemente  Jq  des  untersten 

Qaerschnitts ,  welches  im  Abstände  r  von  der  Axe  liegt.    Das  daraus  hervor- 

igehende  Drehungsmoment  ist 

P-r  =  f=^j^~^^y  f-r.r.Jq. 

Um  nun  hieraus  das  Drehungsmoment  des  ganzen  untersten  Querschnitts 
zvL  erhalten,  haben  wir  für  alle  Flächenelemente  desselben  das  Drehungs- 
moment  f  in  der  angegebenen  Weise  zu  bilden  und  alle  diese  einzelnen 
Drehungsmomente  zu  summiren.  Bezeichnen  wir  mit  q  den  Badius  unseres 
Cylinders,  so  ist  diese  Summe,  wie  die  Integralrechnung  lehrt, 

j^i *  _E IC     (p.p* 

2{l  +  (i)'2'      l     ' 

f.;^  Ansdruck ,  der  sich  von  dem  im  vorigen  §.  experimentell  abgeleiteten  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  an  die  Stelle  des  dort  benutzten  Torsionscoeffi- 
cienten T  hier  der  Werth  desselben  durch  den  Elasticitätscoefficienten  E  und 
durch  den  Contractionscoefficienten  fi  gegeben  ist;  für  den  Torsionscoefficien- 
ten T  erhalten  wir  somit 

2(l-f|ii)       2* 

Sind  E  und  \l  bekannt,  so  gestattet  uns  diese  Relation  sofort  den  Werlh 
des  Torsionscoefficienten  zu  berechnen;  kennt  man  E  und  T,  so  kann  man 
aus  beiden  auch  den  Werth  von  fi  ableiten. 
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Es  liegen  einige  Versuche  von  Coulomb'),  Savart')  und  Wertheim ^  vor, 
welche  in  Verbindung  mit  den  von  Wertheim  gegebenen  Werthen  für  £  den 
Werth  von  ft  abzuleiten  gestatten. 

Coulomb  findet  für  einen  Eisendraht  von  243"»'",63  Länge  und  0"»  07481 

Badius  F  =  0,001545  nach  der  vorhin  besprochenen  Schwingungsjinethode. 

Die  vorhin  mitgetheilte  Gleichung  gibt  daraus 

E 
T-T3— .  =  7651. 

Der  Elasticitätscoefficient  ist  nach  Wertheim  E  =  20869.  Man  erUk 
daraus  ft  =  0,363. 

Savart  erhält  nach  einer  der  Wertheim'schen  ähnlichen  Methode  ftr 
cylindrische  Kupferdrähte  zwischen  1  und  4"^'",5  Dicke 

E 

2  (1  +  ft) 

Der  Werth  von  E  ist  nach  Wertheim  10519.  Man  erhält  daraus  fi  =0,^^ 
ein  Werth,  welcher  ziemlich  gut  mit  dem  aus  den  Regnault' sehen  Compre8sioB^ 
versuchen  abgeleiteten  übereinstimmt. 

Wertheim  untersuchte  eine  Reihe  von  Stäben ,  an  denen  er  direkt  dtt 
Elasticitätscoefficienten  durch  Verlängerung  bestimmte.  Die  von  ihm  gefi» 
denen  Werthe  enthält  folgende  kleine  Tabelle 


E 


Substanzen 


Radius  der    i       ö  m  4.    \ 
^'^^'^^^^      \  aus  d.  Toi^sion 


Eisen 

Eisen 

Engl.  Gussstahl . 

Kupfer 

Glas 

Glas 


mm. 


8,220 
5,501 
5,055 
5,031 
3,535 
3,4225 


6836,6 
6677,2 
7458,4 
3611,7 
2383,1 
2308,3 


E 

aus  d.  Verläng. 


17805 

19542 
9395 
6200 

1» 


0,317 

0,810 
0,300 

I  0,321 


Man  erhält  also  auch  hici"  wieder  für  ft  je  nach  den  Substanzen  der  Sitte 
verschiedene  Werthe ;  die  Werthe  für  Glas  und  Kupfer  weichen  nur  sehr  wcnf 
von  den  früher  aus  den  Regnault'schen  Compressionsversuchen  abgeleiteten  i^ 
welche  für  Glas  0,315,  für  Kupfer  0,291  waren. 

§.  56. 

Biegungselasticität.  Ausser  durch  Ausdehnung  und  Torsion  kann  dk 
elastische  Kraft  fester  Körper  noch  auf  eine  dritte  Art  geweckt  werden,  rfa* 


1)  Coulomb,  Mdmoires  de  rxXcadomie.  1781.  Biot,  traite  de  physique.  T.Lp. 4*!. 

2)  Savart,  Annales  de  cbini.  et  de  phys.  T.  LXI.  ' 

3)  Wcrtheim,  Annales  de  (.him.  et  de  phys.  111.  Se'r.  T.  L. 
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(icfa  durch  ffiegnng.    Bei  der  grossen  Schwierigkeit,  welche  der  elementaion 

Sehandlimg  der  Biegimg  entgegensteht,  müssen  wir  uns  damit  begnllgcn,  den 

jaftchsten  Fall  etwas  nSber  zu  betrachten.     Wenn  ein  Stab  AB  (Fig.  59)  mit 

Inn  einen  Ende  in  einem 

IduBobstock  festgeklemmt 

(t  und  mui  hXngt  an  sein 

nderes  freies  Ende  ß  ein 

«wicht  P,  so  biegt  er  sich 

nd  nimmt  die  Gastalt  einer 

orve  an,  bis  er  im  Gleich- 

»wicht  ist.    Dann  hält  die 

aatJscbe  Krail  des  Stabes 

im  Gewichte  P  das  Glelch- 

iwicht.  Man  sieht  ein,.dsss 

M    dieser  Bewegung   die 

Mie  horizontale  F^che  des 

tabes  sich  ausdehnt,  während  die  untere  Seite  dos  Stabes  zusammengedruckt 

ird,  und  dass  durch  diese  Verschiebung  der  MolckUlo  sich  Kräfte  entwickeln 

•Ken,  welche  den  Stab  in  seine  frOhero  Lage  zurückführen  werden,  sobald 

■  Gewicht  abgenommen  ist. 

um  diese  Erscheinung  zu  untersuchen,  kann  man  die  Enden  A  und  C  oder 
elmehr  auf  diesen  gezogene  Marken  mit  dem  KaÜietometer  visiren;  man  legt 
e  zu  untersuchenden  Stäbe  anfänglich  horizontal,  belasteVsie  an  ihrem 
nde  0  mit  einem  Gewichte  P  und  misst  dann  die  Lunge  a,  um  welche  die 
arkc  von  0  nach  B  herabsinkt.  Dieser  Länge  c ,  welche  man  den  Pfeil  der 
i^nng  nennt  und  die  immer  sehr  klein  ist,  kOnnen  wir  den  von  der  Marke 
»chriebenen  B<^en  gleich  setzen.  Eine  ähnliche  Methede  wandte  Gerstncr 
I  seinen  Versuehen  an')- 

Bei  einer  Dorchfahnmg  dieser  Versuche  findet  man  nun  zunächst,  dass 
ir  Pfeil  der  Biegung  der  Grösse  des  biegenden  Gewichts  proportional,  somit 
ich,  dass  die  bei  der  Biegung  auftretende  Elasticität  der  Biegung  proportional 
t,  wie  sie  bei  der  Ausdehnung  der  Verlängerung  proportional  ist.  Die 
rOsse  des  Biegungspfeiles  hängt  aber  ausserdem  von  den  Dimensionen  des 
Bbes,  der  Gestalt  seines  Querschnittes  und  dem  ElasticitätacoefGcienton  ab. 

Ftlr  den  einfachsten  Fall,  den  eines  rechteckigen  Stabes,  dessen  horizon- 
le  Seite  gleich  b,  dessen  verticale  gleich  e  und  dessen  Länge  von  dem  Punkte 
r  Einklemmung  bis  zur  Stelle,  wo  das  Gewicht  hängt,  gleich  l  sei,  können 
Ir  diese  Abhängigkeit  aus  einer  genauem  Betrachtung  des  Vorganges  der 
egung  in  folgender  Weise  ableiten.  Die  Biegung  kommt  dadurch  zu  Stande 
BS  an  der  obem  Seite  des  Stabes  seine  Lilngsfasem  ausgedehnt,  an  der 
tem  Seite  dagegen  zusammengedrückt  werden;  im  Innern  des  Stabes  muss 


1)  Gentner,  Bandbuch  der  Mathematik.  Bd.  I. 
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f.  5«. 


Fig.  60. 


es  daher  eine  Fascrschichi  geben ,  welche  weder  ausgedehnt  noch  zusammen- 
gedrückt wird,  und  wenn  der  Stab  ganz  homogen,  ist,  muss  diese  Schidit  gerade 
die  mittlere  Schicht  des  Stabes  sein.    Stelle  nun  (Fig.  60)  AB  einen  UogB- 

durchschnitt  durch  deng^ 
n^  bogenen  Stab  dar,  Ä  m 
der  Punkt  der  Einklem- 
mung, B  der  Aufhftnge- 
punkt  des  Gewichtes  P, 
und  MN  der  Dorchschnitt 
durch  die  nichi  verlftngerte 
Faserschicht.  Nun  sei  pq 
ein  Querschnitt  des  Sta- 
bes, der  von  dem  Anfange 
des  Stabes  um  x  entfernt] 
sei,  und  rs  ein  zweiter] 
von  dem  ersten  um  & 
unendlich  kleine  Strecke  dx  entfernter  Querschnitt.  Während  in  der  Gleid-j 
gewichtslage  die  beiden  Schnitte  parallel  sind ,  ist  nach  der  Biegung  durch  ditj 
Verlängerung  der  über  mn  und  die  Verkürzung  der  unter  mn  liegenden  Fasen] 
der  zweite  Querschnitt  gegen  den  ersten  um  einen  Winkel  (p  gedreht.  L^ 
wir  durch  den  Punkt  w,  in  welchem  rs  die  nicht  verlängerte  Paser  schneicMiJ 
PQ  WpQi  so  können  wir  die  Biegung  an  dieser  Stelle  als  eine  Drehung 
Querschnittes  ^5  um  die  durch  n  gelegte  Horizontale  als  Drehungsaxe 
fassen,  deren  Grösse  jenem  Winkel  g>  gleich  ist.  Damit  sind  wir  dann 
sofort  im  Stande,  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  gebogenen  Stab  ifl^| 
zustellen;  die  Bedingung  ist,  dass  dem  gedrehten  Querschnitt  durch  die  elasü*] 
sehen  Kräfte  ein  ebenso  grosses  Drehungsmoment  nach  rückwärts  ertheilt  wiii 
als  ihm  durch  das  Gewicht  P  nach  entgegengesetzter  Richtung  gegeben  wiri 
Wir  können  nun  das  System  rmN  als  einen  Winkelhebel  ansehen,  an  desseij 
einem  Arm  nN  im  Punkte  N  das  Gewicht  P  angreift,  dessen  anderer  A»] 
durch  den  Querschnitt  rs  gegeben  ist,  an  dessen  sämmtlichen  Punkten 
angreifen,  welche  ihn  in  seine  frühere  Lage  zurückziehen.  Das  aus  lei 
resultirende  Drehungsmoment  erhalten  wir  folgendermassen.  £s  sei  v 
Durchschnitt  durch  ein  Element  des  Schnittes  rs,  welches  um  y  von  n  entfiBfll] 
sei,  und  dessen  Höhe  dy  sei,  so  dass  sein  Querschnitt  h  .  dy  ist.  Die  dieMl 
Element  mit  pq  verbindenden  Fasern  tv  sind  um  fv  —  mn  ^=  y  .  (p  verlfiagvij 
Die  Kraft,  mit  der  dieses  Element  gegen  t  in  Folge  dessen  gezogen  wird,  iik| 
dann,  wenn  wir  mit  E  den  Elasticitätscoefficient  des  Stabes  bezeichnen. 


dx 


hdy, 


und  das  in  Folge  dessen  dem  Schnitte  ertheilte  Drehungsmoment 


y 


E 


dx 


b  dy  =  E  ^1  .  y'^  dy. 
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Ein  ebensolches  Drehungsmoment  enthSQt  der  Schnitt  für  jedes  Element 
5  Afj  die  Summe  derselben  ist  das  ganze  Drehongsmoment  des  Schnittes.  Wir 
eiiuJten  diese  Summe,  indem  wir  in  jenem  Ausdrucke  (Vir  y  nach  und  nach 

lUe  Werthe  setzen  für  y  von  0  bis  -^-  und  von  0  bis  —  „  oder  kurz  von  —    - 

£  £  £ 

bis  -|-  -|-  •     Die  gesuchte  Summe  erhalten  wir  nach  der  schon  §.  42  an- 
gewandten Methode;  es  ist 

Nun  ist  y^  dy^:  Vs  j(f/  +  dyY  —  yH  und  deshalb  jene  Summe  gleich 


'.  kt)  -  (-  m  «^ 


0 


Diesem  Drehungsmomente  hält  das  des  Gewichtes  oder  nN  .  P  das 
}leicbgewicht.  Für  nN  können  wir  setzen  n,  ^|  «=»  2  —  {x  '■\-  dx)  oder  da 
h  gegen  x  verschwindend  klein  ist,  gleich  l  —  x.  Damit  wird  die  Oleich- 
pewichtsbedingung  des  Schnittes 

E 
12 


~  .  6  .  e^  9)  =  P  (Z  —  x)  dx. 


Den  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Winkel  tp  können  wir  durch  das 
Bbment  des  Biegungspfeiles  B^  B  ausdrücken;  legen  wir  durch  r  eine  Tan- 
{oite  an  den  Stab ,  und  ziehen  durch  r  ebenfalls  eine  Linie  parallel  der  Tan- 
lante  des  Stabes  bei  jp,  so  bilden  diese  beiden  Linien  den  Winkel  (p  mit 
änander.  Aus  dem  Biegungspfeil  schneiden  dieselben  dann  das  Element 
tm^  vaoA  indem  wir  das  als  den  zu  (p  gehörigen  mit  fiy  B^  oder  {l  —  x) 
lesehriebenen  Bogen  ansehen,  können  wir  schreiben 


HW 


(p{l  —  x)  =  uw,  tp  =  ^3^- 

Damit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung,  wenn  wir  schliesslich  das 
llement  iht  des  Biegungspfeiles,  entsprechend  der  dem  letztem  gegebenen 
iezeiebnung  a  mit  da  bezeichnen, 

^^  h  '  e^  da  =  P  n  —  xf  dx. 
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Dieselbe  Bedingimg  gilt  für  jeden  Schnitt,  den  wir  ebenso  wie  denb^ 
trachteten  durch  den  Stab  legen,  die  Gleichgewichtsbedingung  des  gaoioi 
Stabes  erhalten  wir  demnach ,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der  für 
jeden  einzelnen  Querschnitt  geltenden  Ausdrücke  bilden.  Auf  der  linken  Seite 
geschieht  das,  indem  wir  die  Summe  aller  Elemente  des  Biegungspfeiles  bil- 
den ,  also  einfach  statt  (h  schreiben  a ,  auf  der  rechten ,  indem  wir  nach  roA 
nach  für  er  alle  Werthe  von  0  bis  l  einsetzen  und  wie  oben  summiren.  Diese 
Summation  gibt  dann 

oder 

E        b.e^ 

oder  die  durch  den  Pfeil  der  Biegung  gemessene  Biegung  ist  der  dritten  Poteu 
der  Länge  direkt,  jener  der  Höhe  und  der  ersten  Potenz  der  Breite  sowie  den 
Elasticitätscoefficienten  umgekehrt  proportional. 

Ist  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  anderer ,  so  erhält  man  für  a  andere 
Werthe  ^),  immer  aber  findet  man,  dass  die  Biegung  der  Grösse  des  biegende. 
Gewichtes,  oder  dass  die  Grösse  der  erregten  Elasticität  der  Biegung  p^opfl^i 
tional  ist.    Letzteres  ist  auch  dann  der  Fall ,  wenn  der  Stab  in  anderer  als  der 
oben  vorausgesetzten  Weise  befestigt  ist,    wenn  er  an  beiden  Enden  feit- 
geklemmt  oder  nur   aufgelegt,    oder  wenn   er  an  einem  Ende  featgeklemilt 
und  an  dem  andern  aufgelegt  ist.     Es  folgt   daraus  nach  den  Gesetzen  der 
Pendelschwingungen,  dass  auch  in  diesem  Falle  der  Stab  isochrone  Schwin- 
gungen um   seine  Gleichgewichtslage  macht,    wenn  man   ihn  aus  derselbe! 
bringt  und  dann  sieh  selbst  tiberlässt;   wir  werden  diese  Schwingungen  tf  ; 
(»iner  andern  Stelle  genauer  betrachten. 

§.  o7. 

Grenze  der  Elasticität.     Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  dkl 
Veränderungen  des  Voliunens  und  der  Gestalt  der  Körper ,  welche  wir  donk  \ 
äussere  Kräfte  hervorgebracht  haben,  nur  vorübergehend  seien,  dass  der  Efl^ ' 
per  in  seinen  frühem  Zustand  zurückkehrt ,    sobald  die  Kräfte  aufhören  0 ! 
wirken.    Dieses  gilt  jedoch  nicht  ganz  allgemein,  man  beobachtet  im  Geg» 
theil  oft  bleibende  Formänderungen,  und  zwar  immer  dann,  wenn  die  anders* 
den  Kräfte  eine  gewisse  Grösse  tiberschreiten.    Wird  ein  Draht  durch  gros« 
Gewichte  ausgedehnt,  so  behält  er  auch  nach  Fortnahme  der  Gewichte  einen 
Theil  seiner  Verlängerung  bei;  seine  Moleküle  haben  eine  neue  Gleichgewichts- 
lage angenommen.    Dasselbe  findet  sich  in  den  andern  von  uns  betrachtetes 
Fällen.   Man  kann  einen  Draht  um  kleinere  Winkel  ohne  bleibende  AendeniBg 


l)  Cleh»ch,  llieorie  der  Elasticität  fester  Körper,  p.  87  ff.  und  p.  863  ff. 
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tordir»,  ttberschreitet  man  aber  eine  gewisse  Orenze,  so  kehrt  er  in  seine 
nrsprttngliche  Gleichgewichtslage  nicht  zurück.    Man  kann  einen  Stab  massig 
bi^jtn  ohne  Formänderung ,  hängt  man  aber  ein  zu  grosses  Gewicht  an,  so 
ertfaeilt  man  ihm  eine  bleibende  Biegung.    Hierauf  beruht  die  Verlängerung 
eines  Drahtes ,  wenn  man  ihn  durch  einen  Drahtzug  zieht;  der  Abdruck  des 
Stempels  auf  den  Münzen,  das  Auswalzen  der  Bleche,  die  Wirkung  des  Häm- 
laems  und  alle  ähnliche  Formänderungen  der  Körper ,  welche  man  ohne  Tren- 
nung ihres  Zusammenhanges  wahrnimmt. 

Es  gibt  demnach  eine  Elasticitätsgrenze ,  eine  Grenze,  welche  äussere 
Kräfte  bei  ihrer  Wirkung  auf  die  Körper  nicht  überschreiten  dürfen,  ohne 
deren  Form  zu  ändern.  Diese  Grenze  ist  nichl  für  alle  Körper  gleich  schnell 
erreicht;  der  Kautschuk  z.  B.  kann  sehr  bedeutende  Formänderungen  anneh- 
men ,  ohne  dass  sie  bleibend  sind ;  das  Blei  dagegen  erhält  bei  dem  geringsten 
Zuge,  der  geringsten  Torsion  oder  Biegung  bleibende  Aenderungen. 

Am  genauesten  kennt  man  die  Elasticitätsgrenze  für  den  zuerst  betrach- 
teten Fall,  wenn  man  einen  Körper  durch  Zug  verlängert. 

Nehmen  wir  einen  Draht  von  1  Millimeter  Durchmesser,  von  irgend 
Länge  und  suchen  wir  das  Gewicht,  von  dem  aus  eine  weitere  Be- 
ilwtiuig  dem  Faden  eine  bleibende  Verlängerung  ertheilt.  Diese  Untersuchung 
schwieriger,  als  sie  auf  den  ersten  Blick  erscheint,  denn  sie  hängt  sehr 
von  der  Empfindlichkeit  der  Messapparate ,  imd  wenn  man  eine  bleibende 
[Verlängerung  beobachtet,  so  ist  diese  Grenze  schon  überschritten.  Man  ist 
übereingekommen,  jenes  Gewicht  als  das  Grenzgewicht  zu  betrachten, 
reiches  dem  Stabe  eine  bleibende  Verlängerung  von  0,5  Millimeter  auf  1  Meter 
rÜieilt.  Eine  andere  Schwierigkeit  ist  die ,  dass  die  Zeitdauer  der  Wirkung 
des  Gewichtes  auf  die  bleibende  Verlängerung  von  Einfluss  ist;  einmal  be- 
gonnen, setzt  sich  die  Verlängerung  langsam  fort,  ist  sie  während  weniger 
ICnuten  unmerklich,  so  ist  sie  nach  einigen  Stunden  oft  beträchtlich;  ja 
(Ibst  eine  lang  dauernde  Einwirkung  eines  kleinem  Gewichtes  als  das  Grenz- 
i  gewicht  bringt  Aenderungen  hervor.  Aus  dem  Grunde  erlahmen  auf  die  Dauer 
^db  Federn,  biegen  sich  die  Balken  in  den  Decken  u.  s.  f.;  die  Elasticitäts- 
ist  demnach  keine  genau  messbare  Grösse,  sondern  kann  nur  annähernd 
Iten  werden.  In  der  im  folgenden  §.  mitgctheilten  Tabelle  finden  sich 
^^iuge  Zahlen  nach  der  Angabe  von  Wertheim  ^). 

Man  bemerkt  dort,  dass  die  Metalle  alle  in  zwei  Zuständen  untersucht 
Üind,  einmal  als  gezogene  Drähte  und  dann  ausgeglüht,  und  man  sieht,  wie 
■'*4e  Elasticitätsgrenze  der  geglühten  Metalle  weit  niedriger  ist,  als  die  der 
gesogenen  Drähte;  besonders  auffallend  ist  es  bei  Eisen  und  Gussstahl.  Man 
\iai  darin  die  Erklärung  einer  Eeiho  von  Erscheinungen,  zunächst  der,  dass 
^m  gezogener  Draht  bei  neuem  Ziehen  sich  nicht  merklich  mehr  verlängert. 


1)  Wertheim,  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  lll.  Ser.  Tome  rJ. 
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dagegen  bedeutend ,  wenn  er  vorher  geglüht  wurde ;  deshalb  femer  sind  die 
Federn  von  gehärtetem  Stahl;  deshalb  muss  ein  Blech,  wenn  es  mehrmib 
durch  die  Walzen  gegangen  ist,  erst  neu  erwärmt  werden  und  so  fort. 

Aehnliches  gilt  von  der  Grenze  der  Torsionselasticität,  sie  ist  verBchie- 
den>  je  nach  der  Behandlung,  welche  die  Drähte  erfahren  haben,  bei  mm\ 
hartgezogenen  Draht  liegt  sie  weiter,  als  bei  einem  geglühten  n.  s.  f.,  afll' 
gemein  gültige  Gesetze  gibt  es  jedoch  nicht,  jeder  Draht  muss  besonders  wm 
seine  Grenze  der  Torsionselasticität  geprüft  werden.  Ueber  das  Verhalt«] 
tordirter  Di-ähte  hat  Wiedemann  neuerlichst  sehr  interessante  Versuche  mii-l 
getheilt  ^);  wir  müssen  uns  jedoch  begnügen,  darauf  hingewiesen  zu  haben. 

Die  Grenze  der  Biegungselasticität  ist  erreicht,  wenn  Stäbe  unter 
Einfluss  eines  biegenden  Gewichtes  eine  bleibende  Durchbiegung  zeigen.  W« 
gen  der  grossen  Wichtigkeit  dieser  Eigenschaft  in  der  Technik  und  Ardj-j 
tektur   sind   vielfache  Versuche  angestellt   über  die   Gewichte,    bei 
Balken  von  bestimmter  Dicke,   Axen  verschiedenen  Metalls  u.  s.  f.,  sow( 
wenn  sie  an  einem  Ende,  als  auch  wenn  sie  an  beiden  Enden  befestigt 
bleibende  Durchbiegungen  erhalten^   allgemeine  Gesetze  gibt  es  jedoch 
hier  nicht. 

§.  68. 

Festigkeit.      Wenn   man  die  Einwirkung  äusserer  Eräffce   auf 
festen  Körper  über   die  Elasticitätsgrenze  hinaus  fortsetzt,    so  gelangt 
endlich  dahin ,  dass  der  Zusammenhang  der  einzelnen  Theile  aufgehoben 
ein  über  die  Elasticitätsgrenze  belasteter  Draht  zerreisst,  unter  zu  staiifl 
Drucke  wird  ein  Körper  zerquetscht  oder  zerstampft,   ein  zu  stark  toi 
Faden  wird  abgedreht  und  ein  zu  stark  gebogener  Stab  wird  zerbrochen. 

Man  bezeichnet  nun  den  Widerstand,  den  ein  Körper  der 
seiner  Theile  entgegensetzt,  mit  dem  Namen  Festigkeit.  So  viele  vc 
dene  Arten  der  Einwirkung  es  gibt,  so  viele  Arten  Festigkeit.  Man  hat 
Gewicht  zu  bestimmen  gesucht ,  welches  einen  Draht  von  beliebiger 
und  1  Millimeter  Durchmesser  zu  zerreissen  im  Stande  ist  und  misst 
dieses  die  Zugfestigkeit  oder  absolute  Festigkeit  der  Körper;  man  findet 
der  folgenden  Tabelle  eine  Anzahl  Angaben  nach  den  Versuchen  von  We 
Zur  Bestinmiung  dieser  Zahlen  hat  man  mit  denselben  Schwierigkeiten 
kämpfen,  die  vorhin  erwähnt  wurden,  bei  langsamer  und  dauernder 
lastung  reisst  ein  Draht  viel  früher,  als  bei  schneller  nur  kurz  daaendfltj 
Stösse  natürlich  ausgenommen.  Die  Festigkeit  wird  daher  durch  die  M 
lastung  vermindert.  Die  folgenden  Angaben  beziehen  sich  auf  langstfi] 
Belastung  '). 


1)  Wiedemann,  Poggend.  Annal.  Bd.  106. 

2)  Wertheim  a.  a.  0. 
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MetaUe 


Elasticitätsgrenze 


Gewichte  beim 
Zerreissen 


stahl 
ilraht 


gezogen 

angelassc^p 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 

gezogen 

angelassen 


0,26  ''*<™- 

0,20 
0,45 
0,20 
13,5 

3,0 

11,25 

2,7i 

0,75 

1,00 
12,0 

3,0 
2(5,0 
14,5 
32,5 

5,0 
55,6 

5,0 
42,6 
15,0 


2,07  "«« 

1,80 

2,46 

1,70 
27,00 
10,06 
29,00 
16,02 
12,80 

40,80 
30,54 
34,10 
23,50 
61,10 
46,88 
80,00 
65,75 
70,00 
40,00 


1  sieht ,  auch  hier  zeigt  sich  ein  auffallender  Unterschied  zwischen  den 
lenen  Metallen  sowohl ,  als  auch  zwischen  den  verschiedenen  Drähten 
1  Metalles ,  je  nachdem  es  gezogen  oder  geglüht  ist. 

1  sieht  femer,  wie  zwischen  den  Gewichten,  welche  die  Elasticitttts- 
igeben' und  jenen,  die  das  Zerreissen  bewirken,  bei  den  verschiedenen 
ein  verschiedener  Unterschied  ist;  je  grösser  der  Unterschied  ist, 
»hnbarer  ist  das  Metall ,  ohne  dass  man  jedoch  diesen  Unterschied  als 
T  Dehnbarkeit  hinstellen  könnte. 

Kraft,  mit  der  ein  Körper  dem  Zerdrücken  widersteht,  nennt  man 
»drkende  Festigkeit;  über  diese  sind  nur  wenige  ttltere,  meist  zu  prak- 
iwecken  angestellte  Versuche  vorhanden. 

relative  oder  Bruchfestigkeit  ist  zu  praktischen  Zwecken  vielfach 
bt  worden,  um  die  Tragfähigkeit  von  Balken,  Axen  u.  s.  f.  zu  be- 
Gefundene  Zahlen  anzuführen,  denen  nur  eine  praktische  Bedeutung 
nheu  ist,  erscheint  überflüssig. 

Gesetze,  nach  denen  sich  die  Festigkeiten  mit  den  Dimensionen  des 
ändern,  sind  nicht  bekannt,  annähernd  richtige  Resultate  wird  man 
iwendung  der  für  die  Elasticität  gültigen  Gesetze  erhalten,  also  z.  B. 
jugfestigkeit  bei  der  Annahme ,  dass  dieselbe  proportional  dem  Quer- 
ei.  Jedoch  haben  Versuche  gezeigt,  dass  es  nicht  statthaft  ist,  aus 
$n  mit  Drähten  von  kleinen  Dimensionen  auf  Stäbe  von  grossem  Di- 
n  zu  schliessen. 
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Gleiches  gilt  von  der  Dreh  Festigkeit,  auch  über  diese  ist  nichts  genaueres 
bekannt. 

Man  unterscheidet  noch  eine  fünfte  Art  von  Festigkeit,  die  Härte.  Mai 
versteht  darunter  den  geringern  oder  grossem  Widerstand,  den  ein  Kikper 
dem  Eindringen  von  Spitzen  oder  Schneiden  entgegensetzt.  Man  hat  darnach 
die  Körper  in  10  Klassen  getheilt  und  bestimmt  den  Grad  der  Härte  danlaG]^ 
welche  Körper  den  zu  untersuchenden  noch  ritzen  können,  und  welche  «r 
ritzen  kann.  Die  Körper,  welche  man  als  Härteskala  aufgestellt  hat,  sind  nadi 
Mohs  vom  geringsten  zum  grössten  Härtegrad  fortschreitend  folgende  10  *). 

l)Talk, 

2)  Steinsalz, 

3)  Kalkspath , 

4)  Flussspath, 

5)  Apatit, 

G)  Feldspath , 

7)  Quarz, 

8)  Topas, 

9)  Korund, 
10)  Diamant. 

Man  legt  darnach  einem  Körper  z.  ß.  den  Härtegrad  5  bei,  wenn  er 
Flussspath  ritzen  kann  und  selbst  vom  Feldspath  geritzt  wird.  Körper,  dii 
sich  gegenseitig  ritzen,  haben  gleiche  Härte. 

§.  59. 

Vom  Stosse  der  Körper  ^).  Auf  der  Eigenschaft  der  ElasticitSt  be- 
ruhen die  Bewegungserscheinungen ,  welche  zwei  Körper  darbieten ,  wenn  si 
gegen  einander  prallen ,  wenn  sie  sich  stossen. 

Haben  zwei  Massen  m  und  ni  gewisse  gleichgerichtete  Geschwindigkeitel 
r  und  V  erhalten,  so  werden  sie,  wenn  die  Geschwindigkeit  v  von  m  grSsMr 
ist,  als  die  v'  von  m\  nach  einiger  Zeit  auf  einander  treffen  und  wShreo' 
einer  sehr  kurzen  Zeit  gegen  einander  gedrückt  sein.  In  Folge  dieses  Stoß*!- 
wird  dann  die  Geschwindigkeit  jedes  der  beiden  Körper  geändert  sein,  &] 
Geschwindigkeit  des  stossenden  Körpers  wird  verkleinert,  die  des  gestossesci 
Körpers  wird  vergrössert  sein.  Sind  die  Geschwindigkeiten  der  Körper  vti 
dem  Stosse  c  und  c\  so  erhalten  wir  zunächst  ganz  allgemein  folgende  BAr 
tion  zwischen  den  Geschwindigkeiten  vor  und  nach  dem  Stosse.    Während  & 


\)  V.  Kobell,  Lehrbuch  der  Mineralogie. 

2)  Die  Gesetze  des  Stosses  wurden  volbtändig  zu  gleicher  Zeit  von  Wdüii,  Wrt^ 
and  UuyghenH  entwickelt  und  von  Wallis  am  26.  November,  von  Wren  am  17.1^ 
cember  1068,  von  Huyghena  am  -i.  Januar  1069  der  Royal  Society  zu  London  vo^ 
gelegt,  der  letztere  soll  sie  jedoch  sclion  im  Jahre  1663  entwickelt  haben.  Phfloi 
Trannact.  of  the  Royal  Soc.  of  London  from  commencement  etc.  Abridged  witb 
iiotes  etc.    Vol.  L   London  1809.  p.  307;  310;  335. 
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Körper  sich  berühren ,  übt  der  eine  auf  den  andern  einen  Druck  aus ,  und  in 
Folge  dieses  Dmckes  wird  die  Geschwindigkeit  geändert,  und  zwar  für  den 
giossenden  Körper  um  v  —  c ,  für  den  gestossenen  um  c  —  v.  Da  der  Druck 
^jMf  die  beiden  Massen  m  und  rn  während  derselben  Zeit  wirkt,  so  verhalten 
sicli  die  (Geschwindigkeiten,  die  diese  Drucke  ertheilen,  also  die  soeben  ab- 
geleiteten (leschwindigkeitsänderungen ,  umgekehrt  wie  die  Massen ,  denen  sie 

ertlieilt  sind,  oder 

V  —  c  m 

c  —  v'        m 

und  daraus 

mv  -f-  wi'  v'  =  mc  -f-  m'  c. 

Um  eine  zweite  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  zu  erhalten, 
mCLssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden. 

1)  Beide  Körper  sind  absolut  unelastisch.  Der  Stoss  wird  dann  eine 
bleibende  Aenderung  der  Gestalt  hervorbringen,  die  Körper  entfernen  sich 
nach  dem  Stosse  nicht  mehr  von  einander,  sondern  bewegen  sich  nach  dem 
Stosse  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  weiter.  In  diesem  Falle  ist  also 
c  ==  c  und  wir  eibalten 

7nv  -f-  m^v'  =  (im  -f-  m')  r, 
mv  4-  niv 

m  {v  —  V)      ,  ,        w  (v  —  v') 

m  +  m     '  m  +  in 

War  die  Bewegung  v'  jener  von  v  entgegengesetzt,  so  haben  wir  in 
diesen  Ausdrücken  nur  v  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  versehen, 

öÄd  es  wird 

mv  —  m'  V 

c  = ,      ,    • 

m  -f-  VI 

Und  ist  nun  mv  =  mv\  so  wird  c  =  0,  also  beide  Körper  bleiben  in 
^Ole.  Dieser  Fall  scheint  also  durchaus  dem  im  §.14  abgeleiteten  Satze  von 
^^**  Constanz  der  lebendigen  Kraft  zu  widersprechen,  da  die  lebendige  Kraft 
^'^<ili  dem  Stosse  gleich  Null  ist.  Indess  ist  der  Widerspruch  nur  scheinbar, 
"^  durch  den  Stoss  Arbeit  geleistet,  nämlich  die  Gestalt  der  Massen  bleibend 
^^^dert,  und  wie  wir  später  nachweisen  werden,    auch  Wärme  erzeugt  ist. 

^d  da  hier  nicht  nur  wenn  c  ==  0  ist,  sondern  in  jedem  Falle  eine  Gestalts- 
^^^erung  der  Massen  erfolgt,   also  Arbeit  geleistet  wird,  so  muss  in  jedem 

^lle  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  nach  dem  Stosse  kleiner  sein 
^ie  vor  dem  Stosse.  Man  findet  diesen  Satz  bestätigt,  wenn  man  die  lebendi- 
K^B  Kräfte  vor  und  nach  dem  Stosse  vergleicht. 

2)  Wenn  dagegen  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch  sind,  so  gleicht 
^ich  die  im  Stosse  eintretende  Gestaltsänderung  sofort  wieder  aus,    da  die 
^nsammengedrückten  Körper  sich  sofort  wieder  ausdehnen  und  ihre  ursprüng- 
liche Gestalt  annehmen.  Die  Körper  sind  also  nach  dem  Stosse  wieder  in  ihrem 
Ursprünglichen  Zustande,   oder  es  ist  bei  dem  Stosse  keine  Arbeit  geleistet 
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worden.  Die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  kann  daher  durch  clea 
Stoss  nicht  geändert  sein.  Diese  Bemerkung  liefert  uns  für  die  elastiscboi 
Körper  die  zweite  Relation  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  nach  dem 
Stosse,  denn  nach  derselben  ist 

m  ,  v"^  -\-  m  v"^  =  m  f?  -f-  w'  c'* 
oder 

m  (i;-  —  c^)  =  m  {c'^  —  v'^). 

Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  die  vorhin  allgemein  abgeleitete 

m  {v  —  c)  =  m  {c  —  v)y 
so  folgt 

V  -\-  c  =  V  -\-  c 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 

2m  V  +  (m  —  in)  v       ,        2mv  +  (m*  —  tn)  r' 
m  +  m  '  m  +  m  ' 

in  denen  wir  wieder  das  Zeichen  von  v'  ändern  müssen,  wenn  die  Geschwin- 
digkeiten die  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Nehmen  wir  nun  an ,  dass  m  =  m  sei ,  so  wird 

c  =  v\   ('  =  \\ 

Die  Körper  haben  also  nach  dem  Stosse  ihre  Geschwindigkeit  ein£uki 
ausgetauscht.  War  die  Geschwindigkeit  der  einen  Masse  m  gleich  0,  so  wirf] 
jetzt  die  der  andern  0,  denn  dann  wird 

c  =  0,   c'  =  V. 

Wird  also  eine  ruhende  Kugel  von  einer  bewegten  ganz  gleicher  Masse 
gerade  gestossen,  so  erhält  sie  von  letzterer  deren  volle  Geschwindigkeit  und 
die  stossende  Kugel  bleibt  in  Buhe.    Dieser  bemerkenswerthe  Schluss  Ust 
sieh  leicht  durch  den  Versuch  nachweisen  ^).     Man  hängt  an  einem  Gtestdi, 
(Fig.  61)  mehrere  unter  sich  gleiche  Kugeln  von  Elfenbein  so  auf,  dass  fli 
sich  bertlhren  und  dass  ihre  Centra  sich  in  einer  geraden  Linie  befinden.  lfai{ 
hebt  nun  die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  und  lässt  sie  dann  fallen.  Si.j 
beschreibt  einen  Kreisbogen  wie  ein  Pendel  und  stösst  auf  die  zweite  Kifil| 
mit  einer  Geschwindigkeit  v  =  l/2gh.   Nach  dem  Stosse  ist  sie  in  Buhe, 
aber  ihre  Geschwindigkeit  an  die  zweite  Kugel  ab ;  diese  tlbertrfigt  sie  an  dii 
dritte  u.  s.  f.  durch  die  ganze  Reihe ,  bis  schliesslich  die  letzte  Kugel  Ä  & 
Geschwindigkeit  erhält,  welche  B  besass  und  deshalb  bis  Ä'  aufsteigt 

Dann  föllt  A  wieder  zurück ,  erreicht  dieselbe  Geschwindigkeit  und  thflill 
dieselbe  wieder  durch  alle  die  Kugeln  hindurch  an  B  mit.  Man  hat  demmdi 


k. 


1)  Der  Apparat  zum  Nachweis  des  Satzes  vom  Stosse  der  Körper  wurde  b^ 
reits  von  Mariotte  angegeben.  Mariotte,  Trait^  de  lapercussion  au  choc  descorpi^ 
Paris  1G77. 
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ein  Pend«!,  welches  ans  räier  Beibe  von  Kngeln  bestellt,  deren  mittlere  un- 
beweglich bleiben,    and  deren  beide  ftuääem  sich   abwechselnd  heben  und 


,  u'  =  0,  so  wird 


1.  h. ,  siCaat  eine  Engel  gegen  eine  feste  Wand,  so  besitzt  »ie  nnch  dein  Stossc 
^Ine  ihr  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtet«  Geschwindigkeit.   Lässt  man 


&ch  eine  Elfenbeinkugel  auf  eine  Marmorplatle  fallen,  so  muss  sie  zu- 

ipringen  und  zu  derselben  HOhc  wieder  aufsteigen,  von  der  sie  hcrubficl, 

D  neuerdings  zu  fallen  und  so  ihre  Bewegunj;  ohne  Ende  fortzusetzen.   Man 

8  nun,  dass  das  nicht  der  Fall  ist,  doss  die  Kugel  allerdings  zurückspringt^ 

r  nicht  bis  zn  ihrer  ursprünglichen  Höhe   und  da>s  ihre  BewL'gung  bald 

Es  hat  das  drei  Ursachen. 

1)  Die  Stoffe  sind  nie  Tollkommen  elastisch. 

2)  Der  Widerstand  der  Platte  ist  nicht  unendlich,  weil  wogen  der  Ge- 
■ '^Awindigkeit  des  Stosses  die  Wirkung   desselben  sich  nur  auf  einen  Tlicil, 

^idit  aber  auf  die  gesanunte  Masse  Überträgt. 

3)  Die  Luft  leistet  der  Bewegung  Widerstand. 

Wenn  die  Kugel  die  widerstehende  Ebene  schief  stässt,  in  der  Bich- 
tong  AB  (Fig.  G2),  so  zerlegt  sich  ihre  Geschwindigkeit  in  zwei  Theilc,  eine 
fanllel  der  Ebene,  BJC,  dii-  andere  xu  ihr  senkn-iht,  BK    Nur  die  letztere 

1,  Phxtik  L    1.  Ana.  14 
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Von  der  Adhäsion. 


verändert  ihr  Zeichen  nach  dem  Stosse  und  geht  in  BG  über.    Aus  d 

bindiing  der  beiden  Geschwindigkeiten  BE  und  BG  resultirt  dann  der 

und  Richtung  nach  die  Gesch' 
keit  Blly  und  da  die  Geschwiu 
BE  keine  Aenderung  erföhn 
ebenso  BG  ==  BF,  so  folgt,  c 
Kugel  von  der  Wand  unter 
Winkel  zurückkehrt,  der  dei 
kel,  unter  welchem  sie  anftri 
Grösse  gleich  ist. 

Wir  haben  bisher  die  einf 
Fälle  des  Stosses  betrachtet, 
sich  treffenden  Kugeln  nur  eu 
schreitende  Bewegung  besitzei 
aber  eine  drehende.    Will  ma 

mit  in  Betracht  ziehen,  so  wird  die  Frage  äusserst  schwierig,  sie  geh 

zu  den  complicirtesten  der  analytischen  Mechanik. 

§.  60. 

Von  der  Adhäsion.  Wir  sahen  bisher,  wie  die  einzelnen  Theil 
Körper  mit  einer  mehr  oder  weniger  bedeutenden  Kraft  «in  einander 
und  nahmen  deswegen  eine  besondere  von  der  allgemeinen  Massenatt 
verschiedene  Kraft  an ,  die  Cohäsionskraft.  Etwas  ähnliches  nimmt  mai 
wenn  man  zwei  verschiedene  Körper  in  grosser  Ausdehnung  in  sehr 
Berührung  bringt.  Schleift  man  zwei  Platten  möglichst  eben  und  seh 
dann  vorsichtig  über  einander,  so  dass  die  beiden  Ebenen  in  ihrer  ganze 
dehnung  sich  berühren,  so  sieht  man,  dass  sie  mit  sehr  grosser  Kraft  an 
der  haften.  Diese  Erscheinung  nennt  man  die  Adhäsion  und  sagt ,  die  1 
adhäriren  an  einander.  Dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich,  wie  gesagt, 
wenn  zwei  Körper  mit  grossen  Flächen  mit  einander  in  Bertllining  ko 
Durch  Adhäsion  erklären  sich  eine  Menge  von  Erscheinungen.  Sie  zei 
am  stärksten,  wenn  man  einen  Körper  im  flüssigen  Zustande  auf  oi 
einen  andern  gebracht  hat  und  ihn  dann  erstarren  lässt,  weil  dann  ( 
rührung  beider  eine  möglichst  innige  ist;  darauf  beruht  die  Anwendu 
Mörtels,  des  Leims  und  aller  derartiger  Bindemittel.  Sehr  oft,  ja  meis 
der  Fall ,  dass  diese  Bindemittel  stärker  an  den  Körpern  adhäriren ,  zin 
welche  man  sie  gebracht  hat,  als  ihre  einzelnen  Theile  unter  einan( 
häriren,  deshalb  wird  bei  einer  versuchten  Trennung  der  durch  ein  i 
Bindemittel  verbundenen  Körper  meist  eher  die  Cohäsion  des  Bindei 
überwunden,  als  die  Adhäsion  desselben  an  die  verbundenen  Körper. 

Die  Adhäsion  ist  unter  übrigens  gleichen  Umständen  der  Gros; 
Berührungsflächen  proportional,  wie  man  sich  leicht  durch  Versuche  n 
sogenannten  Adhäsionsplatten  überzeugt,  je  grösser  dieselben  sind,  : 
fester  haften  sie  an  einander. 
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§.  61. 

Von  der  Beibung.  Wenn  zwei  Körper  über  einander  hin  bewegt 
werden,  so  bedarf  es  immer  einer  gewissen  Kraft,  um  die  Bewegung  zu 
unterhalten,  selbst  wenn  die  Bewegung  in  genau  horizontaler  Richtung  vor 
sich  geht  Durch  die  Berührung  der  Körper  tritt  also  der  Bewegung  derselben 
Ober  einander  hin  ein  Hindemiss  entgegen.  Dieses  Hindemiss  bezeichnet  man 
als  Beibungswiderstand ;  er  tritt  nur  dann  auf,  wenn  man  einen  Körper  über 
einen  andern  hin  in  der  Berührungsebene  zu  bewegen  sucht. 

Die  Beibung  ist  um  so  stärker,  je  rauher  die  Flächen  sind,  welche  sich 

über  einander  bewegen;   wir  müssen  daher  eben  in  dieser  Rauhigkeit  ihren 

hauptsächlichsten  Qrund  suchen ,  indem  dadurch  die  Theile,  der  Körper  theil- 

weise   in  einander  greifen  und  deshalb  bei  jeder  Bewegimg  derselben  über 

einander  hin  ein  geringes  Heben  des  bewegten  Körpers  stattfinden  muss.    Je 

glatter  deshalb  im  allgemeinen  die  Berührungsflächen  sind,  um  so  geringer 

ist  die  Reibung.    Dass  aber  in  den  Unebenheiten  der  Berührungsflächen  nicht 

^r  einzige  Orund  zu  suchen  ist,  geht  daraus  hervor,  dass  die  Reibung  auch 

von  der  Natur  der  Körper  abhängig  ist.    So  z.  B.  zeigt  sich ,  dass  bei  sonst 

gleichen  umständen  Stahl  und  Messing  auf  einander  bewegt  den  geringsten 

^ibungswiderstand  zeigen.     Wir  müssen  daher  zur  Erklärung  der  Reibung 

J^och  eine  Anziehung  zwischen  den  Theilen  der  sich  berührenden  Körper  an- 

Jieliinen,   die  jedoch  von  der  Adhäsion  verschieden  sein  muss,    da,   wie  wir 

*^fort  sehen  werden ,  die  Reibung  von  der  Grösse  der  sich  bertifirenden  Ober- 

^^hen  unabhängig  ist. 

tfan  unterscheidet  gleitende  Reibung  und  rollende  Reibung;  erstere  findet 

*^tt,  wenn  zwei  Ebenen  über  einander  hingeschoben  werden,  oder  zwei  in 

^^^Mnder  passende  Flächen,  wie  der  Zapfen  im  Zapfenlager,  sich  in  einander 

^^egen.    Bellende  Beibung  tritt  auf,   wenn  ein  von  krummen  Flächen  be- 

^^^'^uzter  Körper  so  über  einen  anderen  von  ebenen  Flächen  begrenzten  hin 

^^fegt  wird,  dass  in  jedem  Augenblicke  andere  Punkte  des  bewegten  Kör- 

'^^'s  den  festen  berühren ,  wenn  also  z.  B.  ein  Rad  auf  den  Schienen  rollt.   Die 

®^^3tende  Reibung  ist  bei  weitem  die  stärkere. 

Die  gleitende  Reibung  ist  bisher  am  genauesten  untersucht  worden.  Um 
^  SU  untersuchen ,  legt  man  einen  Körper  auf  eine  glatte  horizontale  Unter- 
^^^«  und  sucht  die  Kraft  zu  bestimmen,  deren  es  bedarf,  um  den  Körper  in 


^"^egung  zu  setzen.    Das  kleinste  Gewicht,  welches  Bewegung  hervorbringt, 

^%8t  die  Beibung.    Durch  derartige  Versuche  haben  Coulomb'),   Rennie^) 

besonders  Morin  ^)  folgende  allgemein  gültige  Gesetze  nachgewiesen» 


1)  CotUömh,  M^nioires  preBent^s  ä  rAcad^mie  de  Pari«.  T.  X. 

2)  Jtenniej  Experiments  on  the  friction  etc.   l'hilos.  Trans.  1821). 

.^         3;  Morin,  Nouvelles  experionces  nur  le  frottement.    1.  Meiuoiren  jiresenteB  a 
Acad.  de  Paris.  T.  IV.    188;j.    II.  Memoire.  Paris  1834.    III.  Memoire.  Parin  18:^5. 
^▼e's  Bepertorium  Bd.  1. 
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1)  Die  Reibung  ist  dem  Drucke  der  Körper  auf  ihre  ünterla 
portional. 

2)  Die  Reibung  hängt  bei  dem  gleichen  Drucke  nicht  von  der  Ansc 
der  sich  berührenden  Flächen  ab ,  sofern  diese  keine  Spitzen  oder  Kan 
halten ,  sondern  nur  von  deren  Natur  und  Olätte. 

3)  Die  Reibung  ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Be^ 
Das  Verhältniss  der  Reibung  zum  Drucke ,  d.  h.  den  Bruchtheil 

wichtes  eines  Körpers,  der  ihn  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  d 
dem  Vorigen  für  dieselben  Körper  constant  ist,  nennt  man  den  R 
coefficienten.   So  ist  z.  B.  der  Reibungscoefficient 

von  Eisen  auf  Eisen  .  .  .  0,108 
„    Messing  auf  Gusseisen  0,189  u.  s.  f. 
Im  allgemeinen  ninmit  die  Reibung  etwas  zu,  wenn  Körper  Is 
einander  gestanden  haben ,  jedoch  nur  beim  Uebergange  des  Körpers 
Ruhe  zur  Bewegung^  einmal  bewegt,  ist  der  Reibungscoefficient  wi( 
frühere. 


Zweites  Kapitel- 
Von  den  tropfbar  flüssigen  Körpern. 

§.  62. 

Constitution  der  Flüssigkeiten.  Wir  haben  in  §.  49  aus 
festen  Körpern  flüssige  Körper  kennen  gelernt  und  sie  dahin  defini] 
sie  ein  festes  Volumen  besitzen,  aber  keine  feste  Gestalt,  sondern  die 
des  GefUsses  annehmen,  in  welchem  sie  sich  befinden.  Die  einzelne] 
der  Flüssigkeiten  sind  nicht,  wie  die  der  festen  Körper,  fest  mit  < 
verbunden,  sie  können  sich  vielmehr  unter  dem  Einfluss  der  geringsten 
Kraft  gegen  einander  verschieben  und  fortwährend  ihren  Ort  veränd 
dem  jedes  Theilchen  nach  und  nach  einen  bestimmton  Platz  einnin 
wieder  verlässt,  um  von  einem  andern  ersetzt  zu  werden. 

Aus  dieser  vollkommen  freien  Beweglichkeit  der  Flüssigkeiten  m 
folgern,  dass,  wenn  die  Flüssigkeit  in  einem  Gefösse  eingeschlossc 
und  durchaus  keine  äussere  Kraft  auf  sie  einwirkte ,  weder  die  Schw( 
irgend  eine  von  den  Wänden  ausgehende  Kraft,  dass  dieselbe  dann 
ihren  Theilen  ganz  gleich  beschaffen  sein  müsste ,  dass  ihre  Moleküle  si 
gleichmässig  durch  die  Masse  vertheilen  und  nach  allen  Richtungen 
gleichen  Abständen  neben  einander  lagern  müssten.  Daraus  folgt,  d 
Eigenschaften  in  allen  Theilen  des  Gefässes  rings  um  jeden  Punkt, 
auch  immer  seine  Lage  sei ,  dieselben  sein  müssten. 

Diese  Vorstellung  von  der  Beschaffenheit  der  Flüssigkeiten,  wenn 
Schwere  entzogen  wären,  ist,  wenn  auch  noch  so  begründet,  doch  i 
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Hypothese ,  aber  einmal  angenommen ,  ergeben  sich  aus  ihr  mit  Leichtigkeit 
alle  Eigenschaften  der  Flüssigkeiten. 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an ,  dass  die  Flüssigkeiten  ohne  Schwere  seien, 
und  untersuchen  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  unserer  Hypothese  ergeben, 
imd  betrachten  dann  den  Einfluss ,  welchen  die  Schwere  auf  sie  ausübt. 

■§.  63. 

Von  der  Compressibilität  der  Flüssigkeiten.  Nehmen  wir  ein 
Gefites  F  (Fig.  63)  von  irgend  welcher  Gestalt,  welches  mit  zwei  Röhren 
i  and  ^  von  gleichem  Durchmesser  versehen  p.    ^ 

nnd  mit  irgend  einer  Flüssigkeit  bis  31  und  ^  I    - 

M'  angefüllt  ist.  Bringen  wir  nun  in  Ä  einen       WK^  nH 

beweglichen  Kolben  an    und    schieben   ihn     ^ 
herunter  von  M  nach  N.   Alle  Moleküle  wer- 
den dann  zugleich  ihren  Ort  verslndern,  ohne 
dem  Kolben  einen  Widerstand  entgegen  zu        ^^^^^^^^^^^^^^^ 
sefeen  und  ohne  ihre  ursprünglichen  Abstände  ^^^1^^ 

M  ändern.  In  der  Beschaffenheit  der  Flüssig-  ^-<^.Z^-^ 

kit  wird  sich  nichts  ändern,  sie  wird  ihr  Volumen  behalten  und  nur  sich  in 
dem  GefUss  verschieben;  es  wird  sich  die  Oberfläche  in  B  um  ebensoviel 
heben ,  als  sie  in  Ä  herabgedrückt  ist. 

Wenn  aber  nun  die  Röhre  B  oben  geschlossen  wird,  so  ist  das  Resultat 
des  Versuches  ein  ganz  anderes.  Die  Flüssigkeit  kann  in  B  nicht  mehr  auf- 
steigen und  der  Kolben  in  A  kann  nur  mit  der  grössten  Kraft  herabgedrückt 
werden.  Es  fragt  sich  nun  zunächst,  welchen  Einfluss  hat  dann  der  Druck 
des  Kolbens  auf  die  Beschaffenheit  der  Flüssigkeit,  wird  er  die  Moleküle  der- 
selben einander  nähern,  die  Flüssigkeit  zusammendrücken  oder  nicht? 

Die  Academia  del  Cimento  zu  Florenz  *)  war  die  erste,  welche  diese 
Tnge  zu  beantworten  suchte,  jedoch  mit  ungünstigem  Erfolg.  Man  iiahm 
unter  anderen  Versuchen  eine  mit  Wasser  gefüllte ,  mit  einer  Oeffnung  ver- 
sehene Hohlkugel  von  Silber.  In  die  Oeffnung  wurde  ein  Stempel  mit  grosser 
Gewalt  hineiir  getrieben ,  aber  anstatt  einer  Zusammendrückung  des  Wassers 
fand  man,  dass  dasselbe  durch  die  Poren  des  Silbers  gepresst  wurde.  Man 
nahm  daher  an,  dass  das  Wasser  nicht  compressibel  sei,  bis  im  Jahre  1761 
John  Canton^)  den  Nachweis  lieforte,  dass  das  Wasser  dennoch  zusammen- 
drflckbar  sei.  Canton  wandte  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  einer  langen  und 
engen  Glasröhre  versehene  Kugel  an.  Dieselbe  wurde  mit  Wasser  gefüllt, 
erhitzt  und,  wenn  das  Wasser  im  Kochen  war,  die  Spitze  der  Röhre  zu- 
jeschmolzen.   Durch  die  Abkühlung  zog  sich  dann  das  Wasser  zusammen  und 


1)  Fischer,  Geschichte  der  Physik.  Bd.  II.  p.  207. 

2)  John  Canton,  Expcrimontö  to  prove  that  Water  in  not  incompressible.  Phi- 
osophical  Transact.  Vol.  LH.  1762.  Poggend.  Amial.  XII.  39. 
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reichte  bei  einer  bexlininiten  Temperatur  bis  zu  einem  gewieiien  Punk 
RShrt!.  Durch  H&.t  Zusammenziehen  des  Wilescrs  entstand  dann  Ober 
ijelben  in  der  Röhre  ein  luftleerer  Raum.  Wurde  dann  die  Spitze  abgebn 
m  drang  die  Luft  ra^ch  in  die  Röhre  und  unter  ihrem  Drucke  sah  mi 
Flfi.sMigkeit  in  der  Röhre  sinken.  Dien  Sinken  hatte  jedoch  iwei  üra 
einmal  die  Zusammendrückung  des  Wats.ic^^,  dann  aber  die  YergrSssenu 
Volumens  des  Gefäsaes  dadurcli,  dass  plötzlich  der  Druck  im  Innern  dea 
um  den  Druck  einer  Atmosphäre  erhöht  wurde.  Um  die  VergrOssenu 
inncm  Raumes  des  GefSsses  zu  messen,  genügt  es,  den  änssem  Dmi 
dio  GetttsswKnde  gerade  so  viel  zu  vermindern,  als  vorher  der  innere  '. 
vermehrt  war;  bracht«  man  also  die  Kngel  in  den  luftleeren  Raum,  so  t 
sich  ihr  Volumen  gerade  so  vermehren,  wie  in  dem  vorigen  Falle.  Dii 
mebnmg  wurde  durch  das  Sinken  des  Wassers  in  der  engen  Röhre  gOK 
und  die  so  erhaltene  Grösse  von  der  bei  dem  ersten  Versuche  erhalten 
gezogen;  der  Unterschied  gab  die  Compression  des  Wassers.  Auf  diese 
war  also  die  Compressibilit&t  des  Wassers  bewiesen.  Aehnliche  Ve 
stellte  1820  Perkins ')  an  mit  gleichem  Erfolg.  Die  ersten  genauer  n 
den  Versuche  rühren  jedoch  von  Oersted  her  '). 

j^    ^  Oersted  construirte  einen  Apparat,    dei 

Piezometer  oder  Sympiezometer  nennt  Das 
meter  besteht  aus  einem  weiten  GefSsse  G  (Fi] 
an  dem  sich  ein  sehr  enges  Olasrohr  0  befindei 
ches  in  einem  kleinen  Trichter  endigt  und 
schlössen  bleibt. 

Das  Rohr  ist  genau  cylindrisch  und  in  f 
Theile  getbeilt.  Zunächst  muss  nun  der  A 
graduirt,  d.  h.  die  Capacität  des  ganzen  Gi 
mit  der  des  zwischen  zwei  Theilstrichen  befind 
Raumes  verglichen  werden.  Wir  wollen  das  \ 
ren  etwas  näher  beschreiben,  da  wir  noch  häuG 
selben  Aufgabe  begegnen. 

Man  wiegt  zunächst  das  leere  Geßtes  um 
es  dann  mit  Quecksilber;  wegen  der  Enge  der 
lässt  sich  dag  nicht  durch  einfaches  Eingiessen  I 
weil  die  im  Gefösse  enthaltene  Luft  nicht  entwi 
und  deshalb  das  Quecksilber  nicht  eindringen 
Man  erwärmt  daher  das  Geföss  und  hfilt  daa 
Trichter,  in  welchem  das  Rohr  0  endigt,  unter  Quecksilber.  Beim  Er 
steigt  dann  durch  den  Druck  der  äussern  Luft  das  Quecksilber  in  die 
und  das  GefBss  auf.    Hört  das  Quecksilber  auf  zu  steigen,  so  erwSrml 

i)  Perkins,  Fhilosophical  Trannact.  Vol.  LXXII.  1820.  Pogg.  Ann.  JX.  Ml 
i)  Oerited,  Denkschriften  der  Kopeiihi^enerAcademie.  IV.  Bd.  182!.  Po) 
Aunal.  IX,  fi03. 
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neuerdings  und  so  fori,  bis  das  Gcßiss  ganz  mit  Quecksilber  gefüllt  ist.  Um 
nun  keine  Spur  Luft  in  dem  Gefäss  zu  lassen ,  erwärmt  man  dann  das  Gefäss 
nochmals,  taucht  währenddess  seine  Spitze  in  Quecksilber  und  lässt  es  dann 
auf  0®  erkalten ,  indem  man  es  vorsichtig  mit  schmelzendem  Eise  umgibt. 
Nach  einiger  Zeit,  vielleicht  nach  einer  Viertel  -  Stunde  oder  bei  grossen  Ge- 
f&ssen  noch  länger,  nimmt  man  den  mit  Quecksilber  von  der  Temperatur  0'* 
gefQllten  Apparat  aus  dem  Eise  heraus,  trocknet  ihn  ganz  rasch  und  vor- 
sichtig ab  und  bestimmt  möglichst  rasch  sein  Gewicht.  Von  dem  dann  erhal- 
tenen Totalgewicht  P  zieht  man  dann  das  Gewicht  2>  des  leeren  Gefässes  ab 

p  —  1) 
und  erhält  dann  aus  dem  Quotienten    —  ^  ^    das  Volumen  des  Gefässes  in 

FCubikcentimetern ,  wenn  P  und  p  in  Grammen  gegeben  und  D  das  specifische 
Gewicht  des  Qnecksilbers  ist.  *. 

Darauf  erwärmt  man  das  Gefäss  sehr  wenig,  bewirkt  dadurch,  dass 
etwas  Quecksilber  austritt  und  lässt  es  dann  wieder  wie  vorhin  auf  0^  erkalten. 
Dabei  zieht  sich  das  Quecksilber  zusammen  und  schliesslich  wird  seine  Spitze 
constant  einem  Theilstriche  der  Röhre  gegenüber  stehen ,  der  um  n  Theil- 
strichc  tiefer  sei,  als  bei  der  vorigen  Wägung.  Jetzt  wiegt  man  wieder;  und 
ist  das  jetzt  gefundene  Gewicht  gleich  P\  so  gibt  die  Verminderung  des  Ge- 
wichtes P  —  P'  an,  wieviel  Gramme  Quecksilber  den  Raum  zwischen  jenen 

♦•  Theilstrichen  ausfüllen;   der  Quotient  — ^ —  gibt  dann  diesen  Raum  in 

Kubikcentimetem  und  der« Quotient      y.-    den  Raum  zwischen  zwei  Theil- 

strichen  in  derselben  Einheit  an. 

Nach  geschehener  Calibrirung  wird  dann  das  Gefäss  in  ganz  gleicher 
^eise  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt,  und  in  den  kleinen 
■dichter  ein  Tropfen  Quecksilber  gebracht.  Dieser  dient  einmal  als  Pfropfen, 
Qm  das  Eindringen  von  Flüssigkeit  in  das  QefUss  zu  verhüten ,  dann  aber  auch 
•'S  Index ,  da  er  während  der  Compression  in  die  Röhre  hinabgedrückt  wird 
^d  somit  angibt,  um  wieviel  das  Volumen  der  Flüssigkeit  kleiner  geworden 
^  Das  Gefäss  wird  dann  auf  einer  Messingplatte  befestigt,  daneben  ein 
*«crmometer  L  und  eine  getheilte  unten  offene,  oben  geschlossene,  mit  Luft 
Sollte  Röhre  K,  welche  als  Druckmesser  dient,  befestigt,  und  dann  die 
8**i2e  Vorrichtung  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss  E  hinabgelassen,  das 
^  Compressionsapparat  dient. 

Das  Gefäss  E  besteht  aus  einem  Cylinder  von  starkem  Glase,  der  unten 

* 

^  einen  Puss  F  eingelassen  und  oben  mit  einer  Fassung  versehen  ist,  in 
ieren  Röhre  Ä  sich  ein  beweglicher  Kolben  D  befindet.  Man  füllt  nun  das 
Oeftss,  während  der  Kolben  sich  über  Ä  befindet,  durch  den  Hahn  B  mit 
Wasser  so  weit,  dass  dasselbe  aus  einer  Oeffnung  bei  Ä  ausfliesst.  Man 
schliesst  dann  den  Hahn  und  schraubt  den  Kolben  herab.  Sobald  derselbe 
unter  A  herabgeschraubt  ist ,  kann  kein  Wasser  mehr  entweichen  und  das  des 
Gef^es  wird  zusammengedrückt. 

Der  Druck,  den  man  auf  diese  Weise  ausübt,  trifft  in  ganz  gleicher  Weise 


21''  •  :"■-  =r  >.    ■•-    '  r :-•-:••  b»:::  T-r  iVrgtei  f.«! 

'..<  'l  .--.rTr  "^i-  :  :--  r'-.^z-^-'rr*  -^:  Li«?  iz:  ^mvmlnnGm  enthaltene Fllteig' 
<  r.  Mi-  -.•:'.-  -.-  :--  Izi-i  -ZI  fji-i  r-*'»!*?*  Anzahl  Theilstridie  untai 
.r. :  v.l».-*:  ii-i-.r  i  "Li  V:".-z---7=Llz:-fr:r_r  -i^r  im  Piüzometer  enthalten 
F.^-'..::'£^'r.  t-.z.r.':.  "^Ir :  ztjz.  \~^Jsl  Üt  Lif:  in  «ier  Bohre  ÜT  eompiimixt  m 
'.z.   irT  V:l-.ziT-rrii  i^r^zr  :rr=rl:-rE.  Traten  wir.  wie  wir  spSter  sehen  ira 

>fiii  bi"  i-f  ü-rir  W-^Lr-r  li-f  V:l-r:T..rTiiindenmg  gemessen  und  andcR 
•*::••  •i-tn  Im  :k,  t^I  hrr  Ür^I'-r  i-^rr  rj*:''- rächt  hat.  Dividirt  man  die  Voloi 
7rr^E.'i-er;nr  i'ir-'h  -lii  irirrüryio'n-f  Volumen  und  diesen  Quotienten  da 
•i-.r;h  !-:n  viLvr^lovE.  in  A'jn ■  ^r irirrii  je^benen  Druck,  so  erhalt  man  di 
': •': h*:  In  'L-arrn  C«:  =.  p re ? = i  n.*«;  ■:■?:''*:  1^::':^ n  Irr  Flüssigkeit ,  d.  h .  die  Vermindenn 
•  i  r  r  VI::  m^int  e  :*.  för  :-;  r:  Dri :  k  ■=  ine  r  Arm  ■i'^p  hSre. 

0»;r-.Tr:.i  fand  •li-r-cn  «-•>:""•: ienten  für  Wa?ser  gleich  46  Millionthai 
d.  K..  w»;nn  niAn  ^ut  fin  »teilr^.  w.jl.jh-:^  ein  Quadratccntinicter  Obeiilic 
h/if,  tinon  r»r:<:k  vvu  l."3:^»'  Kil- grjjsin:  den  Druck  einer  AtoAwphiR) « 
•iJ»'.  -.■■  wird  •]:•■  FIü55:jko:t  um  4»i  MiUii'ntheile  ihres  ursprünglichen  Yd 
mcn>  c-mprlmin.  O'ir-toJ  hiel:  dit^  für  die  wahre  CompressibiliÜt  1 
Wa--er-.  D»  nn  or  L:l.»;:bt'.-.  woU  der  Dnick  in  ganz  gleicher  Weise  lof' 
än-sor»;  lind  innoro  Wand  ausgeübt  wird,  so  k5nne  sich  die  Capacitit  d 
(it:(SL-.-^:r  nicht  .■ind».rn  riu-'^r  giinz  unmerklich  dadurch,  dass  die  Wanddie 
«Ic-  Oefa-^es  t.'Xw'.'ih  •jeiin«l».n  wir-l.  Otrjtol  hatte  je<loch Unrecht.  Denn  aeti 
wir  vorau- ,  das^  das  PiOzuinotor,  anstatt  mit  Wasser  gefüllt  zu  sein,  ganio 
g;ir  v««n  01a.-  soi.  *••  i-t  klir,  «la^^j. .  wenn  man  dasselbe  von  aussen  drOd 
*h:r  Druck  si<-h  auf  ilen  innem  Kern  fortpflanzt  und  dessen  Volumen  nach  d 
<^Jo-crtzen  der  kubiai/ht-n  Compre?sion  vermindert.  Die  CapacitSt  der  HfillcnN 
.-if;h  demnach  um  die  gleiche  Gr•"•s^e  ändern.  Ganz  dasselbe  muss  nun  al 
Huch  der  Fall  sein,  wenn  das  Gefö-sS  mit  Wasc^T  gefüllt  ist;  denn  sowie 
ileiii  eben  betrachte- ton  Falle  der  Kern  von  der  Hülle  einen  Druck  erfühlt  i 
nach  Heiner  Zusfammenpressung  einen  ganz  gleichen  Gegendruck  ausflht,  \ 
llülbf  also  ganz  genau  .so  stark  nach  innen  wie  nach  aussen  gedrückt  vi 
«o  aucli  liii.T,  wo  der  feste  Kern  durch  Wasser  ersetzt  ist;  die  Hülle  afil 
gleiche  iMicko;  sowie  also  in  dem  Falle  des  festen  Kernes  eine  VolumTeri 
dcning  einträte,  so  mu.ss  sie  es  in  diesem  Falle  auch. 

Nennen  wir  demnach  die  Capacitiit  des  Pii'zometers  F,  P  den  ausgcftbl 
I  >ruck ,  fi  den  (.'ompressionscoefficienten  des  Wassers ,  so  würde  bei  ganz  i 
vorilndcrtem  Gewisse  die  Volumverminderung,  welche  man  beobachtet,  ^  T. 
sein.  Du  aber  das  Gefsi^s  eomprimirt  wird,  so  beobachtet  man  eine  kldtf 
Ist  nämlich  C  der  kubische  Compressionscoeffioient  des  Gefiteses,  so  vom 
dert  sich  dessen  Volum  um  C  P  .  F  und  dadurch  muss  die  FlflssigWi 
Gi'fuHse  steigen.    Die  beobachtete  Contniction  tr  ist  die  Differenz  beider: 

„der  iv  =  (i.r.  V-    er.  7, 

"'     —  n 
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Hon  beobachtet  also  die  Differenz  zwischen  dem  Comprcsäionscocfficien- 
1  des  Wassers  und  dem  kabischon  OomjiressionscoefGcieittcii  des  Gefösses. 

Colladon  und  Sturm  wiesen  diesen  Irrthum  in  Oersted'e  Verbuchen  nach 
ä  nntemahmen  es,  ihn  zu  corrigiren  ').  Sic  stallten  eine  grosbo  ßeibo  von 
nnchen  mit  einem  dem  Oerstod'scben  sebr  Ubnlichen  Apparate  (Fig.  65)  an. 


B  Kftomot«r  A  wunlo  wie  i\ns  Oersled'isdn;  bcrgratülH  und  gnubiirt  und 
n  in  ein  weites  GefUsB  6'  mit  starken  Wänden,  wolcbcs  mit  Walser  HufUlit 
ir,  eingeschlossen.  Lotzt«reH  diente  als  üoDiprossionsapparut.  Der  i'inzigu 
itRBchicd  besteht  darin,  daes  »<iu  dos  Pii^zomctcr  horizontal  legten  und  den 
metibten  Druck  mit  einem  fein  getheilten,  langen  und  deshalb  sehr  em- 
lidlichen  Qnecksilbermanomcter  EJ  maaasen.  Dieser  Druck  wurde  mit  Hilfe 
tw  Kolbens  ausgeflbt,  dessen  Stiel  I  durch  ein  Seil  gezogen  wurde,  welches 
leiao,  durch  eine  Schraube  ohne  Ende  II,  bewegliche  Walze  gerollt  war. 

Colladon  und  Sturm  bemerkten  nun  bald  auch  einige  Fehlerquellen, 
idie  an  sich  zwar  sehr  klein,  auf  das  endliche  Resultat  wogen  dur  Kleinheit 
ftn  messenden  Grössen  jedoch  von  bedeutendem  EinflusH  wurden.  Der 
■n  von  Quecksilber  in  der  Röhre  des  Pil'zometers  bot  manche  Unbequem- 
Weit,  er  adhSrirte  am  Glase,  bewegte  sich  nicht  regelmiisKig,  sondern 
jttngweise  bei  Vermehrung  dos  Druckes.  Sic  wandten  deshalb  einen  Tropfen 
nrefelkohlenstoff  oder  auch  eine  kleine  Luftsäule  an,  und  erhielten  so  regel- 
hög  verlaafende  Versuche. 


I)  Colladon  und  i^urui,  Ännalea  de  chini.  et  <le  ]>h;B.  T.  XXXVl.  p.  113.    Auch 
Igmd.  Annalen  £11,  39. 
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Andererseits  ist  das  Pi(.'zonicter  ein  wahres  Thermometer  und  wegen  deü 
gi'ossen  Gefösses  und  der  engen  Rohre  >:ogar  ein  sehr  empfindliches.  Jede 
Tempera turänder  11  ng  veranlasst  daher  eine  Bewegung  des  Index;  und  dajeds 
Zusanimendrückung  das  Wasser  erwärmt,  jede  Ausdehnung  wieder  abkühlt,  N 
waren  die  beobachteten  Variationen  Resultate  sehr  verwickelter  Natur.  Mai 
schaffte  diese  Störung  fort ,  indem  man  das  CompressionsgefUss  in  ein  grosses 
GefUss  mit  Wasser  einschloss,  welches  dazu  diente,  die  Temperatur  constaBt 
zu  halten.  Die  Versuche  waren  daher  sehr  genau.  Die  Messungen  musstei 
indess  wegen  der  Compressibilität  des  Glases  corrigirt  werden;  dazu  verfohni 
diese  Physiker  folgendermaassen.  Sie  nahmen  einen  Glasstab  von  1  MeUf 
LUnge  und  13,3  Quadratmillim.  Querschnitt.  Dieser  wurde  durch  ein  Ge 
von  8  Kilogramm  gezogen  und  eine  VerlUngenmg  von  0""",06  beobachtet 
würde  durch  das  gleiche  Gewicht  um  ebensoviel  comprimirt  worden 
Der  Druck  der  Atmosphäre  ist  nun  auf  den  Quadratcentimeter  1,03.36 
gramm,  auf  jede  Endfläche  des  Stabes  13,3  Quadratmilligr. ,  somit  138^1 
und  da  die  Verkürzung  des  Stabes  dem  pressenden  Gewichte  proportional 
so  folgt,  dass  sich  der  Stab  durch  den  Druck  einer  Atmosphäre  mm  O™", 
verkürzt.  Dies  ist  die  lineare  Compressibilität  für  ein  Meter  Länge  und 
Druck  einer  Atmosphäre. 

Colladon  und  Sturm  nahmen  nun  an ,  dass  ein  Druck  auf  die  En 
nur  eine  Verkürzung  des  Stabes  und  keine  andere  Veränderung  der  6 
oder  des  Querschnittes  bewirke.    Wenn  nun  nach  dieser  Hypothese  ein 
auf  die  ganze  Oberfläche  ausgeübt  wird,    so  muss   sich  der  Stab  nadi 
Richtungen  hin  gleichmässig  verkürzen.  Die  Länge  l  wird  l  (1 — 0,0000011), 
Radius  der  Basis  wird  r  (1 — 0,0000011)  und  das  ursprüngliche  Volumen 
geht  sonach  über  in  TtrH  (1 — 0,000001 1)^  oder  annähernd  mit  Vemachlässii 
der  zweiten  und  dritten  Potenzen  in  nrH  (1 — 0,0000033).     Die  kubische 
pression  wäre  sonach  die  dreifache  von  der  linearen. 

Wir  sahen  jedoch  vorhin,  dass  ein  Stab,  der  in  seiner  einen  Bichtong 
sammengedrückt  wird,  zugleich  eine  Vergrösserung  des  Querschnittes 
deshalb  ist  die  vorstehende  Entwicklung  nicht  exakt  und  die  Correction 
die  von  Colladon  und  Sturm  gegebenen  Zahlen  für  die  Compressibilit&t 
Flüssigkeiten  zu  gross. 

Versuche  von  Begnault  ^).  Regnaul t  wurde  durch  andere 
darauf  geführt,  sich  eingehend  mit  diesem  Gegenstande  zu  beschäftigen, 
seine  nach  einer  ganz  neuen  Methode  unternommenen  Versuche  gestatten 
beide  Compressibilitäten ,  die  der  Flüssigkeit  und  die  des  GefiLsses  zuglekU 
zu  messen.  Er  gibt  dem  Piezometer  A  eine  genau  bestimmbare  geometn»^ 
Gestalt,  einer  Metallkugel  von  bekanntem  innem  und  äussern  Radios,  oder 


1)  Beghault,  Relation  des  exp^riences  etc.  M^moires  de  TAcad^mie.  TomellL 
p.  42y.  Paris  1847. 
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Inders  mit;  ebetmn  oiler  balbkugclfännigen  KnddüvheD ,  v/iv  in  F'm.QG. 

teföas  iet  oinc  gut  ualibrirt«  Glasröhre  VD  angesetzt,  diu  ihrer  ganzen 

ach  getheilt  ist,   und  deren  Volum-  mg.  er,. 

380  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise 

.sind. 

i  scbliesst  nun  das  Geföas  des  I'iözo- 

einen  mit  Wasser  angefüllten  Kupfcr- 
B,  der  durch  einen  mittels  Scbrau- 
itigten  Deckel  verschlossen  ist.  Durch 
nung  des  Deckels  reicht  der  Stiel  des 
ers  aus  dem  GefSsse  hervor,  der  mit 
er  Oefihüng  befestigt  ist.  Das  Innere 
■e  kann  an  ihrem  obem  Ende  durch 
fan  D  mit  der  freien  Luft  in  Vcrbtn- 
'racbt  und  dem  Drucke  der  Atmosphäre 
.t  werden.  Durch  den  Hsbn  E  und 
;  EF  kann  das  Innere  der  Röhre  CD 
h  mit  einem  mit  comprimirter  Luft 

GefSsse  in  Verbindung  gebracht  und 

ig  einem  starken  Drucke  ausgesetzt 

der  nicht    Durch  die  Bohre  FG  kann 

lelbe  GefäsB   mit  comprimirter  Luft, 

■  Hahn  G  geöffnet  und  H  geschlossen  ii 

les  Gef^es  BB  ausüben. 

i  kann  somit  1)  auf  dos  PiSzornetcr  einen  äussern  Druck  ausüben, 

in  F  scbliesst,  G  und  D  ötfnet  und  H  scbliesst;  2)  einen  innern  und 

Jruck  ausüben,  wenn  man  H  und  D  scbliesst,  G  und  £  öffnet;  3)  man 

en  innern  Druck  allein  üben ,  wenn  man  D  und  G  scbliesst  und  E 


,  auch  einen  Druck  auf  das 


i  vollßlhrt  nach  und  nach  alle  drei  Compressionen. 
Man  comprimirt  das  Wasser  im  Gef^  BB.  Diesen  Versuch  haben 
Q  §.  53  beschrieben  bei  Betrachtung  der  kubischen  CompressibilitSt. 
iigkeit  im  Pit'zometer  unterliegt  keiner  Einwirkung,  nur  das  Geföes 
rimirt,  sein  Volumen  verkleinert,  die  Flüssigkeit  steigt  auf.  Be- 
wir  die  eingetretene  Volum  Verminderung  mit  J  V,  so  ist  nach  §.  53 
''all  der  Kugel 


JV  =  C,- 


B,' 


,'-«,' 


■  P-  F, 


irii  dann  in  der  damals  angegebenen  Weise  ilen  kubischen  Coni- 
coefficienten  C,  berechnen  können. 

Man  Übt  innen  und  aussen  den  gleichen  Dmck  P  aus ;  dabei  beobachtet 
Volum  Verminderung  der  Flüssigkeit,  weniger  der  des  Getoses.  Be- 
wir  den  Compressionscoefficienten  der  Flüssigkeit  mit  fi,  so  erbalten 
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wir  ftlr  dio  Volumvorminderiuig  der  Flüssigkeit,  wenn  das  Gtefites  ein  eon- 
stantos  Volumen  behalten  hätte,  aus  den  Gleichungen  des  §.  53 

Jvi=(i.P.  Vi 
dcnV  die  Flüssigkeit  ist  eine  massive  Kugel,  somit  der  Badius  Bf^  des  §.  SS 
gleich  Null.   Damach  ist  auch  die  Constante  5  =  0,  und  der  Werth  tob  ^ff| 
reducirt  sich  auf  das  oben  hingeschriebene  Glied. 

um  die  Volumverminderung  des  Gefiteses  zu  erhalten,  haben  wir  inte 
Gleichungen  dos  §.  53  Pj  =  Pq  zu  setzen.     Damit  wird 

/>  =  0;    c  = --^»-^^  .  P, 

somit  diu  Volumverminderung 

Die  in  diesem  Falle  überhaupt  beobaehtoto  Verminderung  dos  Volomev 

J  V"  ist  somit 

JV''=J  r^  —  J  e;,,  =  ^i  P  V --  C^  P  V, 

2*   y  —  f*  ~  "  '^  1 5    f*  —  1*  ,V  "^     ** 

Da  der  erste  Versuch  t\  geliefert  hat ,  können  wir  aus  diesem  den  W«rtk 

von  |iA  berechnen. 

III.   Der  dritte?  Versuch  liefert  eine  Controle  der  iK'iden  ersten:  manfiU 

•  •• 

den  Druck  P  nur  im  Innern  aus.  Die  beobachtete  Volumänderung  ^V  rfikt 
her  von  der  Compression  der  Flüssigkeit  und  der  Ausdehnung  des  OeftsNi^ 
orstere  ist  wie  eben 

z/  <!  =  fi  P   W 

I  >ie  Ausdehnung  des  GcHisses  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  dos  §.53| 
indem  wir  P,  gleich  Null  si'tzcn;  damit  wird  diesellK^ 

'  ~"  '   *   *   );i  A'  +  A  '  if,*  -  Äo'  "^  äi-  Ä,»  -  ÄoM 
somit 

j  r  =  j  r,  +  j .  =  p  r  [u  +  .^  /^  ^.  •  jj  ,^'^,  +  ^  ■  g-,^^'J, 

Oller  auch  da  B^  nur  äusserst  wenig  von  B^  verschieden  ist, 

j  r=  J  r  -f  J  V", 
wie  sich  unmittelltar  ergibt ,   wenn  wir  in  dem  Ausilrucke  für  ^  K'  (Ar  ft 
seinen  Worth  einsetzen. 

Es  muss  somit  die  Volumänderung  bei  dem  dritten  Versuch  gleich  ^ 
Summe  der  Volumänderungen  bei  dem  ersten  und  zweiten  Versuche  sein,«*^ 
Relation,  welche  Regnaul t  bei  allen  seinen  Versuchen  auf  das  genaueste  b^ 
stfitigt  fand.  Für  dio  Kompressibilität  des  Wassers  erhält  man  aus  denVef 
suchen  Regnault's  mit  der  Kupferkugel 

aus  den  Versuchen  mit  der  Mossingkugel 

wobei  als  Einheit  iles  Druckes  derjenige  einer  Atmosphäre  vorausgesotii  ist* 


63. 


Tabelle  der  CSompressibilitätscoef&cienten  nach  Grassi. 
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Später  hat  Grassi ')  mit  den  Begnault'schen  Apparaten  eine  Anzahl  von 
Ifissigkeiten  untersucht;  in  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  ihm  erhaltenen 
Ferthe  zusammengestellt.  Man  sieht,  dieselben  sind  nicht  constant;  derCoef- 
eieiit  wird  für  Wasser  mit  steigender  Temperatur  kleiner,  für  Alkohol, 
ether  und  Chloroform,  sowohl  mit  steigender  Temperatur  als  auch  mit 
elendem  Drucke  grösser. 


Name  der  Flüssigkeit 


Temperatur 


Zusammen- 
drückbarkeit 


Druck  in  Atmo- 
sphären ,  aus  denen 
die  Zusammen- 
drfiokbarkeit  her- 
geleitet 


Quecksilber 
Wasser 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 

id. 
Aether 

id. 

id. 

id. 
Alkohol 

id. 

id. 

id. 
Holzgeist 
Chloroform 
Chlorcalcium  Lösung 
id. 
id. 
Kochsalz 
id. 
id. 
Jodkaliam 
Hatronsalpeter 
Soda 

lleerwasser 
80»  +  2H0  . 
SO»  +  3H0  . 
S0»  +  4H0  . 
SO»  +  6H0  . 
80»  +  6H0  . 
80»+10HO  . 


id 

id 

id 

id. 

id 

id 

id 

id 


1 
2 
2 
1 
2 
2 


1)  Oreunti,  Annales  de  chini 


00,0 

0,00000295 

0,0 

'        0,0000503 

1,5 

515 

4,8 

499 

10,1 

480 

13,4 

477 

18,0 

468 

460 

25,0 

456 

34,5 

458 

43,0 

442 

53,0 

441 

0,0 

0,000111 

0,0 

131 

14,0 

140 

13,8 

153 

'  7,3 

0,0000828 

7,8 

853 

13,1 

904 

13,1 

991 

13,5 

0,0000913 

8,5 

0,0000625 

17,5 

0,0000306 

15,8 

206 

41,85 

229 

18,5 

321 

18,1 

257 

39,6 

263 

15,5 

260 

18,1 

295 

16,6 

297 

17,5 

4S6 

13,6 

242 

14,6 

250 

16,5 

271 

14,7 

279 

14,2 

283 

14,6 

315 

3,408 
7,820 
1,580 
8,362 
2,302 
9,495 
1,570 
8,97 
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§.  C4. 

G-leichmäaaige  Fortpflanaung  des  Druckes.  Kohren  wir  nrüd  a 
dem  im  Eingänge  des  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Versnche,  so  Beb» 
wir  also ,  daes  in  Folge  des  Druckes  sich  die  FlüssigkeitsmolekOle  nShem  tai 
eine  neue  Gleichgewichtslage  annehmen,  aber  zugleich  tritt  zwischen  den  M» 
lekUlcn  eine  abstossendc  Kraft  auf,  welche  sie  wieder  in  ihre  frühere  I^ 
zurückzubringen  strebt,  und  welche  daher  ebenso  gegen  die  Hülle  geriditil 
ist,  welche  die  Flüssigkeit  an  der  Ausdehnung  verhindert.  Die  FlüssigUt 
und  die  Gefiisswand  üben  daher  einen  Druck  auf  einander  aus,  der 
andern  gleich  ist,  weil  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist. 

Da  nun  aber  die  einzelnen  Theile  der  Flüssigkeit   gegen  einander  Tolt 
konmien  frei  beweglich  sind,  so  folgt,  dass  jeder  Punkt  im  Innern  der  FlOsaf 
keit  und  juder  Theil  der  Wand   einen  ganz  gleichen  Druck    erfahren 
denn  würe  das  nicht  der  Fall,  würe  an  irgend  einer  Stelle  der  Druck  kl» 
ner,  als  an  einer  andern,  r<o  würde  wegen  der  Beweglichkeit  der  Theile 
Flüssigkeit  dem  isUirkern  Drucke  nachgeben  und  in  der  Richtung  des.telt 
sich  bewegen. 

Wenn  wir  demnach  in  einem  Gewisse  (Fig.  GT)  eine  Anzahl  von  OeSn 
gen  von  ganz  gleichem  QueÄchnitte  haben,  A,  B,  C,  und  es  wird  i.  B. 
der  Oeffnung  Ä  ein  Kolben  angebracht,  gegen  i 
'''"■  '■'■  ein  Gewicht  P  drückt,    so  wird  jedes  Stück  « 

Wandfläche  von  der  Grösse  A  den  gleichen  Dm 
erfahren,  und  wir  müssen  deshalb  gegen  die  Ed 
ben  in  den  Oeffnungen  B  und  C,  die  mit  A 
Querschnitt  haben,  ganz  gleiche  Gewichte  P 
lassen,  wenn  sie  durch  den  bei  A  angebraddl 
Druck  nicht  aus  dem  Gef^se  herausgetrieben  ' 
den  sollen. 

Man  sagt  deshalb,  dass  sich  der  Druck  te 
nach  B  und  C  fortgepflanzt  habe,  es  beisst 
aber  nichts  weiter,  als  dass  durch  die  Elasticität  der  Flüssigkeit  nadi  i 
Richtungen  hin  und  an  allen  Stellen  wegen  der  freien  Beweglichkeit  der  Tl 
ein  dem  auf  die  Flüssigkeit  un  einer  Stelle  ausgeübt*«  Drucke  gleicher  Gtf 
druck  auftritt.  Man  sl«llt  daher  das  Prinzip  der  glcichmSssigen  Fortpfluu 
des  Druckes  folgend emi aas scn  auf: 

Jeder  Druck,  der  auf  eine  Grenzfläche  der  RUssigkeit  ausgeübt  wirfi 
pflanzt  Hch  mit  gleicher  Grösse  nach  allen  Richtungen  fort,, so  daes  jedtte 
ersten  an  Grösse  gleiche  Fläche  im  Innern  oder  an  der  Grenze  der  FlOssigbä 
den  gleichen  Druck  erföhrt. 

Hieraus  folgern  wir  sofort,  dass,  wenn  wir  z.  B.  neben  C  eine  ändert 
Oeti'nung  gleicher  Grösse  anbringen ,  wir  auch  in  dieser  einen  dem  Druck«  ' 
gleichen  Druck  gegen  die  ]<lUtiBigkeit  hin  anbringen  mUssetl,  um  den  GlMk- 
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gewichtszustand  zn  erhalten.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein,  wenn  wir  diese 
OeffiiDDg  mit  der  Oefbung  C  io  eine  Übergehen  lassen,  oder  was  dasselbe  ist, 
■renn  wir  die  OeBimng  C  doppelt  so  gro^s  machen.  Wir  müssen  dann  in 
denelben  einen  Druck  2P  anbringen,  wenn  der  die  Oeffnung  schlieasende 
Kolben  nicht  herausgetrieben  werden  soll.  Bringen  wir  eine  dreimal  so  grosse 
(Mnnng  an,  so  müssen  wir  in  dieser  einen  dreimal  so  grossen  Druck,  eine 
iBol  Bo  grosse  Oeffnung,  so  in  dieser  einen  amal  so  grossen  Druck  anbringen, 
DD  dag  Gleichgewicht  zu  erhalten.  Allgemein  also  können  wir  sogen,  wenn 
liw  rings  TerscMoBsene  Flüssigkeit  einem  üussem  Druck  ausgesetzt  ist,  so 
riiSlt  jede  Ebene  im  Innern  oder  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit  einen  Druck, 
!er  ihrer  GrJJsse  proportional  ist. 

Wenn  demnach  auf  einer  FlSche  von  der  Grösse  1  ein  Kolben  mit  dem 
hwichte  P  drückt,  so  wird  der  Druck  auf  Flachen  von  der  Grösse  10,  100, 
000  gleich  10  P,  100  P,  1000  P  sein;  kurz,  wir  können  mit  einem  sehr 
«ringen  Drucke  sehr  grosse  Pressungen  ausüben. 

§.  65. 

Sinflusa  der  Schwere.  Betrachten  wir  jetzt  die  Flüssigkeiten  unter 
Im  Einflüsse  der  Schwere,  so  ist  klar,  doss  diese  Kraft  den  Zustand  des 
Ratchgewichts  ändert,  indem  sie  in  den  Flüssigkeiten  Drucke  bewirkt,  ohne 
■i  sie  aber  die  Fundaraentaleigenschaften  der  Flüssigkeiten  ändert.  Wenn 
lu  deshalb  einen  äussern  Druck  auf  die  Flüssigkeiten  wirken  ISsst,  so  sind 
ie  sogleich  der  Wirkung  dieser  äussern  Kraft  und  der  Schwere  unterworfen, 
yir  werden  deshalb  ihr  Verhalten  nach  den  vorigen  Gesetzen  der  Fort- 
g  des  Druckes  Im  Innern  der  Flüssigkeit  leicht  ableiten  können.  Die 
I  wirkt  als  ein  verticaler  Druck,  wir  können  uns  daher  zunächst, 
m  die  Betrachtung  zu  vereinfachen,  ein  mit  Flüssigkeit  ohne  Schwere  gefülltes 
i^ta  denken,  auf  welche  ein  horizontaler  Kolben  AB  von  irgend  einer  Aus- 
ohnung,  der  aus  einer  homogenen  Platte  von  gleichmässiger  Dicke  besteht, 
inen  seinem  Gewichte  gleichen  Druck  ausübt;  diese  RUssigkeit  wird  sich  ähn- 
A  verhalten,  wie  eine,  welche  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen  ist. 

Jener  Kolben  wird  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auf  jede  Fläche 
■  Innern  oder  an  der  Grenze  der  Flüssigkeiten,  welche  ihm  der  Grösse  nach 
^tich  ist,  einen  seinem  Gewichte  gleichen  Druck 
■Mben;  auf  eine  Fläche,  welche  nur  die  halbe 
littosc  hat,  auch  nur  einen  halb  so  grossen  Druck. 
Ke  Fläche  BC  (Fig.  68)  wird  daher  nur  einen  Druck 
rfobren  gleich  der  Hälfte  des  Kolbens  GE.  Ueber- 
upt  eine  Fläche  BF  von  irgend  einer  Grösse  wird 
inen  Druck  eines  gleich  grossen  Stückes  des  Kol- 
«u  GH  erfahren;  jedes  Flächenstück,  sei  es  im  "       '' 

tmen  der  Fltlesigkeit,  sei  es  au  der  Wand,  wird  sich  deshalb  gerade  so  ver- 
alten, all  drücke  auf  dasselbe  ein  gleich  grosses  Stück  des  Kolbens. 


WBK^mJ^- 
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Oberfläche  der  Flüssigkeiten. 


{.6&. 


Fig.  tVJ. 


Die  Grösse  des  Kolbens  ist  dabei  ganz  ohne  Einfluss;  bfttte  er  mt 
Grösse  1,  10,  100  ..  so  würde  auch  sein  Gewicht  P,  10  P,  100  P  aoa, 
und  jedes  der  Einheit  an  Grösse  gleiche  Flächenstück  würde  einen  Dmck  P 
erhalten. 

Es  würde  demnach  der  von  einem  solchen  Kolben  ausgeübte  Dmck  1)  in 
Innern  der  Flüssigkeit  überall  coustant  sein;  2)  unabhängig  sein  Ton  to 
Bichtung  der  Fläche,  denn  eine  Fläche  th  z.  B.  (Fig.  68)  hätte  denselboi 
Druck  auszuhalten ,  wie  das  ihr  an  Grösse  gleiche  Flächenstück  BF  des  Bo* 
dens;  3)  auf  jedes  Element  im  Innern  der  Flüssigkeit  nach  entgegengesetitei 
Richtungen  gleich  und  entgegengesetzt  sein;  4)  auf  jedes  Flächenstfick  so 
gross  sein,  als  wenn  das  Gewicht  eines  ihm  an  Ausdehnung  gleichen  Stfletoi, 
des  Kolbens  darauf  läge;  und  5)  unabhängig  sein  von  der  Ausdehnung  dN 
Kolbens. 

Betrachten  wir  nun  die  Flüssigkeit  als  der  Schwere  unterworfen,  so  ivnij 
bei  der  verticalon  Richtung  des  Druckes  zunächst  die  Oberfläche  der  FlfiBSJ^j 

keit  sich  horizontal  stellen  müssen,   denn  wäre 
nicht  der  Fall,  so  würde  z.  B.  ein  Theilchen  P  in 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  (Fig.  69)  von  der  Schi 
vertical  nach  unten  gezogen.     Den  aus  seinem 
wichte    hervorgehenden  Druck   können   wir  nim 
zwei  Componenten   zerlegen,    deren  eine  zur  Ol 
fläche   der  Flüssigkeit  senkrecht,    deren   andere 
parallel  wäre.     Der  ersteren  wirkt  nach  3)  ein 
eher  und  entgegengesetzter  Druck  entgegen,  sie  wird  also  im  Gleicl 
gehalten;   der  zweiten  jedoch  nicht,    sie  wird  deshalb  bewirken,   dass 
I^lüssigkeitstheilchen  längs  der  Oberfläche  hinabgleitet.    Die  Flüssigkeit 
deshalb  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  diese  letzte  Componente 
Null  ist,  d.  h.  wenn  die  Oberfläche  der  Füssigkeit  horizontal  ist.    Der 
such  bestätigt  das,   denn  stets,   wenn  eine  Flüssigkeit  in  einem  Oreftoeil 
Ruhe  ist,  stellt  sich  ihre  Oberfläche  horizontal. 

Wir  können  diesen  Schluss  nun  noch  dahin  verallgemeinem,  dass 
wenn  irgend  unter  einem  Drucke  sich  eine  freie ,     d.  h.  nicht  von  Wi 
begrenzte  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  bildet,    der  Druck  im  Zustande 
(ileichgewichts  gegen  die  Grenzfläche  normal  wirken  muss. 

Denken  wir  uns  nun  unsere  Flüssigkeit  in  horizontale ,  unendlich 
Schichten  MN  (Fig.  70)  zerlegt,    so  werden  diese  Schichten  auf  die 

liegenden  einen  Druck  ausüben,  und  von  den 
ihnen  liegenden  selbst  einen  Druck  erfahren.  Ol 
wir  nun  annehmen,  dass  die  einzelnen  SchidiftKi 
MX  von  sehr  kleiner  Dicke  sind,  so  k&men  vir 
in  ihnen  den  Druck  als  überall  constant  vonfli' 
setzen,  odor  was  dasselbe  ist,  dass  die  flftsaf* 
keit  in  ihr  solbst  ohne  Gewicht  ist,  und  das«  i** 


Fig.  70. 


§.«6. 


HjdrostatiBches  Paradozon. 


225 


&nr  den  Druck  der  über  ihr  lagernden  Flüssigkeit  anszuhalten  habe.  Wir 
U)en  somit  jede  Flüssigkeitsschicht  in  denselben  VerhtQtnissen  wie  vorher, 
vo  wir  annabnien,  die  Flüssigkeit  selbst  sei  gewichtslos  und  ein  auf  ihr  lasten- 
der Kolben  von  constanter  Dicke  übe  auf  dieselbe  einen  Druck  aus.  Hier  ist 
fo  Kolben  das  Oewicht  der  über  der  Schicht  MN  lagernden  Flüssigkeitssäule, 
ille  die  Schlüsse,  die  wir  vorher  zogen,  haben  daher  auch  hier  ihre  Gültig- 
bit, wir  haben  sie  nur  zu  entwickeln. 

§.  66. 

Hsrdrofltatiflohes  Paradoxon.  Die  erste  Folgerung  ist  die,  dass  jeder 
^onkt  einer  Schicht  im  Innern  der  Flüssigkeit  den  gleichen  Druck  erfS&hrt, 
lass  der  Druck  auf  ein  Flftchenstück  qq'  der  Schicht  mn  einfach  gleich  ist  dem 
)nicke  der  über  ihm  lastenden  Flüssigkeit,  also  dem  Drucke  eines  Flüssig- 
reitscylinders,  der  die  Fläche  qq'  zur  Basis  und  die  Höhe  der  FltLssigkeit  |>g 
inrHdhe  hat.  Aus  diesem  Satze  geht  ein  merkwürdiger,  unter  dem  Namen 
Ist  hydrostatischen  Paradoxons  bekannter  Satz  hervor.  Da ,  wie  wir  sahen, 
isr  Druck  eines  Kolbens  auf  ein  Stück  der  Fläche  MN  sich  durchaus  nicht 
■it  der  Grösse  des  Kolbens  ändert  und  wir  hier  den  Kolben  durch  die  über 
KIT  befindlichen  Flüssigkeitsschichten  ersetzt  haben,  so  folgt,  dass  die  Grösse 
les  Druckes,  den  qq'  erföhrt,  durchaus  nicht  abhängig  ist  von  der  Ausdeh- 
CBiig  der  Flüssigkeitssäule ,  sondern  nur  von  ihrer  Höhe.  Ob  sich  demnach 
iia  OeflKss  nach  oben  hin  verbreitert  oder  schmäler  wird,  ob  es  senkrechte 
finde  besitzt  oder  geneigte,  oder  ob  es  irgend  eine  Form  hat,  der  Druck  auf 
bs  Flftchenstück  bleibt  constant,  wenn  nur  die  Höhe  der  Flüssigkeit  con- 
taitt  bleibt.  Demnach 

It  in    Kg.  71    der  ^^'  '^* 

hraek,  den  der  in  al- 
sn  Gefässen  gleiche 
loden  AB  von  den  in 
im  Gefissen  enthal- 
inen  Flüssigkeiten, 
rdche  dieGkfItese  bis 

■r  gleichen  Höhe  h  anfüllen,  erfährt,  überall  derselbe  und  zwar  gleich  dem 
irocke  einer  cjlinderförmigen  Flüssigkeitssäule  von  der  Höhe  h  und  der 
kundfläche  AB. 

Man  kann  diesen  Satz  sehr  leicht  durch  den  Apparat  von  Haldat  nach- 
rasen, der  uns  dann  zugleich  den  Beweis  liefert,  dass  in  jedem. Flächenstücke 
HOL  gleicher  Grösse  in  der  Bodenschicht  einer  Flüssigkeitssäule  der  Druck 
lenelbe  ist,  und  zwar  der  einer  cylindrischen  Flüssigkeitssäule,  welche  als 
Bing  dieses  Flächenstück  besitzt  und  als  Höhe  die  Höhe  der  Flüssigkeit. 

Auf  einen  hohlen  metallischen  Cjlinder  A  (Fig.  72)  können  Gefässe  ver- 
■lUedener  Form  Q,  Qf^  (^'  wasserdicht  aufgeschraubt  werden.  Die  G^fässe 
''■Bd  imten  offen,  in  dem  Cjlinder  A  befindet  sich  aber  eine  Platte,  auf  wel- 

WOLuns,  Phjiik  L    2.  Aufl.  1^5 


Auftrieb. 
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eher  die  Messingfossungon  der  GcifU.sse  unten  aufgepüBSt  sind.  Den  Bodm 
der  Oeflissc  bildet  dann  ein  in  diese  Flattu  genau  eingeschliffenes  bminin 
Ventil  k,  welches  sich  von  unten  nach  eben  Offnen  kann.    Wenn  nun  in  da 

GefS&s  Q  FiBssig- 
^'8-  "■  keit  bis  lu  räf 

bestinunten  Uaiki 
eingefüllt  ist,  M 
wird    das   Torii 
dnrcb  das  Gewütt 
derFlOasigkeitfat 
in  die  Platt«! 
drOckt  and  w 
dicht  geschloian. 
Das    Ventil    1 
dann  ge5£iet 
den  durch  einen» 
dem  gleichannigei 
Hobel  H  befestigten  Stift  i» 
der  das  Ventil  berfihrL  ViiÄ 
in  die  Wagscbale  ein  0^ 
wicht  p  gelegt,    SO  tnU 
der  Stift  das  Ventil  nüt 

dem  Gewichte  p  ^ 
chen  Drucke  in  die  BSk; 
ist  nun  dieser  Druck  etm 
grüsser  als  der  von  oben  noch  unten  gerichtete  Druck  der  Flüssigkeit  anf  da 
Ventil,  so  Sfinet  sich  dasselbe  imd  die  Flüssigkeit  fiiesst  in  das  den  l 
Cylinder  Ä  umgebende  Oe^s. 

Es  bedarf  nun,  welches  der  Gei^sse  Q,  Q',  Q"  man  auch  anwendet,  sttti 
desselben  Gewichtes  p,  um  das  Ventil  zu  heben ,  wenn  man  nur  in  allen  drcda 
dieselbe  Flüssigkeit  bis  zu  der  in  gleicher  HQhe  Über  dem  Boden  befiadUelM 
Marke  einfallt;  ein  Beweis,  dass  bei  gleicher  Bodenflfiehe  und  gleicher  HAi 
der  FlüssigkeitssSTiIe  der  Druck  auf  den  Boden  immer  derselbe  ist,  dass« 
nicht  abhängt  von  der  Form  des  GefHsses  oder  der  Ansdelmang  der  ntlssi^tiL 

§.  67. 

Auftrieb.  Aus  unserer  Betrachtung  folgt  ferner,  dass  auf  jedes  Filebtt- 
stUck  im  Innem  der  Flüssigkeit  gleiche  und  entgegengesetEte  Drucke  wii^ 
Da  nun  nach  unserem  vorigen  Paragraph  auf  eine  am  Boden  oder  im  loim 
befindliche  Fläche  ein  abwärts  gerichteter  Druck  vorhanden  ist,  so  moss  ^ 
auch  ein  demselben  gleicher  Druck  nach  oben  gerichtet  sein.  Es  Usat  vi 
das  leicht  durch  den  Versuch  nachweisen.     Wenn  man  ntoiliob  gt^en  *• 


la 
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mtere  gnt  abgeschliffene  Ende  einer  GlusrChre  (Fig.  73)  eine  MeBsingplatte 
oittels  eines  dorch  die  BShre  bind nrcligeb enden  Fadens  fest  anlegt,  und  dann 
ScMS  Bohr  mit  der  Platte  nach  unten  in  ein  mit  Was-  pig.  73. 

er  gefUttea  Gefitss  taacbt,  BO  sieht  man,  daas  die 
Ute  fest  an  das  Glas  gedruckt  wird ,  es  dringt  keine 
lOngkeit  in  die  Bfihre,  nnd  die  Platte  mit  nicht 
inab,  wenn  man  den  Faden  toslSast;  ein  Beweis, 
MS  im  Innern  der  FlOssigkeit  ein  von  nnten  nach 
ben  gerichteter  Dmck  vorbanden  ist.  Man  kann  die- 
m  Dmck  durch  einen  gleichen  in  en%^engesetzter 
iditnng  angebrachten  messen,  indem  man  in  dieBßfare 
>  lange  Wasser  acbfittet,  bis  die  Platte  herabßült. 
*S  geschieht ,  wenn  die  Flüssigkeit  in  der  Bßfare  fast 
man  die  HGfae  bat,  welche  die  Flüssigkeit  im  Gefässe  hat,  um  s 
leichter  die  Platte  ist. 


)  genauer. 


Seltendrook.  £8  mnss  femer  der  Dmck  im  Innern  oder  an  den  Wänden 
*  FlOssigkeit  nach  allen  Sichtungen  derselbe  sein.  Darnach  muss  also  ein 
ttchenstQck  der  Seitenwand,  sei  sie  vertical  oder  geneigt,  einen  Druck 
rühren,  der  demjenigen  gleich  ist,  den  ein  gleich  grosses  horizontales 
llcbenstflck ,  Ober  dem  eine  gleich  höbe  FlflsaigkeitssUule  steht,  auszuhalten 
lt.  Diesem  Drucke  hält  der  durch  die  Festigkeit  der  Wund  bewirkte  Gegen- 
nck  das  Gleichgewicht.  Man  kann  dieses  durch  den  Versuch  leicht  bewei- 
<&,  indem  maq  an  der  einen  Seitenwand  den  Gegendruck  durch  eine  Durch- 
ihmng  derselben  fortnimmt.  Dann  tritt  nicht  nur  eine  dem  innem  Drucke 
dgende  Bewegung  der  Flüssigkeit  ein,  sondern  wenn  das  Gefäss  wie  in  Fig.  74 

Flg.  75. 


■aweglicb  aufgestellt  ist,  tritt  eine  dem  noch  Übrigen  Seitendmck  folgende 
Inr^gnog  des  ganzen  Gef&ses  ein.  Man  stellt  auf  einen  hinlänglich  starken 
fckwimmer  Ton  Kork  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefttss,  das  an  einer  Stelle  sei- 
HrSateuwand  eine  verschliesshare  Oefinnng  hat    Ist  die  Oefinung  geschlos- 

\5' 


Communicirentle  Kehren. 


I.a 


sen,  so  drückt  das  Wasser  gegen  A  ebenso  stark  wie  gegen  Ä'.  Wird  itn 
nun  die  AusflussCfinung  bei  A  geSfiiiet,  so  kann  das  Wasser  an  dieser  SUk 
dem  Drucke  folgen  und  ausfliessen,  an  der  gegenüberliegenden  Seite  bäJ' 
dauert  aber  der  Druck  auf  die  Waudfläche  ungeändert  fort  und  diesem  Drub 
folgend  bewegt  sich  der  Schwimmer  mit  dem  Geisse  in  der  Bichtung  AÄ. 

Die  sogenannten  Keactionsrfider  beruhen  auf  diesem  Satze.  Sie  bestete 
(Fig.  75)  aus  einer  weitem,  mit  Wasser  gefüllten  Röhre  A,  welche  um  öh 
mit  ihrer  Axe  zusammenfallende  verticole  Äxe  sich  drehen  kann.  Ai 
untern  Ende  der  Röhre  befinden  sich  zwei  oder  mehrere  horizontale  Andui- 
röhren,  welche  in  demselben  Sinne  gekrümmt  sind.  Beim  Ausfliessen  d» 
Wassers  aus  den  Oefiiiungen  dieser  Röhren  treibt  der  gegen  die  den  Aosfln» 
Sfhnngen  gegenüberliegenden  Wfinde  gerichtete  Druck  das  Bad  hemm. 

§■  69. 

Commimicirende  Bohren.  Unsere  Ausführungen  aber  das  Gleid- 
gewicht  der  Flüssigkeiten  waren  durchaus  unabt^ngig  von  der  Gestalt  d> 
QcfSsse,  in  denen  die  Flüssigkeit  enthalten  ist.  Sie  haben  daher  auch  OfllÜf 
keit,  wenn  wir  dieselbe  in  zwei  GeJSsse  vertheilen  und  diese  GefHsse  so 
eine  Röhre  mit  einander  verbinden ,  dass  die  Flüssigkeit  in  beiden  ^äc^ 
^m  nur  eine  Masse  bildet.  Mau  nennt  solche  Gefllsse,  weil  sie  meist  ii 
Röhrenform  angewandt  werden,  commonicirende  Bohren.  Wenn  demmd 
in  beiden  Röhren  AB,  CD  (Fig.  76)  dieselbe  Flüssigkeit  enthalten  ist,  N 


mnss,  da  die  Gefösse  coramuniciren,  die  Flüssigkeiten  also  eine  Hasse  bildi% 
die  Uberflficfac  derselben  horizontal,  oder  in  beiden  Bohren  genau  von  gleid' 
Höhe  sein,  wenn  nicht  auf  eine  derselben  etwa  noch  ein  besonderer  Sosw* 
Druck  geübt  wird. 

Enthält  jedoch  die  eine  Röhre ,  z.  B.  AS,  eine  andere  Flüssigkeit  tob  d* 
Dichtigkeit  d",  während  die  Dichtigkeit  in  der  Flüssigkeit  in  der  Böhn  CD 
die  Dichtigkeit  d  hat,  so  mUssen  die  Oberflächen  vei-schiedene  Höhen  hib» 
Sei  z.  B.  in  AB  (Fig.  77}  zuerst  Quecksilber  gegossen  und  dann  in  die  BBl« 
CßE  Wasser,  so  muss  das  Wasser  höher  stehen  als  das  Quecksilber  und  nrtf 
soviel  mal  höher,  als  es  leichter  ist  wie  letzteres. 

Denken  wir  uns  eine  Scheidewand  in  mn  und  in  derselben  ein  EleoHlli 
desscnGrösse  wir  mite  bezeichnen  wollen.  YonS  erhält  dasselbe  einen  Dw'^ 
der  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  QuecksilbersBnle  von  der  Baste  o  md  if 
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9dhe  IT,  die  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstände ,  der  durch  o  gelegten  Hori- 

oatalebene,  von  der  durch  ^gelegten  Ebene,  also  gleich  o,H\d\  wenn  wir 

oitef  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bezeichnen.    Von  der  andern  Seite  her 

rliüt  das  Flächenelement  o  einen  Druck  zunächst  von  einer  Quecksilbersäule 

on  der  Höhe  h^  welche  vom  Niveau  des  Flächenstttckes  o  bis  CD  reicht,  und  von 

aer  Wassersäule  von  ebenderselben  Basis  und  der  Höhe  CE.  Nennen  wir  nun 

6  Dichtigkeit  des  Wassers  d  und  die  Höhe  CE,  II,  so  ist  der  Druck,  den' 

\B  Flächenstück  von  dieser  Seite  her  erfährt,  gleich  o  h  d^  '\'  o  H  d.    Im 

(Stande  dos  Gleichgewichtes  müssen  diese  Drucke  gleich  sein  oder  es  muss 

oH'd:  =  öÄ^r  +  oHd, 
er 

{H'  —  Ä)  (T  =  Ud, 

onen  wir  nun  die  Differenz 

IV  —  h  =  NB  =  U'\ 

muss 

H  _d: 

H"~  d' 
sr  die  beiden  Höhen  H"  und  H  der  Flüssigkeiten  über  ihrer  Trcnnungs- 
ihe  müssen  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Dichtigkeiten  der  beiden 
Issigkeiten. 

In  Fig.  76  hält,  wie  wir  sehen,  die  kleine  Wassermasse  in  der  Bohre  CD 
*  grossen  Wassermenge  in  AB  das  Gleichgewicht.  Würde  daher  die  Wasser- 
sse AB  fortgenommen  und  anstatt  deren  ein  Kolben  bei  B  auf  die  dann 
stehende  Flüssigkeitsoberfläche  gelegt,  so  müsste  dieser  ein  der  Wasser- 
le  AB  gleiches  Gewicht  haben,  um  den  in  der  Fläche  B  nach  oben  gerieh- 
en Druck  zu  equilibriren.  Das  Gewicht  dieses  Kolbens  zu  dem  Gewichte 
'  Flüssigkeit  in  CD  verhält  sich,  wie  die  Querschnitte  der  Bohren,  da  sich 
das  Gewicht  der  Flüssigkeitssäule  AB  zu  dem  der  ihr  das  Gleichgewicht 
tenden  Flüssigkeitssäule  CD  verhält.  Wenn  wir  nun  auf  die  Flüssigkeit 
der  engen  Bohre  einen  Druck  jp  ausüben,  so  müssen  wir,  wenn  der  Kolben 
der  weiten  Bohre  diesem  Drucke  das  Gleichgewicht  halten  soll,  diesen  mit 
em  Gewichte  P  belasten,  welches  ebensoviel  mal  grösser  ist  wie  |),  als 
r  Querschnitt  von  AB  grösser  ist,  ^  der  von  CD, 

In  Bramah's  hydraulischer  Presse  (Fig.  78)  ist  dieser  Umstand  benutzt, 
i  mit  kleinen  Kräften  grosse  mechanische  Effecte  zu  erzielen.  Dieselbe  be- 
bt im  Wesentlichen  aus  einer  kleinen  Druckpumpe  AB,  durch  welche  man 
BBser  durch  die  Bohre  EF  in  die  weite,  durch  EF  mit  AB  communici- 
ide  Bohre  C  pumpt.  In  diese  passt  wasserdicht  der  Kolben  CD.  Das  in 
\  Bohre  C  gepumpte  Wasser  hebt  nun  den  Kolben,  der  die  zu  comprimi- 
iden  Gegenstände  gegen  einen  festen  Widerhalt  drückt.  Man  kann  mit 
lem  Drucke  von  1  Kilogramm  einem  Gewichte  von  1000  Kilogrammen, 
nn  der  Querschnitt  der  Bohre  C  zu  dem  der  Pumpenröhre  AB  im  Ver- 
ikiiss  von  1000  :  1  steht,  das  Gleichgewicht  halten.  Dadurch  wird  zugleich 
ser  Sats  bewiesen,  den  wir  anfänglich  ableiteten,  dass  bei  einem  äussern 
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§.70. 


Drucke  auf  die  Flüssigkeit  eines  Gefässes  der  Druck  auf  irgend  ein  Flidui 
stück  der  Wandfiäche  der  Grösse  desselben  proportional  sei. 


Fig.  78. 


Bemerken  wollen  wir  hier ,  dass  bei  diesen  äusserst  grossen  Wirl 
mit  kleinen  Kräften   doch  auch  nur  eine  Uebertragung  der  Arbeit, 
Gewinnst  an  solcher  eintritt,   denn  auch  hier  gilt  der  Satz  wieder,  wiB 
Kraft  gewonnen  wird,  geht  an  Zeit  verloren.     Denn  soll  der  Kolben  D 
ein  Centimeter  gehoben  werden,   so  ist  eine  tausendmal  grössere 
des  Kolbens  der  Pumpe  nöthig ,  da  aus  dem  engen  Pumpenrohr  die  Wi 
menge  in  das  weite  Bohr  geschafft  werden  muss.    Auch  hier  besteht  die 
chung,  dass  das  Produkt  der  Kraft  in  den  Weg,  durch  welchen  sie 
hat,   gleich  ist  dem  Produkte  der  Last  in  den  Weg,    um  welchen  sieg!'] 
hoben  ist. 

§.  70. 

Archimedisohes  Prinzip.  Wenn  ein  Körper  in  eine  Flüssigkeit 
taucht  wird,  so  wird  die  Oberfläche  desselben  von  der  Flüssigkeit  rings 
einen  Druck  erfahren ,  welcher  an  alleqj?unkten  senkrecht  gegen  jedes  M 
ment  der  Oberfläche  gerichtet  und  dessen  Grösse  gleich  ist  dem  Gewidite 
Flüssigkeitscylinders ,  dessen  Basis  gleich  ist  dem  Elemente  der  01 
des  Körpers  und  dessen  Höhe  gleich  ist  der  Höhe  der  Flüssigkeit  über 
Elemente.  Wenn  wir  nun  diese  rings  auf  alle  Punkte  der  Eörperoberflllü 
senkrecht  wirkenden  Druckkräfte  in  zwei  auf  einander  senkrechte  CoiDpoiA*| 
ten  zerlegen,  eine  horizontale  und  eine  verticale,  so  ist  klftr,  dass  cnM 
als  von  Flüssigkeitsschichten  herrührend,  welche  gleich  tief  unter  der  G^ 
fläche  der  Flüssigkeit  liegen,  an  den  entgegengesetzten  Seiten  des  KOkpitt 
paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind;  sie  werden  daher  den  KÜrperiV 
mehr  oder  weniger  zusammendrücken ;  anders  jedoch  mit  den  Terticalen  te* 
ponenten.    Auch  diese  werden  zwar  auf  den  nach  oben  den  KOrper  biJgiuiMi 
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den  Elementen  der  Oberfläche  vertical  nach  unten ,  auf  den  untern  nach  oben, 
also  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  sein,  aber  sie  sind  sich  nicht  gleich,  weil 
die  obem  Elemente  den  Druck  einer  woniger  hohen  Flüssigkeitssäule  erfahren, 
als  die  unteren.  Mit  der  Differenz  dieser  Drucke  wird  deshalb  der  Körper  in 
der  Flflssigkeit  nach  oben  getrieben  werden. 

Um  die  Grösse  dieser  Differenz  zu  erhalten,  denken  wir  uns  den  Körper 

durch  eine  Schaar  sehr  naher  verticaler  Ebenen  in  eine  Reihe  sehr  schmaler 

Scheiben  zerlegt,  und  diese  nochmals  durch  eine  Schaar  paralleler,  ebenfalls 

Terticaler,    aber  zu  den  erstem  senkrechter  Ebenen  zerschnitten.     Dadurch 

haben  ¥nr  den  ganzen  Körper  in  ein  Aggregat  elementarer  Prismen  zerlegt 

deren  Endflächen  ebenfalls  sehr  kleine  Flächenstücko  sind ,   die  wir  überdies 

als  einander  gleich  betrachten  können.    Der  Druck  nun,  den  die  obere  End- 

fiSche  dieses  Prisma  vertical  abwärts  erfähi*t,   ist  gleich  dem  Drucke  eines 

Flüssigkeitsprisma,  dessen  Basis  gleich  ist  einem  Flächenelement  und  dessen 

Hfthe  der  senkrechte  Abstand  desselben  von  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ist. 

Auf  die  untere  Endfläche  wirkt  ein  nach  oben  gerichteter  Druck,    dessen 

OrOese  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule  mit  einer  der  Grösse 

des  Elementes  gleichen  Basis  und  mit  einer  Höhe,  gleich  dem  senkrechten  Ab- 

■tande  dieses  Elementes  von  der  Oberfläche.    Die  Differenz  beider  Drucke  ist 

ibo  das  Gewicht  eines  Flüssigkeitsprisma  mit  einer  jenen  beiden  gleichen 

Qnmdfläcbe  und  einer,   der  Differenz  jener  beiden  Abstände  gleichen  Höhe, 

oder  was  dasselbe  ist,  das  Gewicht  eines  jenem  betrachteten  Prisma  an  Grösse 

(Uchen  Prisma.    Es  wird  also  ein  solches  Prisma  mit  einem  Drucke  aufwärts 

Mrieben ,  welcher  dem  Gewichte  einer  ihm  an  Grösse  gleichen  Flüssigkcits- 

^"^^B  gleich  ist.    Was  von  dem  einzelnen  Prisma  gilt,  gilt  in  gleicher  Weise 

'vidi  von  allen  zusammen ;  wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultate ,  dass  jeder 

m  eine  Flflssigkeit  getauchte  Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichteten 

^^ck,  einen  Auftrieb,   erfahrt,   der  dem  Gewichte  einer  ihm  an  Volumen 

Sleichen  Flüssigkeitsmenge  gleich  ist. 

Man  spricht  diesen  Satz  auch  wohl  so  aus:  Jeder  in  eine  Flüssigkeit 
Botanchte  Körper  verliert  ein  Gewicht,  welches  gleich  ist  dem  Gewichte  der 
Mi8  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit. 

Es  Iftsst  sich  dieser  Satz  noch  auf  eine  andere  Weise  ableiten.  Denken 
tir  nns  im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  irgendwie  begrenzte  Menge  von  der 
angebenden  Flüssigkeit  isolirt,  so  wird  diese  von  der  umgebenden  Flüssig- 
st im  Znstande  des  Gleichgewichtes  vollkommen  getragen,  ihrer  Schwere 
rird  dnrdi  den  Druck  im  Innern  der  Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  gehalten. 
Ib  nun  aber  dieser  Druck  ganz  unabhängig  ist  von  der  Natur  und  Bogren- 
\mg  des  eingetauchten  Körpers,  so  ist  klar,  dass,  wenn  wir  anstatt  dieser 
Iflsaigkeitsmenge  einen  andern  Körper  eintauchen,  der  der  Verdrängten  Flüs- 
gkeitamengo  gleiche  Theil  seines  Gewichtes  von  der  Flüssigkeit  getragen 
irdy  oder  was  dasselbe  ist^  dass  er  einen  so  grossen  Theil  seines  Gewichtes 
srliert 
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um  diesen  Satz,  welcher  nach  seinem  Entdecker  Archünedes  das  AnU- 
modische  Prinzip  genannt  wird,  experimentell  zn  beweisen,  hängt  nunimta 
eine  mit  einem  Haken  versehene  Wagschale  (Fig.  79)  einen  hcriilen  Si^ifs- 
cylinder  C  und  unter  diesen  einen  mii- 
siven  Knpfercylinder  K,  der  gentoii 
den  Cylinder  C  hineinpasst.  Nachdn 
man  nun  mittels  auf  die  andere  Wig- 
schale  gelegter  Gewichte  die  Wage  m 
Gleichgewicht  gehracht  hat, 
den  msesiven  Eupfercylinder  in  ein  oä 
Wasser  gefälltes  Gel2ss  hinah,  lud« 
man  mittels  des  Zahngetriebes  im  Stl» 
der  der  Wage  den  Wagbalken  herabltaiL 
Sowie  der  Eupfercylinder  einzutuiclw 
beginnt,  ist  das  vorhin  hergestdUi 
Gleichgewicht  gestiirt,  die  mitdraO» 
Wichten  belastete  Schale  sinkt 
Es  folgt  daraus,  dass  der 
KOrper  an  Gewicht  verliert,  dtn  ir 
einen  Auftrieb  erßthrt.  Dbbb  dsnelii 
nun  genau  gleich  ist  dem  Gewichte  iK 
verdrängten  Flüssigkeit,  folgt  dana^ 
dass  wir  den  hohlen  Knpfercylinder  ganz  mit  Wasser  anfallen  mOssen, 
das  Gleichgewicht  herzustellen,  wenn  der  Knpfercylinder  ganz  in  daa  Wi 
getaucht  ist. 

Wenn  wir  umgekehrt  wie  in  Fig.  80  das  mit  Wasser  gelUllte  GeßsaW 
die  Wagschale  stellen,  es  durch  Gewichte  balanciren  und  nun  unseren 

einem  festen  Gestell  aufgehängtes  Ka^ta- 
^'f-  ^'  cylinder  in  das  Gelfiss  herablassen,  so 

das  Gleichgewicht  wieder  gestört ;  die  ai 
dem  Ge^s  belastete  Wagechale  sinkt  hen^ 
sie  ist  also  schwerer  geworden,  und  iwii| 
wie  sich  leicht  nachweisen  ISsst ,  gerade  n 
so  viel  schwerer,  als  der  eingetauchte 
per  leichter  wird.  Nehmen  vrir 
Wasser  aus  dem  OefKsse  fort  und  flUlen  • 
in  den  hohlen  Kupfercylinder  C  ein,  w 
ist  das  Gleichgewicht  nieder  bergesiellk 
sobald  wir  den  Cylinder  C  voUgeacbS^ 
haben. 

Diese  Thatssche  erklärt  sich  sofort  W 
dem  Prinzip  der  Action  und  Beaction: 
es   ist  klar,   dass  wenn  der  eingetaadk 
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Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichteten  Druck  erfährt,  das  Wasser 
entgegen  einen  ebenso  grossen  Druck  von  oben  nach  unten  erfahren  muss. 
Man  kann  diesen  Versuch  aber  auch  auf  folgende  Art  erklären.  Wir  sahen, 
die  Flüssigkeit  trägt  einen  eingetauchten  Körper  gerade  so  weit,  als  wenn  ein 
^eich  grosses  Volumen  Flüssigkeit  in  ihr  Inneres  gebracht  wäre.  Das  Ein- 
tandien  des  Körpers  bewirkt  also  ganz  dasselbe ,  als  wenn  wir  die  Flüssigkeit 
um  eine  dem  Körper  an  Volumen  gleiche  Menge  vermehrt  hätten,  es  muss 
«eh  daher  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  um  das  diesem  Volumen  gleiche  Qo- 
Vicht  vergrössem. 

\  Da  nun  ein  eingetauchter  Körper  zwei  Gruppen  von  Parallelkräften ,  oder 
jjbn  an  seinem  Schwerpunkte  angreifenden  Besultirenden  unterworfen  ist, 
wdehe  sich  gerade  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  dass  er,  wenn  er  frei  ist, 
«hreder  der  einen  oder  der  andern  Krafb  folgen,  aufsteigen  oder  niedersinken 
kvm.  Sei  v  das  Volumen  des  Körpers,  d  seine  Dichtigkeit,  d'  die  der  Flüs- 
n^t,  so  ist  t^  das  Gewicht  des  Körpers,  vcT  das  Gewicht  der  verdrängten 
Rflttigkeit,  also  die  Kraft,  welche  ihn  in  die  Höhe  treibt;  v  {d  —  cf)  die 
Bemltante  aus  beiden.  Ist  nun  (2  >  cf,  so  fällt  der  Körper,  ist  d  =  ^j  so 
fiBft  er  nicht  und  steigt  nicht,  er  ist  im  Gleichgewicht,  ist  aber  endlich  e2  <  ef, 
>o  folgt  der  Körper  dem  Auftrieb,  er  steigt  in  der  Flüssigkeit  auf. 

§.  71. 

Sohwünmende  Körper.  Wenn  der  eingetauchte  Körper  mit  der  Flüssig- 
keit die  gleiche  Dichtigkeit  besitzt,  so  ist  er,  wie  wir  sahen,  im  Innern  der 
FlQflsigkeit  im  Gleichgewicht.  Man  kann  dieses  leicht  durch  den  Versuch  zei- 
gen. Ein  £i  ist  dichter  als  Wadser,  weniger  dicht  als  eine  gesättigte  Kochsalz- 
Ueong;  in  ersterem  sinkt  es  unter,  in  letztere  taucht  es  nur  zum  Theil  ein; 
^  einer  passenden  Mischung  beider  ist  es  an  allen  Stellen  im  Gleichgewicht. 
Aehnliches  zeigt  ein  Gemisch  aus  1  Theil  Zinnober  und  225  Theilen  weissem 
^achs;  in  Wasser  getaucht,  ist  es  an  allen  Stellen  im  Gleichgewicht. 
I^ieaelbe  zeigen  Oeltropfen  in  einem  passenden  Gemische  von  Wasser  und 
AlkohoL 

Ist  die  Dichtigkeit  des  eingetauchten  Körpers  kleiner  als  die  der  Flüssig- 
Wit,  so  steigt  er  in  derselben  auf;  ist  er  vollständig  untergetaucht,  so  treibt 
flin  die  Kraft  v  {d  —  cT)  in  die  Höhe,  er  steigt  deshalb  mit  beschleunigter 
Oeichwindigkeit;  jedoch  nur  so  lange,  bis  ein  Theil  des  Körpers  aus  der 
flfissigkeit  hervorragt.  Von  dem  Augenblick  an  vermindert  sich  das  Volumen 
der  aus  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit  und  damit  der  Auftrieb.  Ist  das 
eingetauchte  Volum  nur  mehr  v\  so  ist  der  Auftrieb  v  cf. 

Da  nun  das  Gewicht  des  Körpers  vd  dasselbe  bleibt,  so  wird  in  einem 
bestimmten  Zeitpunkt  vd  =  v  cT,  Auftrieb  und  Schwere  halten  sich  das  Gleich- 
gewicht. Wegen  der  bei  der  aufsteigenden  Bewegung  erhaltenen  Geschwindig- 
keit wird  jedoch  der  Körper  über  diese  Lage  emporsteigen,  dann  wieder,  weil 
rd>  V  d^  wird,  herabfallen  und  so  erst  nach  einigen  Oscillationen  zur  Bube 


IM 


Metaccntrum. 
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kommen.  Kerft-r,  welche  leicbtcr  sind  als  die  FlOsaigküt,  in  weldie  doot 
getaucht  tind,  sind  abo  im  Gleichgewicht,  wenn  sie  sum  Theil  ondintii 
weit  eingelaacfat  sind,  dass  das  aus  der  Stelle  gedringte  Wasser  ihn 
wichte  gleich  ist 

Die  Korper  kCnnes  dann  zwar  keine  fortschreitende  wohl  aber  noehiöi 
ilrehende  Bewegung  machen.  Soll  auch  diese  nicht  stattfinden,  so  ] 
die  beiden  auf  den  KQrper  einwirkenden  ErSfte  sich  anch  gerade  entggg» 
gesetzt  sein.  Das  Gewicht  des  Körpers  greift  an  seinem  Schwerpunkte  an,  It 
.Yaftricb  am  Schwerpunkte  des  aus  der  Stelle  gedrängten  Wassers.  Es  i 
demnach  dicso  beiden  Punkte  in  einer  Verticalebene  liegeji ,  wenn  der  KCips 
im  Gleichgewicht  sein  soll.  Eine  schwimmende  homogene  Kugel  ist  demaä 
in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht,  ein  Ellipsoid,  wenn  eine  seiner  Axen  itA 
cal  ist,  ein  Parallclepiped ,  wenn  ücinc  Kanten  vertical  nnd. 

unter  diesen  Bedingungen  brancht  aber  das  Gleichgewicht  noch 
hilabilcs  zu  sein,  damit  das  der  Fall  iät,  d.  h.  damit  der  Körper  bei  kl 
Vorändenmgcn  seiner  Lage  immer  wieder  in  seine  frühere  Stellung  inrSA 
kehre,  dazu  muss  noch  eine  dritte  Bedingung  crftlUt  sein.  Es  muas  nlnä 
dos  Metacentniin  des  schwimmenden  Körpers  Ober  dem  Scbwcipunkte 
indem  dann  die  auf  den  schwimmenden  KSrpcr  wirkenden  BJSfte  inun 
Schwankungen,  denselben  in  seine  frühere  Lage  zurückdrehen,  um  dielt 
doutung  dieses  Punktes  zu  erkennen,  sei  in  Fig.  81  der  schwimmende  K* 
per  8  aus  seiner  Lage  gebracht,  so  doss  die  frühere  Verticole  PG,  wetdl 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körj^crs  und  den  Mittelpunkt  des  Auftrieb)! 
geht,  die  Lage  P'  G'  erhalten  habe. 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  dann  in  G',  der  Mittelpunkt 
Auftriebs  ist  dann  aber  nicht  mehr  P'  sondern  P",  weil  dio  GfistaU  dei  n 
getauchten  Körpers  sich  gdndeitU 
Bei  P"  greift  nun  der  Anftrieli  m 
von  unten  nach  oben  gerichtet,  hat 
die  Schwere,  Ton  oben  nach 
Beide  Krfiftc  suchen  also  dem  EBipt 
eine  Drehung  zu  geben,  weide 
von  seiner  frühem  Lage  entfall' 
er  kehrt  also  nicht  dahin  lurfid,  ■ 
war  im  labilen  Gleichgewicbi 
Verticallinio ,  die  wir  durch  P"^ 
gen ,  schneidet  die  Linie  P'G', 
che  durch  die  beiden  Schwerpodh 
in  der  ersten  Lage  ging,  in  doi 
unterhalb  G'  liegendes  Punkt«  3t 
Dieser  Funkt  heisst  daa  UetMontn^ 
Wfire  dagegen  die  Lage  das  ^ 
pors  dio  in  Fig.  82  nnd  liegt  iMk 
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dar  Drehimg  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs  in  P",  so  ist  das  Metacentrum  M 
Hb«  dem  Schwerpunkte  G,  beide  Kr&fte  bringen  an  dem  KOrper  eine  Drohung 
berror,  welche  ihn  seiner  frühem  Lage  nSbertj  der  Körper  Bchwimmt  im  sU- 
bileii  Gleichgewicht.  Die  durch  P"  gelegte  Verticale  schneidet  die  Linie  ff'P' 
rai  BO  leichter  oberhalb  (7,  das  Metacentrum  liegt  um  so  eher  tlber  dem  Schwer- 
punkt, je  tiefer  dieser  liegt.  Es  ist  daher  fUr  einen  KOrper,  der  im  stabilen 
ffleidigewicht  schwimmen  soll,  z.  B.  fUr  Schiffe,  das  Beste,  wenn  ihr  Schwor- 
pmkt  mSglicbst  tief  liegt. 

§.  72. 

BeBtimmang  des  apeciflacheD  Qewiohtes  fester  Körper.  Wir  sahen 
js  §■  70,  dass,  wenn  die  Dichtigkeit  d  des  eingetauchten  Körpers  grösser  ist 
ib  die  Dichtigkeit  (f  der  Flttasigkeit ,  der  Körper  dann  untersinkt,  dass  er 
ilitt  Boriel  an  Gewicht  verliert,  als  die  Flüssigkeit  wiegt,  welche  er  aus  der 
Sttllg  drltngt.  Wir  haben  nun  in  §.  23  das  specifische  Gewicht  eines  Körpers 
Uiin  definirt,  dass  es  das  Gewicht  der  Volumeinheit  sei,  wobei  als  Einheit 
du  Gewicht  der  Yolumeinheit  Wasser  zu  Grunde  gelegt  wird.  Nennen  wir 
nm  dsis  Volumen  eines  Körpers  V,  sein  specifisches  Gewicht  a,  so  ist  sein 
Owieht  P  =>  V .  s.  Das  Gewicht  eines  gleichen  Volumens  Wasser  ist  dann 
in  der  obigen  Einheit  ausgedrückt  V,  es  ist  demnach 
P        V .»  _ 

Y=      y     —8. 

Kennen. wir  demnach  das  Gewicht  eines  Körpers  und  das  Gewicht  eines 
I    (hieben  Volnmens  Wasser,  ao  ist  der  Quotient  beider   p-  das  specifische  Gc- 

*idit  des  KOrpers.  Da  nun  ein  in  Wasser  unter- 
.  ptuchter  KSrper  gerade  soviel  an  Gewicht  verliert, 
■b  das  Volumen  Wasser  wiegt,  welches  er  aus  der 
»teile  drtngt,  so  haben  wir  hier  ein  vortreffliches 
Uttel,  nm  das  Gewicht  eines  dem  Körper  gleichen 
Tohmiens  Wasser  zu  bestimmen  und  somit  sein  speci- 
liebea  Gewicht  zu  erhalten. 

Dae  einfachste  Verfahren,  um  das  specifische  Ge- 
wicht fester  Körper  zu  bestimmen,  ist  die  Anwendung 
der  fafdroststischen  Wage,  welche  sich  von  der  ge- 
wlHmlichen  Wage  nur  darin  unterscheidet,  dass  die 
eiae  Wagschale  nicht  so  tief  herabhängt  und  in  der 
Hitle  ilii«r  nntom  FlSche  mit  einem  Häkchen  ver- 
•dim  ist.  Man  hUngt  an  dasselbe  (Fig.  83)  mittels 
«ines  sehr  feinen  Drahtes  den  zu  untersuchenden  KSr- 
per, bestimmt  sein  Gewicht  in  der  Luft,  Ifiast  ihn 
dann  in  ein  mit  Wasser  gefälltes  GofBss  hinab  und  be- 
I  Gewicht  nenerdings.  Der  Gewichtsverlaat 


r  D^S 


im  jiiiuu.  tau  (ifwi'.-in  •juin  "■■"  Kür^rer  pi^nJHTi  Vh 
üent  beiö«'  üBt  r^ji'^sitib'jiK  ■.iWi-.'U'.  öei  Eicjie^ 

vva  uivrkin^jti.  Kiufn-aj-  it-, .  rir  lub*.  uicin  diti:  'jeviäi:  < 

dMit  djtJbtrt   dM  1  etrjMsrvUir  4'  '',.  iu>->t.    Wir  verösL  ajAm  bö^.  öh 

eiaLeh  iti.    Hu;  di«  Wj.ijirt';  tiat  hBäfn  1 

da  »udi  dj^w  Wim  £nrE;iit«ii  ä^i  Kü>äefcpta.  Mm  ia  mm  äiERäs  { 
uun,  dat  bC'iiüi  {&.''  'vvri^iüttö.vzi':  TcasfieiUars:  Tsscüeäear  tjatviacl 
wkbl  der  KJÜr}i>T  cVu;  »uf  dk  Ten^xftKnar  des  schmfüz^öcB  Oas.  kI 
rvdu'.iren.  In  d«  Ltir*  t:ii  dw  AnwätliBTiM  dudi  £t  ^ 
die  Miltfl  k»xnMi  Jtmen,  ditt*  B^diikücx 

Eiat:  zw<'ite  kuf  dfajw:]tf<n  Pnoxij- 
dei  eji^dflMiien  G^^kt'Wi  i«  die  A&wendnng  de  NxküscB'scb^  Aiia 
y.^  ^  I>aei>e;~iM;  IxiFlefat  ui=  einem  boUai  nnen  imd  oWn  k 

zu^^'juten  CrliadtT  Tr.n  Me^n^bkdi  A  i.T^.  ^.•. 
d^^r  -SjfjiÄ  des  '.■tein  Keg«:U  sldgt  all  VcrlS^sing  ii 
d«e  CVlinden  eis  feines  Stibdten  B  anf ,  la  desets  i 
Ende  «ine  ■Sehale  C  angebracht  ist,  Mif  vfikhe  na 
auf  «ine  W^^hale  den  zn  unteTsncbatden  KSfper  n 
wiirfat«  legen  kann.  An  dem  SUbdiea  iet  durch  eiaei 
fctricb  eine  feine  Marke  bei  B  angebracht. 

Von  der  Spiue  des  iinteni  Eegeb  hXogt ,  mimb 

gabelfSrmigen  Drahtes  daran  befestigt,  ein  Getridt  D I 

dü!)  nach  oben  hin  eine  horizontale  FlSchc  fast,  auf  I 

man  den  zu  untersuchenden  KSrper  legen  kann.    Di 

daä  Oewicbt  D  der  Schwerpunkt  des  Appaiata  in9g 

lief  liegt,  so  schnlmmt  derBelbe  ao&ecfat  and  twar  ii 

bilca  Gleichgewicht    Dos  Gewicht  dea  Apparates  iA  i 

stimmt,  dasd  ein  Theil  desselben,   wenn  er  in  Was« 

taucht  wird,  aus  dem  Wasser  hervorragt,  und  dass  e 

Ech  Auflegung  von  Gewichten  auf  die  Schale  C  bis  i 

*  Marke  B  einsinkt. 

Um  nun  mittels  dieses  Apparaten  das  specifiscbe  Gewicht  eines  El 

;eu  t>ustiinmen,   verehrt  man  folgend ermassen.     Zunächst  legt  man  i 

untersucbuflden  Ktirper  auf  die  obere  Schale  C  und  bowirkt  durdi  ima 
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aufgelegte  Gewichte,  dass  das  Aräometer  genau  bis  zur  Marke  eintaucht. 
Darauf  nimmt  man  den  Körper  fort  und  bewirkt  durch  zugelegte  Gewichte, 
das8  der  Apparat  wieder  bis  B  eintaucht.  Da  derselbe  in  beiden  Fttllen  dann 
genan  dasselbe  Volumen  Wasser  aus  seiner  Stelle  drängt,  so  ist  in  beiden 
FUlen  das  Gewicht  dasselbe;  die  statt  des  Körpers  aufgelegten  Gewichte 
geben  uns  also  das  absolute  Gewicht  des  Körpers  P.  Darauf  legt  man  dann 
den  Körper  in  die  untere  Schale  D  und  nimmt  die  vorhin  zugelegten  Gewichte 
wieder  fort.  Da  jetzt  der  Körper  aber  in  Wasser  taucht,  so  verliert  er  an  Ge- 
wicht, und  deshalb  sinkt  der  Apparat  nicht  wieder  bis  B  ein.  Um  das  zu  be- 
wirken, müssen  wir  ein  Gewicht  P'  auf  die  obere  Schale  legen,  welches  uns 
den  Gewichtsverlust  des  Körpers  im  Wasser ,  also  das  Gewicht  einer  ihm  an 

Volumen  gleichen  Wassermenge  gibt.   Der  Quotient  p,  gibt  uns  also  nach  dem 

Torigen  das  specifische  Gewicht  des  Körpers. 

Dass  wir  hier  dieselben  Correctionen  anbringen  müssen,  wie  bei  dem 
▼origen  Verfahren,  ist  klar,  aber  selbst  dann  ist  es  äusserst  schwierig,  ein 
genau  richtiges  Resultat  zu  erhalten ,  besonders  weil  es  wegen  der  Wirkung 
der  demnächst  zu  betrachtenden  Capillarität  schwer  ist  zu  bestimmen ,  wann 
der  Apparat  genau  bis  zur  Marke  B  eintaucht.  Um  genaue  Resultate  zu  er- 
Uten, ist  daher  die  vorige  Methode  vorzuziehen. 

Die  beiden  bisherigen  Methoden  beruhen  auf  der  Erfahrung,  dass  ein 
ttBgetanchter  Körper  im  Wasser  an  Gewicht  verliert.  Man  kann  als  dritte 
Hethode  noch  die  Umkehr  der  ersten  hinzufügen,  den  Satz  benutzend,  dass 
das  Gewicht  des  mit  Wasser  gefüllten  Gefösses  durch  das  Eintauchen  eines 
Ktrpers  gerade  soviel  an  Gewicht  zunimmt ,  als  der  Körper  verliert. 

Man  wi^  ein  Gefäss  mit  Wasser  ab  und  bestimmt  dann  die  Gewichts- 
sonihme,  welche  es  erhält,  wenn  der  neben  der  Wage  aufgehängte  Körper 
von  bekanntem  Gewichte  in  das  Wasser  hinabgesenkt  wird.  Der  Quotient  des 
befaumten  Gewichts  des  Körpei*s  und  dieser  Gewichtszunahme  ist  dann  das 
gttnchte  specifische  Gewicht  des  Körpers.  Dieses  Verfahren  ist  besonders  bei 
der  Untersuchung  grosser  und  schwerer  Körper  anzuwenden ,  indem  es  keine 
beiondem,  an  gr^^ssen  Wagen  schwer  anzubringenden  Vorrichtungen  er- 
fordert« 

Alle  diese  Methoden  können  jedoch  nur  benutzt  werden,  wenn  es  sich 
dimm  handelt,  das  specifische  Gewicht  von  Körpern  zu  bestimmen,  welche 
lieht  porös,  nicht  in  Wasser  löslich  und  schwerer  als  Wasser  sind.  Sind  die 
KOrper  porös,  so  muss  man  sie  mit  einem  sehr  feinen  Lack  überstreichen, 
80  dass  sowohl  das  Gewicht  als  auch  das  Volumen  der  Körper  möglichst  wenig 
geludert  wird,  und  da  man  dadurch  das  Eindringen  des  Wassers  in  den  Kör- 
per gehindert  hat,  verfahren  wie  vorhin;  sind  die  Körper  in  Wasser  löslich 
oder  leichter  als  Wasser,  so  wendet  man  statt  des  Wassers  Flüssigkeiten  an, 
in  denen  sich  der  Körper  nicht  löst,  oder  die  ein  geringeres  specifisches  Ge- 
widit  haben.    Das  Ver&hren  bleibt  dann  ungeändert  dasselbe.    Ist  dann  das 
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Gewicht  des  Körpers  P,  sein  Gewichtsverlust  in  der  betreffenden  Flllf 
gleich  F'\  sein  specifisches  Gewicht  gleich  s,  das  der  Flflssigkeit  gl 
und  das  Volumen  des  Körpers  gleich  t;,  so  ist 

=  t?  5,    P     =  V  S  j 
P   _  s  _    -     _P  . 

Kennt  man  also  s'\  das  specifische  Gewicht  der  Flflssigkeit,  i 
sich  8  berechnen. 

§.  73. 

Bestimmiing  des  speciflschen  Gewichtes  der  FlÜBsigkeite 

Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  von  Flüssigkeiten  kann  man  ei 
eine  Beihe  von  Methoden  anwenden ,  von  denen  mehrere  auf  der  Besti 
des  Gewichtsverlustes  eingetauchter  Körper  beruhen,  andere  nicht. 

Von  letztem  machen  wir  zwei  namhaft.  Die  genaueste  ist  die ,  da 
ein  GcfUss  mit  sehr  engem  Halse  bis  zu  einer  festbestimmten  Marke 
mit  Wasser  füllt,  abwiegt  und  durch  Abziehen  des  vorher  bestimmt 
wichtes  des  Gläschens  das  Gewicht  des  im  Gefösse  enthaltenen  Wass« 
»timmt.  Darauf  füllt  man  dasselbe  Geföss  wieder  bis  zur  Marke  mit 
untersuchenden  Flüssigkeit  und  bestimmt  auf  gleiehe  Weise  das  Gewic 
selben.  Man  hat  auf  diese  Weise  direkt  das  Gewicht  gleicher  Yolmnina  "^ 
und  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit,  der  Quotient  beider  gibt  das 
fische  Gewicht  der  Flüssigkeit. 

Eine  zweite  Methode  beruht  -auf  dem  Satze ,  dass  in  zwei  commun 
den  Bohren  die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  sich  umgekehrt  w: 
specifischen  Gewichte  verhalten.  Vor  einem  Maassstabe  (Fig.  85)  sin< 
Glasröhren  befestigt,  welche  vertical  herabsteigen  und  unten  so  nmg( 
sind,  dass  zwei  kürzere  aufsteigende  Arme  entstehen,  welche  bei  Ä  s 
einigt  sind ,  dass  die  beiden  Bohren  gleichsam  nur  eine  mehrfach  gekrl 
Bohre  bilden.  Man  giesst  nun  in  die  eine  Wasser  und  zugleich  in  die  i 
die  zu  untersuchende  Flüssigkeit.  Auf  diese  Art  erhält  man  zwei  dure 
Luftschicht  getrennte  Flüssigkeitssäulen.  Wenn  man  nun  die  Flüssig 
mengen  so  regulirt,  dass  das  Niveau  derselben  in  den  umgebogenen  B 
schenkein  gleich  hoch  und  das  des  Nullpunktes  der  Theilung  ist,  so  sii 
Höhen  der  Flüssigkeiten  in  den  senkrechten  Bohren  ihrem  specifische 
wichte  umgekehrt  proportional.  Ist  die  Höhe  der  Wassersäule  Ä,  d 
Flüssigkeit  gleich  //,  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  gleich  cf ,  die  des  Vi 
gleich  1 ,  so  ist 

Ä:;*'  =  (r  :  1, 

y  h 

h 

Eine  etwas  andere  Anordnung  des  Apparates  zeigt  Fig.  86.  Die 
calen  Bohren  tauchen  untrm  in  zwei  abgesonderte  Gefässe,  welche  mit« 
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i  PlUssigbeiten  gefUlU  sind.     Obon  commaniciren  sie  mittek 
grebogenen  Rohres  mit  einander  und  durch  einen  verachliosabaren  Hahn 


einer  kleinen  Luftpumpe.  Pumpt  man  bei  geöffnetem  Hahn  durch  Heranf- 
m  dea  Kolbens  etwas  Luft  aus,  eo  steigen  die  RUssiglceiten  durch  den 
em  liofldmok  zu  Hfiben,  welche  ihren  specifischen  Giewichten  umgekehrt 
lortional  sind.  Schliesst  man  also  den  Hahn  oben  und  miast  die  HShen,  so 
It  man  daraus  gerade  wie  vorhin  das  specifische  Gewicht  der  einen  Flüssig- 
,  -nenn  das  der  andern  bekannt  ist. 

Die  andern  Methoden  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  von  Flttssigkeilen 
hen  auf  dem  Gewicbtsverlust  eingetnttcht«r  RCrper.  Die  einfachste  und 
neste  dieser  Methoden  ist  die ,  dass  man  einen  passend  geformten  Körper, 
1  ein  kleines  Glasröhrchen,  welches  unten  und  oben  zugeschmoken  ist, 
dem  man  etwas  QuecksUber  hineingebracht  hat,  an  einem  tsehx  feinen 
ite,  wie  in  Fig.  87,  befestigt.  Man  wiegt  denselben  genau  und  bestimmt 
t  seinMi  OewichtsTorlnst  einmal,  wenn  er  in  Waaser  getaucht  ist,  und 
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dann,  wenn  er  sich  in  der  zn  nntersnchenden  Flfissigkeit  befindet 
GkwichidYerluste  geben  dann  die  Gewichte  TOn  FlüssigkeiismengeD,' 
Yolcunen  gleich  ist  dem  des  eingetauchten  Körpers,  die  Quo 
Fig.  87.   ^^^  Gewichtsverluste  also  das  specifische  Grewicht  der  zu  nnter. 
den  Flüssigkeit. 

Auch  das  Nicholson'sche  Arftometer  kann  man,  wie  lei 
sichtlich  ist,  zu  demselben  Zwecke  anwenden.  Man  bestimmt  w 
das  Gewicht  des  Apparates;  dasselbe  sei  Ä;  man  tancht  es  < 
Wasser,  und  damit  es  bis  zur  Marke  einsinke,  sei  ein  Ge 
'  erforderlich.  Da  das  Aräometer  schwimmt,  so  ist  das  Gewi 
dem  eingetauchten  Theile  an  Volumen  gleichen  Wassers  gleich 
Darauf  taucht  man  es  in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  ui 
das  jetzt  aufzulegende  Gewicht,  damit  es  bis  zur  Marke  eiasi 
ist  Ä  -]-  p'  das  Gewicht  einer  der  vorigen  Wassermenge  an  \ 
gleichen  Flüssigkeitsmenge.   Der  Quotient  beider  oder 

A+p  _ 
A+p  —  ' 

ist  gleich  dem  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeit. 

Da  es  im  praktischen  Leben  sehr  häufig  noth wendig  ist,  das  sp( 

Gewicht  von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,   ohne  dass  eine  möglichst 

Genauigkeit  erfordert  wird ,  so  hat  man  noch  ein  anderes  Verfahren  er 

um  leicht  und  schnell  das  Geforderte  zu  leisten;  man  bestimmt  nSuL 

Dichtigkeit  von  Flüssigkeiten  mittels  Aräometer  von  veränderlichem  V( 

Während  man   mittels  des  Nicholson^scben  Aräometers  die  Dichtiglt 

Flüssigkeiten  aus  den  verschiedenen  Gewichten  gleicher  Volumina 

und  dann ,  wenn  P  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  D 

der  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  d  ist,   die  gesuchte  Dichtigkeit  ; 

Proportion  erhält, 

I>:d  =  P:p, 

verfährt  man  bei  den  jetzt  zu  betrachtenden  Apparaten  so ,  dass  man  c 
stantes  Gewicht  P  in  verschiedene  Flüssigkeiten  eintaucht,  und  das  V 
beobachtet,  welches  dieses  aus  der  Stelle  drängt.  Der  Körper  sinkt  $ 
tief  ein ,  dass  die  verdrängte  Flüssigkeit  seinem  Gewichte  P  gleich  ist. 
er  nun  in  die  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  D  so  tief  ein ,  dass  er  eil 
men  Faus  der  Stelle  drängt,  so  ist 

P=  V.D. 

Drängt  er  in  einer  andern  Flüssigkeit  das  Volumen  v  aus  der  Stelle 

P  =  v  ,d 
und  daher 

V  .d=  V  ,D]   diD=  V:v. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  eine  cylindrische  Glasröhre,  welche  nnt 
oben,  nachdem  etwas  Quecksilber  hineingebracht,  zugeschmolzen  ist. 


Volumeter. 


241 


dass  sie  stets  aufrecht  schwimmt,  und  dass  sie  bis  zu  einem  be- 
etwa  in  der  Mitte  der  Bohre  liegenden  Punkte  einsinkt,  so  ist  es 

(  dieser  ein  Aräometer  zu  machen,  bei  welchem  eine  einfache  Ab- 

lügt,  um  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  in  die  es  getaucht  ist,  zu 

Man  bezeichnet  die  Stelle,  bis  zu  welcher  die  Bohre  (Fig.  88)  in 

nsinkt,   durch  eine  Marke,'  setzt  daneben  die 

und  theilt  nun  die  Länge  der  Bohre  von  diesem        ^^»-  ^*       ^«*  ^• 

le  aus  nach  unten  hin  in  100  gleiche  Theile,  und 

ISO  die  Theilung  auch  noch  nach  oben  hin  fort.  ^^ 

linhalt  zwischen  zwei  Theilstrichen  entspricht      . 

wrir  die  Bohre  als  cylindrisch  voraussetzen,  Vioo  1401 

Inhaltes  der  Bohre  von  unten  bis  zum  Theil- 

).  Tauchen  wir  nun  diese  Bohre  in  eine  Flüssig- 
reicher  sie  bis  zu  dem  Theilstriche  80  einsinkt, 

sen  wir  daraus,   da  sie  eine  ihrem  Gewichte 

üssigkeit^menge  aus  ihrer  Stelle  drängt,   dass 

theile  dieser  ebensoviel  wiegen  als  100  Volum- 

3ser.    Wir  haben  demnach  für  das  specifische 

ieser  Flüssigkeit  s 

5  :  1  =  100  :  80, 
^='''/80=l,26. 
Bohre  dagegen  bis  zum  Theilstriche  120  ein, 


ISO 

120 
110 
100 

90 
80 

70 
60 


50 
40 

SO 
20 
10 


«=^^7i20=  0,833, 

^rhaupt  die  Bohre  in  irgend  eine  Flüssigkeit  bis 

strich  n  ein ,  so  haben  wir  fttr  ihr  specifisches 

00 

— . 

n 

i  Aräometer  bestimmen  demnach  das  specifische 
iner  Flüssigkeit  aus  der  Vergleichung  des  Volu- 
elben  mit  dem  Volumen  einer  gleichen  Gewichts- 
ksser.  Sie  führen  daher  den  Namen  Volumeter. 
gibt  ihnen  meist  eine  andere  Form  (Fig.  89).  Es  ist  klar,  dass  die 
eine  um  so  grössere  Genauigkeit  liefern,  je  weiter  zwei  Theilstriche 
ier  entfernt  sind.  Zu  dem  Ende  wählt  man  sehr  dünne  Bohren,  und 
dann  nicht  zu  lang  und  somit  zu  unbeholfen  werden,  setzt  man 
Stück  einer  weitern  Bohre  daran.  Die  Theilung  kann  dann  nur 
aufgetragen  werden ;  man  verfährt  folgendermassen.  Man  bringt  in 
etwas  Quecksilber,  so  dass  das  Gewicht  des  Apparates  gleich  p 
cht  ihn  in  Wasser  und  bezeichnet  die  Stelle,  bis  zu  welcher  er  ein- 
1;  50.  Darauf  vermehrt  man  durch  Hinzufügen  von  Quecksilber  sein 
.uf  2  p ,  3  jp  und  taucht  ihn  wieder  in  Wasser.  Das  doppelte  und 
Gewicht  verdrängt  die  doppelte  und  dreifache  Wassermenge,  der 


t,  Fbytik  L    2.  Aufl. 


le 
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Apparat  sinkt  also  tiefer  ein.  Die  Stelle ,  bis  zu  der  er  bei  doppeltem  Ge- 
wichte einsinkt,  bezeichnet  man  mit  100,  die  bei  dreifachem  Gewichte  mit  IM 
und  theilt  nun  den  Raum  zwischen  50  und  100  sowohl ,  als  zwischen  100  oft 
150  in  50  gleiche  Theile.  Der  Baimi  zwischen  50  und  100  ist  die  Hitti 
von  dem  Baum,  den  das  Instrument  ausfüllt,  wenn  es  bis  100  einsinkt;  li 
Raum  zwischen  zwei  Theilstrichen  also  Yiqq  dieses  Raumes.  Man  gibtnl 
schliesslich  dem  Apparate  das  Gewicht  2p  und  schliesst  ihn  dann  oben,  b 
Wasser  taucht  dann  derselbe  bis  zum  Theilstriche  100  ein;  wir  können  üi 
daher  jetzt  gerade  so  benutzen,  wie  das  einfachere  ArSometer;  taaditerii 

eine  Flüssigkeit  bis  zum  Theilstriche  n ,  so  ist  —  ihr  specifiscbes  (Sewidii 

Aber  auch  so  erhält  der  Apparat  inmier  noch  eine  bedeutende  Lfinge 
wird  dadurch  zum  praktischen  Gebrauche  unbequem.     Man  verfertigt 
selten  Apparate,  welche  zugleich  dazu  dienen,   das  specifische  Gewicht  fi 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen ,  welche  schwerer  oder  leichter  sind  als  Wi 
sondern  meist  solche ,  welche  nur  für  die  eine  oder  andere  Art  von  Fit 
keiten  bestimmt  sind. 

Ist  das  Instrument  für  schwerere  Flüssigkeiten  bestimmt,  so  bezeic 
man  den  Punkt  oben  an  der  Röhre ,  bis  zu  welchem  sie  beim  Gewichte  2p 
Wasser  einsinkt,  mit  100,  und  ganz  unten  über  der  weitem  Röhre  beim 
wicht  I?  mit  50,  gibt  dem  Apparate  das  Gewicht  2p  und  graduirt  wie  toi 
Ist  es  für  die  Bestimmung  des  specifischen  Gewichtes  leichterer  Flüssigkeit 
bestimmt,    so  richtet  man  das  Gewicht  p  des  Apparates  so  ein,   dass  er 
Wasser  getaucht  bis  gerade  über  die  weite  Röhre  eintaucht,    und  bei 
Gewichte  2p  bis  oben.    Der  Apparat  erhält  dann  das  Gewicht  p ,  und  der 
tere  Punkt  wird  mit  100,  der  obere  mit  200  bezeichnet;  das  specifische 
wicht  ergibt  sich  dann  wie  vorhin. 

Häufig  findet  man  auch  auf  den  Aräometerskalen  anstatt  oder  neben 
der  Theilung  entsprechenden  Zahl  die  Angabe  des  specifischen  Gewichtes 
zeichnet,  welche  dem  nebenstehenden  Theilstriche  entspricht;  also  neben 
Theilstriche  100  —  1,  neben  dem  120  dann  0,833,  150  —  0,666,  200  — 
eine  einfache  Ablesung  ergibt  dann  das  gesuchte  specifische  Gewicht. 

Aräometer  für  besondere  Flüssigkeiten.     Wenn  zwei  Flüssigkeä 
verschiedenen  specifischen  Gewichtes ,  die  sich  mit  einander  mischen , 
men  gegossen  werden,  so  hängt  das  specifische  Gewicht  des  Gemisches 
den  Mengenverhältnissen  der  einzelnen  Flüssigkeiten  ab.    Kennt  man 
für  alle  Mischungen  ihre  specifischen  Gewichte,  so  kann  man  mittds 
Aräometer  die  Bestandtheile  dos  Gemisches  kennen  lernen.   Für  einzelne 
sigkeiten  sind  nun  diese  Untersuchungen  durchgeführt,   und  am  genai 
für  Alkohol,  da  es  im  praktischen  Leben  vielfach  von  Wichtigkeit  ist, 
Proccntgehalt  eines  Weingeistgemisches  mit  Schnelligkeit  bestimmen  za 
ncn.    Auf  den  ersten  Blick  sollte  man  glauben ,  dass  nichts  einfacher  sei, 
aus  dem  specifischen  Gewichte  eines  Flüssigkeitsgemisches  den  Gehalt 
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ma  aiL  der  einen  oder  andern  zu  bestimmen ,  indem  man  das  specifische 
neht  aus  den  Mengenverhältnissen  berechnet.  Damach  würde  z.  B.  ein 
lisch  aus  50  Volumen  Wasser  und  50  Volumen  Alkohol  ein  Gemisch  von 

Volumen  geben ,  dessen  specifisches  Gewicht  gerade  in  der  Mitte  dessen 
Alkohols  oder  des  Wassers  iSge,  also,  da  das  des  Alkohols  gleich  0,794, 
des  Wassers  bei  15*^  C.  gleich  0,9991  ist,  gleich  0,8866  sein  würde. 

Dem  ist  jedoch  nicht  so,  und  zwar  deshalb  nicht,  weil  bei  der  Mischung 
er  Flüssigkeiten  meist  eine  Aenderung  des  Volumens  eintritt. 

Oiesst  man  z.  B.  Alkohol  und  Wasser  zu  gleichen  Theilen  zusammen ,  so 
las  Volumen  des  Gemisches  nicht  gleich  der  Summe  der  Volumina,  son- 

kleiner;  es  tritt  eine  Contraction  der  Flüssigkeiten  ein,  das  specifische 
icht  ist  demnach  grösser  als  das  vorhin  berechnete. 

N'acb  den  neuesten  Versuchen  von  Baumhauer  ^)  geben  nun: 


100                     0 

100 

*    V/AU 

40 

60 

XULAO^ItUI 

94,8 

90                  10 

99,4 

30 

70 

96,2 

80                   20 

98,2 

20 

80 

96,7 

70                   30 

97,2 

10  . 

90 

97,7 

60                   40 

96,4 

0 

100 

10() 

60                   50 

96,0     1 

Daraus  ergibt  sich  das  specifische  Gewicht  s  bei  15^  C. 

• 
• 

Mischung 

aus  Volumen 

Wasser. 

Weingeist. 

s 

100 

0 

0,9991 

90 

10 

0,9857 

80 

20 

0,9750 

70 

30 

0,9645 

60 

40 

0,9511 

60 

50 

0,9338 

40 

60 

0,9131 

30 

70 

0,8897 

20 

80 

0,8635 

10 

90 

0,8338 

0 

IOC 

1 

0,7941 

Wenn  man  nun  ein  Volumeter  so  einrichtet,  dass  es  in  Wasser  getaucht 
za  einem  mit  0  bezeichneten  Punkte  eintaucht,  so  wird  es  in  Gemischen 
Alkohol  und  Wasser  tiefer  eintauchen.  Bezeichnet  man  nun  die  Punkte, 
zu  denen  es  in  Flüssigkeiten  vom  specifischen  Gewichte  0;9«57 ,  0,9750  etc. 


1)  von  Baumhauer,  Memoire  sur  la  densite  etc.  des  mdlanges  d'alcool  et  d'cau- 
sierdam,  1860. 

16* 
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einsinkt,  mit  10,  20..,  so  erh&lt  man  ein  Alkoholometer,  welches  in  ein 
Weingeistgemisch  eingetaucht,  durch  eine  einfache  Ablesung  angibt,  wie  viel 
Yolumprocente  das  Gemisch  an  reinem  Alkohol  enthält. 

So  sind  die  Alkoholometer  von  Tralles^)  eingerichtet,  welche  in  Deutsch- 
land meist  gebraucht  werden,  um  den  Alkoholgehalt  des  käuflichen  Spiritcu 
zu  bestimmen. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  die  Zahlen  für  das  speciüsche  Gewicht 
des  Alkohols,  wie  schon  erwähnt,  und  so  auch  die  der  Gemische  nur  für  eine 
bestimmte  Temperatur  gelten,  nämlich  für  15^  C.  Deshalb  gelten  audi  die 
Angaben  der  Alkoholometer  nur  für  diese  oder  ein?  andere  Temperatur,  bei 
der  sie  graduirt  sind.  Um  jedoch  den  Apparat  auch  für  andere  Temperatoren 
brauchbar  zu  machen,  hat  Tralles  eine  Tabelle  aufgestellt^),  aus  welcher  man 
für  jede  Temperatur  den  Alkoholgehalt  eines  Gemisches  entnehmen  kann, 
wenn  man  beobachtet  hat,  bis  zu  welchem  Punkte  bei  dieser  Temperatur  der 
Apparat  in  das  Gemische  eintaucht.  Deshalb  ist  an  den  meisten  Alkoholoma- 
tem  auch  ein  Thermometer  angebracht. 

Vielfach  ist  auch  an  den  Alkoholometern  selbst  die  Correction  bemerkt, 
welche  man  für  die  verschiedenen  Temperaturen  anzubringen  hat.  In  der  wei- 
tem Bohre  am  untern  Theile  des  Apparates  ist  neben  dem  Thermometer  eine 
Skala  befestigt,  auf  der  dann  neben  dem  normalen  Thermometerstand,  für 
welchen  das  Instrument  graduirt  ist,  0  verzeichnet  ist,  und  darüber  oder 
darunter,  wieviel  Procente  man  von  der  Angabe  des  Alkoholometers  abziehen 
oder  derselben  hinzufügen  muss,  wenn  das  Thermometer  einen  hohem  oder 
tiefem  Stand  hat. 

Ausser  den  Alkoholometern  müssen  wir  noch  die  Aräometer  von  Beanm^ 
erwähnen,  welche  vielfach  in  Gebrauch  sind,  obwohl  sie  direkt  weder  etwas 
über  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten ,  noch  über  ihre  Zusammensetzung  aus- 
sagen. Beaum6  construirte  zwei  Aräometer,  das  erste  graduirte  er  so,  dass 
er  den  Punkt,  bis  zu  dem  es  in  Wasser  eintauchte,  mit  0,  und  den,  bis  ZQ 
welchem  es  in  einer  Lösung  von  15  Theilcn  Kochsalz  auf  85  Wasser  ein- 
tauchte, mit  15  bezeichnete.  Die  Thcilung  wurde  dann  weiter  nach  unten 
fortgesetzt.  Der  Apparat  gibt  in  Schwefelsäure  •  Hydrat  66  Grade  an  und  in 
concentrirter  Salpetersäure  36. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  leichter  sind  als  Wasser,  wurde  der  PonU, 
bis  zu  welchem  der  Apparat  in  eine  Lösung  von  10  Theilen  Kochsalz  anf  90 
Wasser  taucht,  mit  0,  in  Wasser  mit  10  bezeichnet  und  die  Theilung  nach 
oben  hin  fortgesetzt.  In  käuflichem,  meist  80 — OOprocentigem  Spiritos  zeigt 
der  Apparat  34  —  38  Grade  3). 


1)  TralUs,  Gilbert  Aimaleu  XXXVIII.  341)  — 431. 
2;  TralUs  a.  a.  (>. 

3)  WeiteroB  Meissner,   Die  Ariioinetri«*  in  ihrer  Anwendung  auf  Chemie  qimI 
Teclinik.   Wien,  IftKi. 
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§.  74, 

Xolelnilarwirklingen  zwischen  flüssigen  und  festen  Körpern. 
In  nnseren  bisherigen  Entwickelungen  über  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes 
der  flflssigen  Körper  haben  wir  keine  Eücksicht  genommen  auf  die  Wirkung 
TonKrftften,  welche  an  den  G^fässwänden  zwischen  den  Molekülen  der  festen 
Wand  und  denen  des  flüssigen  Körpers  thätig  sind ,  also  gemäss  unserer  Be- 
nennimg in  §.  60  und  49  auf  die  Wirkung  der  Adhäsion  der  flüssigen  an  die 
fesien  Körper  und  die  Cohäsion  der  Flüssigkeiten. 

Von  dem  Dasein  beider  Kräfte  kann  man  sich  leicht  überzeugen.  Taucht 
man  ein  reines  Glasstäbchen  in  Wasser  und  zieht  es  dann  heraus,  so  sieht 
man,  dass  eine  Wasserschicht  an  demselben  haftet.  Hält  man  es  vertical,  so 
Bammelt  sich  an  seinem  untern  Ende  ein  Tropfen  an,  der  nicht  herabfällt, 
aondem  der  Wirkung  der  Schwere  entgegen  an  dem  Stäbchen  haften  bleibt. 
Dieae  einzige  Tbatsache  beweist  das  Dasein  der  Adhäsion  des  flüssigen  Kör- 
pen an  den  festen  sowohl,  als  auch  das  der  Cohäsion  der  einzelnen  Theilc 
fa  Flüssigkeit.  Denn  die  zunächst  am  Glase  anhängende  Wasserschicht  wird 
dorch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  getragen  und  der  übrige  Theil  des 
Tropfens  durch  die  Ejraft,  mit  welcher  die  einzelnen  Wassertheilchen  an  einan- 
der haften. 

Aus  diesem  Versuche  geht  zugleich  hervor ,  dass  in  diesem  Falle  sowohl 
(Be  Cohäsion  der  Flüssigkeit,  als  auch  die  Adhäsion  derselben  am  Glase  grösser 
iat  als  die  Wirkung  der  Schwere ,  denn  nur  dann  ist  es  möglich ,  dass  der 
Tropfen,  der  Schwere  entgegen,  getragen  wird.  Der  Versuch  zeigt  aber  wei- 
ter, dass  hier  auch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glai-e  grösser  ist  als  die 
CohSfiion  der  WasserÜieile  unter  einander,  denn  beim  Herausziehen  des  Sta- 
ha  wurden  die  an  dem  Stabe  haftenden  Wassertheile  von  ihrer  Umgebung 
kegerissen,  mit  welcher  sie  durch  die  Cohäsion  zusammenhängen. 

Nicht  immer  ist  das  jedoch  der  Fall,  denn  wenn  wir  den  Glasstab  in 
Qoeekailber  tauchen,  so  bleibt  kein  Quecksilber  daran  haften,  er  wird  von 
faiftelben  nicht  benetzt.  Dass  aber  auch  hier  eine  Adhäsion  des  Quecksilbers 
^  Glase  vorhanden  ist,  lässt  sich  durch  einen  andern  Versuch  zeigen.  Hängt 
Baa  nämlich  eine  Platte  mittels  dreier  Fäden  an  dem  einen  Arm  einer  Wage 
^^^ttontal  auf,  und  äquilibrirt  sie  durch  Gewichte,  welche  auf  die  andere 
^agschale  gelegt  werden,  so  bringt  das  geringste  üebcrge wicht,  auf  die 
^•gachale  gelegt,  eine  Erhebung  der  Glasplatte  hervor.  Nähert  man  aber 
^Platte  von  unten  ein  weites  mit  Quecksilber  gefülltes  Geföss  so  weit,  dass 
^  wintere  Fläche  der  Glasplatte  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  gerade  be- 
'^rt,  80  bedarf  es  auf  der  andern  Wagschale  bedeutender  Zulage,  um  die 
***tte  von  dem  Quecksilber  loszureissen ,  ein  Beweis,  dass  sie  mit  einer  gc- 
^^*8en  Kraft  am  Quecksilber  haftet,  dass  also  auch  das  Quecksilber  am  Glase 
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Die  Cohäsiou  der  verschiedenen  Flüssigkeiten  sowohl,  als  die  AdhI 
derselben  Flüssigkeit  an  verschiedene  feste  Körper  ist  verschieden.  Wtt 
Quecksilber  Glas  nicht  benetzt,  also  an  Glas  nicht  so  stark  adhftrirt,  du 
Cohäsion  der  Quecksilbertheile  überwunden  werden  kann,  wird  Oold 
Quecksilber  benetzt.  Während  reines  Glas  vom  Wasser  benetzt  wird,  ve 
eine  fettige  Glasscheibe  die  Cohäsion  der  Wassertheile  nicht  zu  Überwii 

Bei  denjenigen  Substanzen,  bei  welchen  die  Adhäsion  an  feste 'K 
grösser  ist  als  die  Cohäsion  der  flüssigen  Theile,  kann  obiges  Verfahren,  in 
wir  anwandten,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  nachznwi 
dazu  dienen,  die  Cohäsion  der  Flüssigkeit  zu  messen.  (jaj-Lussac ^)  b 
einige  Flüssigkeiten,  welche  am  Glase  adhäriren,  dieses  Verfahren  ange^ 
und  mit  einer  Scheibe  von  118,366  Millim.  Durchmesser  folgende  Bes 
erhalten: 


Flüssigkeit 

Specifisches 
Gewicht 

Gewid 

Wasser bei  8«,5  C. 

Alkohol „      „    », 

Alkohol „  10<>    „ 

Alkohol „    8®    „ 

Terpentin- Oel „    8<^    „ 

1 

0,8196 

0,8595 

0,9415 

0,8694 

69,40 
31,08 
32,87 
37,16 
34,10 

Die  angegebenen  Gewichte  sind  diejenigen,  welche  bei  langsamen 
legen  der  Gewichte  gerade  die  benetzte  Platte  loszureissen  im  Stande  i 
Ganz  dieselben  Resultate  erhielt  Gay-Lussac,  als  er  die  Glasscheibe  dei 
gen  Versuche  durch  eine  Kupferscheibe  ersetzte ,  was  einen  neuen  Bewc 
für  liefert,  dass  durch  diese  Versuche  wirklich  die  Cohäsion  der  Flüssig] 
gemessen  wird. 

Bei  Flüssigkeiten,  welche  nicht  benetzen,  kann  man  dieses  Veri 
benutzen,  um  die  Adhäsion  zu  messen;  Gay-Lussac  stellte  derartige  Vei 
an,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  zu  erhalten,  die  Zahl 
doch,  welche  er  erhielt,  schwankten  um  ein  Bedeutendes,  Zwischen  ! 
und  296^*,  je  nachdem  er  die  üebergowichte  rasch  oder  langsam  ad 
Der  Grund  dieser  Schwankung  liegt  zum  Theil  in  der  Reibung  des  { 
sübers  am  Glase ,  wie  wir  später  nachweisen  werden. 


§.  75. 
Oberflächenspannung  der  Flüssigkeiten.     Aus  den  im  vorif 
mitgetheilten  Thatsachen  folgt  erstens,  dass  die  benachbarten  Moleküle 


1)  Gay'Lu88ac*8  Versuche  in  La  Place  Supplement  ä  la  Thdorie  de  1 
capillaire.  11.  Supplement  zum  10.  Buche  der  M^canique  c^dste.  Daraus  (i 
Annalcn  Bd.  XXXIII.  p.  320  ff. 
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nossigkeit  nch  anziehen,  nnd  zweitens,  dass  die  Molekflle  eines  in  eine  FlUs- 
i^ceit  getauchten  feBtenKfirpers  ebenfalla  die  benachbarten  Thcilo  derFIOBaig- 
nit  umehen.  Bei  der  Bestimmung  des  GleichgewichtszuBtandca  einer  Flüssigkeit 
Hbaen  wir  daher  auf  diese  beiden  Klüfte  RDcksicht  nehmen;  es  wird  daher 
■tfebst  unsere  Aufgabe  sein,  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  Aundc- 
ngm  des  Ton  aus  bisher  betrachteten  Zustandes  hervorbringen  können.  Bc- 
bnea  wir  mit  der  Anziehung  der  FlUssigkeitstheile  auf  einander,  und  setzen 
ir  bei  dieser  wie  bei  der  zweiten  Art  von  Kräften  voraus,  dass  die  Kdtfte 
dl  nur  auf  unmeRsbare  Entfernungen  erstrecken,  dass  sie  unmerklich  wer- 
m,  sobald  die  Entfernungen  messbar  sind '). 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  eine  flQssigc  Masse,  welche  durch  irgend 
M  Oberflfiche  MN  (Fig.  90)  begrenzt  ist ,  und  untersuchen  die  Besoltirendo 


1er  auf  die  Moleküle  m,  tn,  m"  von  den  benachbarten  Molekfllen  ausgeübten 
uiehungen.  Seien  zu  dem  Ende  die  mit  den  Radien  r,  welche  als  unendlich 
ÖD  vorausgesetzt  werden,  um  die  betreffenden  Moleküle  beschriebenen  Ku- 
2s  die  AnziehungsGphSren  derselben,  so  dass  also  auch  nnr  die  in  dieser 
ogel befindlichen  Moleküle  anziehend  aufm,  tn,  m"  wirken. 

Auf  das  Molekül  m  wirken  die  ringsum  ganz  gleichmSssig  vcrtheilten  Mo- 
knie  der  Flüssigkeit  anziehend  ein;  dasselbe  wird  also  nach  allen  Bicbtungcn 
üBanmes  mit  gleicher  Stärke  angezogen,  die  aufm  wirkenden  Kräfte  hal- 
B  äeb  daher  das  Gleichgewicht,  das  Molekül  verbKlt  sich  gerade  so,  als 
ma  keine  Kräfte  anf  dasselbe  einwirkten. 

Das  Molekül  tn",  welches  gerade  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt, 
frd  jedoch  nicht  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher  Stärke  angezogen.  Nur 
b  untere  HSlfie  seiner  Anziehungssphäre  ist  mit  Flüssigkeitsmolekülen  an- 
Mut,  die  obere  nicht.  Die  anziehenden  Kräfte  der  die  untere  Halbkugel 
■Rillenden  Moleküle  haben  nun,  wie  nnmittelbar  klar  ist,  eine  zur  Ober- 
Idie  MN  senkrechte  Resultirende  J?,  da  in  den  der  Uberfläcbe  parallelen 
düchten  die  Moleküle  rings  um  m"  ganz  gleichmässig  vertheilt  sind.  Das 
lolekül  m'  und  somit  alle  in  der  Oberfläche  befindlichen  FlüssigkeitsmolckUle 
■rdes  durch  eine  gegen  die  Oberfläche  senkrechte  Kraft  gegen  das  Innere  der 
Htssigkeit  gedrückt. 


1}  La  Place,  Th^rie  capillaire  im  Supplement  zum  10.  Buche  der  Mäcauique 
IMe,  d«wi>  CfÜbert,  Annalen  XXXIII. 
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Aehnliches  gilt  für  das  Molekül  m\  welches  um  weniger  als  r  imttt 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt.  Auch  dessen  Anziehungssphäre  ist  nidit  ] 
mit  Flüssigkeit  angefüllt,  und  unterhalb  st  wirkt  eine  Quantität  Flüssigkeil 
dasselbe  ein,  deren  Anziehung  nicht  durch  eine  nach  oben  gerichtete  Anziel 
das  Gleichgewicht  gehalten  wird;  auch  an  m  greift  daher  eine  zur  Oberl 
der  Flüssigkeit  senkrechte,  gegen  das  Innere  derselben  gerichtete  Knd 
an,  die  jedoch  kleiner  ist  als  B. 

Dasselbe  ist  nun  der  Fall  mit  allen  Molekülen,  welche  um  weniger 
imter  der  Oberfläche  liegen,  deren  Anziehungssphären  also  zum  Theil 
mit  Flüssigkeit  angefüllt  sind.  Legen  wir  daher  parallel  der  OberflScl 
Innern  der  Flüssigkeit  eine  Fläche,  welche  von  der  Oberfläche  um  r  abt 
so  werden  alle  in  dieser  Schicht  liegenden  Moleküle  nach  innen  gez 
Diese  Schicht  wird  also  z.  B.  auf  eine  Flüssigkeitskugel  wirken,  wi 
elastisches  Häutchen,  welches  sich  zusammen  zu  ziehen  sucht,  oder  aui 
Flüssigkeit,  die  in  einem  Gefösse  steht,  einen  rings  gegen  das  Inner 
Flüssigkeit  gerichteten  Druck  ausüben ,  da  sie  auch  an  den  von  den  Wl 
begrenzten  Flächen  vorhandep  sein  muss.  Man  nennt  daher  diese  Schiel 
Flüssigkeitshäutchen ,  und  diesen  Druck  den  Normaldruck. 

Von  dem  Dasein  dieses  Normaldruckes  kann  man  sich  leicht  übene 
wenn  man  Flüssigkeitskugeln  herstellt,  die  sich  leicht  zusammenziehe!] 
z.  B.  die  Seifenblasen.  Dieselben  sind  im  Innern  mit  Luft  geftUlt, 
die  Flüssigkeitsschicht  derselben  ist  gegen  den  Radius  r  noch  von  bedi 
der  Grösse,  es  muss  sich  deshalb  auch  an  ihnen  dieser  gegen  das  I 
der  Kugel  gerichtete  Druck  zeigen.  Man  kann  ihn  leicht  wahrnehmen. 
schliesst  man  das  Rohr,  durch  welches  man  die  Blasen  hergestellt  hat 
dem  Finger,  so  behält  die  Blase  ihre  ursprüngliche  Grösse;  wenn  ma 
Rohr  aber  öflhet,  so  sieht  man,  wie  die  Kugel  allmählich  kleiner  wir< 
dem  jetzt  die  in  der  Blase  vorhandene  Luft  der  zusammendrückenden  Wii 
der  Flüssigkeitshaut  folgen  und  durch  das  Rohr  entweichen  kann. 

Dieser  Normaldruck  der  Flüssigkeiten  muss  nun  verschieden  sein,  je 
der  Gestalt  der*  Oberfläche. 

Sei  zu  dem  Ende  m  (Fig.  91)  ein  weniger  als  r  unter  der  ebenen 
fläche  einer  Flüssigkeit,  m  in  gleicher  Entfernung  \mter  dem  tiefsten  P 

Fig.  91. 


einer  concaven,  und  m"  unter  dem  höchsten  Punkte  einer  convexen 
fläche  gelegenes  Flüssigkeitstheilchen.     Nun  ist  klar,   dass  die  anzieh 
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Wirkimgen  der  zwischen  stuv  liegenden  Moleküle  auf  m  in  allen  drei  Fällen 
sich  aufheben,  da  in  dieser  Schicht  ebensoviel  Moleküle  nach  oben  als  nach 
unten  ziehen.   Nur  das  unterhalb  iw  liegende  Stück  der  mit  Flüssigkeit  erfüll- 
ten Anziehnngssphäre  ist  wirksam,  da  ein  gerade  so  grosses  Stück  der  An- 
tieliangssphäre  über  st  nicht  mit  Flüssigkeit  angefüllt  ist.   Nennen  wir  nun  im 
ersten  Falle,  wo  die  Oberfläche  eben  ist,  die  nach  unten  gerichtete  Besulti- 
lezide  der  von  der  unter  uv  liegenden  Schicht  ausgeübten  anziehenden  Kräfte, 
bezogen  auf  die  Flächeneinheit  der  Oberfläche,  JT,  so  ist  sie  im  zweiten  Falle, 
wo  h'v  nach  oben  gekrümmt  ist,  K  —  (?,  da  weniger  Moleküle  in  dem  Seg- 
B&ozit  uv'w    enthalten  sind  als  in  umc.     Im  dritten  Falle  dagegen  ist  das 
Segment  %i'v'w\  wenn  wir  die  Krümmung  der  Fläche  als  gleich  annehmen 
dex-jenigen  im  zweiten  Falle,  gerade  soviel  grösser,  als  umv  wie  uvw  klei- 
ner ist.    Die  nach  unten  gerichteten  Anziehungen  sind  daher  in  diesem  Falle 
Kl  — j-  5.     Je  nach  der  Krümmung  der  Oberfläche  also  ist  der  Normaldruck 
grosser  oder  kleiner  als  bei  einer  ebenen  Oberfläche;  die  Differenz  zwischen 
dem  Normaldruck  einer  ebenen  und  gekrümmten  Oberfläche  bezeichnet  man 
>l8  die  Oberflächenspannung  der  letztem. 

Es  geht  feme{  hieraus  hervor,  dass  mit  der  Grösse  der  Krümmung  die 
Oberflächenspannung  eine  andere  werden  muss.  Je  kleiner  der  Krümmungs- 
n^ns  der  Oberfläche  ist,  je  stärker  also  die  Oberfläche  gekrümmt  ist,  um  so 
Ueiner  wird  im  zweiten  Falle  das  Segment  st ,  um  so  kleiner  also  auch  das 
wirksame  Segment  uvw.  In  dem  dritten  Falle  aber  wächst  das  Segment 
'  f'^  und  somit  u'v*  w\  wenn  die  Krümmung  des  Bogens  stärker,  der  Krüm- 
mungsradius also  kleiner  wird.  Indem  nun  in  beiden  Fällen  der  Unterschied 
''^ifichen  den  Kugelsegmenten  st  und  st\  st  und  s't"  in  demselben  Verhältnisse 
'iKXiimmt,  als  der  Krümmungsradius  kleiner  wird,  können  wir  für  q  setzen 

H 

^  =  7' 

▼etin  wir  mit  H  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Constante  und 
1^^  Q  den  Krümmungshalbmesser  der  Oberfläche  bezeichnen.  Dasselbe  nun, 
^^B  für  den  Punkt  m,  gilt  für  die  ganze  Oberfläche ;  wir  können  deshalb  ganz 
^^^^Semein  für  den  aus  der  Oberflächenspannung  für  die  Flächeneinheit  sich 
^^gebenden  Druck  einer  kugelförmig  gekrümmten  Oberfläche  setzen 

Wird  Q  unendlich  gross,  das  heisst,  die  Oberfläche  eine  Ebene,  so  wird 
f^=iK^  so  dass  dieser  Ausdruck  uns  ganz  allgemein  den  Normaldruck  in 
U]|fend  einer  Fläche  gibt. 

§.  76. 
EinfluBB  der  Wände.     Auch  die  festen  Körper  ziehen,  wie  wir  sahen, 
die  Flflssigkeitstheilchen   an;  es  muss  also  auch  an  den  Wänden  eines  mit 
Flüssigkeit  erfüllten  Gef&sses  zwischen  den  Theilen  der  festen  Wand  und  den 
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FldasigkeitsUieilcbcD  c'ute  Wocfaaelwirliuiig  etattfindoit,    wodurch  dum  ein 
VuritndGruug  dor  freien  OberflSche  der  Flüssigkeit  eintreten  musa  *j. 

Sei,  um  dieses  nachsuwciscQ,  MN{Fig.  92)  die  EndflBche  eines  in  eini 
Flüssigkeit  getauchten  festen  KCrpers,  und  mn  die  Oberflitche  der  flflssi^ät 
Das  gerade  an  der  Wandfifiche  uiliegendi 
Flllssigkcitsmolekttl  wird  nnn  von  der  ga 
sammten  FlUssigkeit  angezogen,  weld» 
in  dorn  vierten  Theile  einer  mit  dem  lU 
dius  r  bescbriebenen  Kngel  lie^,  da  nn 
dieser  Theil  der  AnziebungssphSre  des  Ho 
lekOl  m  mit  FlOssigkeit  angefOUt  ist.  Dil 
Besultir»ide  dieser  Anziehungen  ist  nid 
f  ,'nach  der  Halbirungelinie  des  Winkeli 
Nmn  gerichtet.  Sie  sei  gleidi  P.  Du  Ho 
~  lekül  m  wird  nun  aber  anch  von  den  Tlwi 
len  der  festen  Wand  angezogen,  nnd  iwv 
von  den  unterhalb  ms  gelegenes  Theilen  so,  dass  eine  nach  q,  der  Halbirnng» 
linie  des  Winkels  atnN  gerichtete  Kraft  Q  resultirt,  und  v^n  den  Über  ms  g» 
logescn  Theilen  der  festen  Wand  so,  dasa  ebenfalls  eine  Kn^  von  der  QrOaae^ 
rosnltirt,  welche  nach  </',  der  Halblrungslinie  des  Wijikels  smM  gerichtet  bt 
Das  Tbeilchen  m  wird  also  ausser  von  der  vertical  abwärts  wirkendn 
Schwere  von  drei  KHiften  angegriffen ,  von  P  nach  p  gerichtet ,  von  Q  nuh  { 
und  von  Q  noch  g'  gerichtet. 

Die  Horizontal  -  und  Verticalcomponenten  sind 

P  .  cos  pmn  ^  P  .  cos  45'  horizontal  nach  « 
P  .  coB  pmN=^  P .  cos  45"  vertical  abwärts , 
ferner  donkrecht  nach  oben  und  unten 

Q  .  tos  qmN  —  Q  .cos  i/mM  =  §  .  coa  15"  —  §  .  cos  46»  =  0, 
und  horizontal  nach  s 

Q  .  cos  qnis  -\-  Q  .  cos  '/ms  ^  2Q  .  cos  45". 
Die  Coniponente  P  .  cos  45*',  welche  in  der  Richtung  der  Schwere  wi^t 
vermehrt  den  vcrticalen  Druck  der  Fldssigkeitstheilchen.   Die  drei  Horixonlal 
componenten  setzen  sich  zu  einer  einzigen  zusammen 
(2e  -  P)  .  cos  45". 
Je  nach  der  Grösse  der  AdbUsion  der  Flüssigkeit  an  dem  festen  KSiper 
und  der  Cohäsion  der  Flünsigkeits theile  unter  einander,  kann  nun  diese  Com 
ponente  einen  ganz  verschiedenen  Werth  haben,  sie  kann  gleich  Nnll,  odei 
gegen  diu  feste  Wand  der  FlUssigkeit,  oder  von  ihr  fort  gerichtet  sein.  Dtai 
CS  kann 

2Q  —  P  =  0,    2$  — P>0,    2Q  — P<OBein. 

1)  La  Place,  Thüorie  eapillaire  im  Supplement  zum  10.  Buche  der  Häcamq« 
cdeate,  daraus  Gilbert,  Annolen  Bd.  XXXIU. 
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Betrachten  wir  diese  drei  Fälle  näher  und  untersuchen  wir  den  Einfluss 
1er  verschiedenen  Werthe  auf  die  Gestalt  der  Oberfläche. 

1)  Ist  zunächst  2Q  —  P  =  0,  so  ist  die  aus  sämmtlichen  Kräften,  welche 
nf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  einwirken,  resultirende  Kraft  vertical  ge- 
nditet  Da  nun  im  Gleichgewichtszustände  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  zu 
]e&  wirkenden  E[räfben  normal  ist,  so  folgt,  dass  in  diesem  Fälle  die  Ober- 
Bielie  der  Flüssigkeit  auch  an  den  Wänden  der  GefUsse  horizontal  bleibt,  dass 
Nmit  durch  das  Eintauchen  des  festen  Körpers  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
lidtt  geändert  wird. 

2)  Ist  2Q  —  P  >  0,  so  wirken  auf  das  Molekül  m  zwei  Kräfte  ein, 
kren  eine  gegen  5,  die  andere  vertical  gerichtet  ist.  Diese  beiden  Kräfte 
tiaben  (ilg.93)  eine  nach  B  gerichtete  Resultante.  Die  Oberfläche  der  Flüssig- 
seit  ist  im  Gleichgewichtszustande  zur  Richtung  der 

nf  sie  wirkenden  £jraft  normal,  es  muss  daher  die  t^Hfl 

fiehiung  mn  _L  fnB  mit  der  Oberfläche  der  Flüssig-  ^H 

Sit  in  m  zusammenfallen  oder  mn  muss  an  der  ^Mm 

K)erfläche  im  Punkte  m  Tangente  sein.   Die  Ober-    *^  V^W^T"  

Bebe  kann   also   in  diesem  Falle   an  der  festen      „^      '       p^  *  ^e 

Tandfläche  nicht  mehr  horizontal  sein,  sie  muss  n*"      Kl 

'eselbe  unter  einem  Winkel  tmn  schneiden.     Da  /  H 

eser  Winkel,  den  wir  mit  S  bezeichnen  wollen,  ^    E 

ir  Yon  der  Grösse  der  resultirenden  Horizontal- 

mponente  (2Q  —  P)  .  cos  45**  und  dem  um  die  Verticalcomponente  der 

>erflächenspannung  vermehrten  Gewichte  des  Molekül  m  abhängt,  so  muss 

r  ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  und  denselben  festen  Körper 

B  =  const. 

in ,  d.  h.  dieselbe  Flüssigkeit  muss  Wände  gleicher  Substanz  an  allen  Stellen 
iter  demselben  Winkel  B  schneiden. 

Die  Anziehung  der  festen  Wand  wirkt  nun  nur  auf  die  unendlich  nahen 
Loleküle  der  Flüssigkeit;  indess  das  durch  Anwesenheit  der  festen  Wand  der 
Mchgewichtszustand  der  weiter  von  der  Wand  entfernten  Flüssigkeitsschich- 
n  geändert  werden  muss ,  ist  nicht  schwer  einzusehen  ^) ,  denn  die  an  der 
fandfläche  anliegende  Flüssigkeitsschicht  muss  auch  eine  Aenderung  Ihrer 
)ichtigkeit  erfahren.  Wenn  die  Lage  der  einzelnen  Moleküle  im  Innern  der 
^bssigkeit  von  den  Anziehungen  der  umgebenden  Moleküle  abhängt,  so  ist 
lieh  klar,  dass  wenn  an  der  Wandfläche  eine  vergrösserte  Anziehung  gegen 
ie  Wand  hin  auf  die  Flüssigkeit  stattfindet,  in  der  der  Wandfläche  nächsten 
diicht  mehr  Flüssigkeitsmoleküle  sich  ansammeln,  als  in  andern  vertical 
irch  die  Flüssigkeit  gelegten  Schichten.  Die  der  Wand  zunächst  anliegende 
Jiicht  muss  deshalb  eine  grössere  Dichtigkeit  haben  als  die  folgenden  Schich- 


1}  Pcn«8on,. Nottvelle  thdorio  de  Taction  capillaire.  Paris  1831.  Im  Auszüge  von 
nk,  Poggend.  Ann.  XXV  u.  XXVII. 
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ton.  Diese  Schicht  muss  daher  auf  die  folgende  wirken ,  wie  die  Wandflkhe 
auf  die  erste  Flüssigkeitsschicht.  Dadurch  muss  also  auch  die  zweite  Schidii 
eine  gegen  die  Horizontale  geneigte  Oberfläche  erhalten ;  zugleich  aber  andi 
dichter  werden  als  die  übrigen  Flüssigkeitsschichten.  Die  zweite  Schicht  muss 
demnach  weiter  auf  eine  dritte ,  diese  auf  eine  vierte  wirken  u.  s.  f.  Die  gegen 
die  Wand  gerichtete  horizontale  Componente  der  Anziehung  muss  aber  um  so 
schwächer  werden,  je  weiter  eine  Schicht  gegen  die  Mitte  der  Flüssigkeit  liegt« 
da  die  erste  Flüssigkeitsschicht  von  der  Wand  eine  stärkere  Anziehung  erfiShrt, 
als  sie  auf  die  zweite  Schicht  ausübt,  und  so  jede  Schicht  von  der  der  Wind 
näherliegenden  stärker  angezogen  wird ,  als  sie  die  folgende  anzieht.  Deshalb 
muss  die  Resultante  B'\  da  die  vertical  herabziehende  Kraft  constant  bleiUt 
sich  immer  mehr  der  verticalen  nähern,  bis  sie  schliesslich  in  einer  gewissen 
Entfernung  von  der  Wand,  wo  die  Horizontalcomponente  gleich  Null  wiid, 
mit  der  verticalen  Richtung  zusammenfällt.  Die  Oberfläche  der  Flüssigkeil 
muss  daher  eine  stetig  gekrümmte,  nach  oben  concave  Fläche  bilden,  welel» 
erst  in  einiger  Entfernung  von  der  Wand  in  eine  horizontale  übergeht. 

Der  Versuch  bestätigt  diese  Folgerungen,  denn  in  einem  Gef&sse,  desaei 
Wände  von  der  Flüssigkeit  benetzt  werden,  sehen  wir  immer,  dass  sich  di> 
Flüssigkeit  an  der  Wand  hinaufzieht,  dass  die  Oberfläche  in  der  Nähe  der 
Wand  gekrümmt  ist. 

Wenn  der  ersten  festen  Wand  eine  andere  sehr  nahe  gegenflberstditi 
wenn  wir  die  Flüssigkeit  z.  B.  in  eine  sehr  enge  Röhre,  eine  sogenannte  Ci* 
pillarröhro  einschliessen ,  so  muss  sich  dieselbe  rings  an  den  Wänden  empor 
ziehen  und  die  ganze  Oberfläche  muss  dann ,  wenn  die  Röhre  hinlänglich  eng» 
ist ,  gekrümmt  sein.  In  cylindrischen  Röhren  muss  diese  concave  Oberflicke 
eine  Rotationsfläche  sein ,  die  wir  erhalten ,  wenn  wir  den  Durchschnitt  nm 
(Fig.  93)  um  die  Axe  der  Röhre  rotiren  lassen.  Diese  Fläche  ist  nahezu  ehe 
Kugelfläche ,  wir  wollen  sie  als  das  Segment  einer  solchen  betrachten '). 
Fig.  94.  3)  Wenn  2Q  —  P  kleiner  als  Null  ist,  so  ist  die  horii«- 

tale  Componente  der  aus  den  vereinigten  Wirkungen  der  Ho- 
y^  leküle  der  Flüssigkeit  und  der  festen  Wandfläche  hervorgehendei' 
Rcsultirenden  von  der  Wand  fortgerichtet.  Die  Kraft,  wekki 
nun  aus  der  Wirkung  der  Schwere  und  dieser  Horizontalcompf| 
nente  hervorgeht  und  auf  das  der  Wand  nächste  Theüchei^i 
wirkt,  ist  deshalb  nach  B  (Fig.  94)  gerichtet.  Die  auf  der  Eni j 
mR  senkrechte  Oberfläche  der  Flüssigkeit  muss  daher  jetzt  A 
R  Wandfläche  unter  einem  Winkel  tnm  schneiden ,  welcher  kl» 
ner  als  90"  ist.    Aus  ganz  ähnlichen  Betrachtungen  wie  ToHnl 


1)  Diese  Annahme  ist  strenge  gefiommeu  nur  für  sehr  enge  Röhren  gültig.  Ib* 
sehe  darüber  ausser  Foissmi  a.  a.  0.  Hagen,  Poggend.  Annal.  Bd.  LXVIL  p.t- 
E,  Desaifis,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  3.  Sdr.  T.  LI.  WeHheim,  Aiaai»  * 
chim.  et  de  phys.  3.  Sär.  T.  LXIIl. 
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olgt  dum ,  weil  die  Schichten  in  der  Nähe  der  Wand  weniger  dicht  werden, 
iMS  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  der  Nähe  der  Wandfläcben  eine  nach 
ben  coüTeze  Oestalt  erhalten  imd  dasa  dieselbe  in  cylindriachen  RShren  ein 
ich  oben  convesea  Segment  einer  Kugelfläche  bilden  muss. 

Die  GrOsse  2Q  —  P  ist  die  Difi'erenz  zwischen  der  Adhäsion  der  FlUssig- 
dten  an  die  feste  Wand  und  der  Cohäslon  der  FlUssigkeitstheile ;  die  Ober- 
iche  der  Flflssiglceit  muss  daher  in  Genasen,  deren  Wände  nicht  benetzt 
leiden,  eine  convexc  Gestalt  annehmen.  Daas  dieses  der  Fall  ist,  ist  bekannt. 
lu  weiss  z.  B.,  daas  das  Quecksilber  in  Glasröhren  stets  einen  Meniskus,  eine 
inppe  bildet. 

§.77. 

Niveanveräiiderungeii  in  oapiUaren  BÖbren.  Da  nun,  wie  wir  in 
.  75  sahen,  der  molekalare  Druck,  den  eine  FlUssigkeitsoberfläche  durch  die 
Wirkung  der  FlttssigkeitsmolektÜe  auf  sich  selbst  erföhrt,  verschieden  ist  je 
ich  der  Gestalt  der  Oberfläche,  so  folgt,  dass  durch  die  Veränderung  der 
berfläche  das  Niveau  einer  Flüssigkeit  in  engen  RShren  ein  anderes  sein 
naa  als  in  damit  communicirenden  weiten  Bdbren  oder  als  in  einem  weiten 
it  RUssigkeit  gefllllten  Gef^s,  in  welches  die  enge  Bohre  eingetaucht  ist. 

Beginnen  wir  mit  dem  Falle,  wo  die  Röhre  benetzt  wird,  die  FlUssig- 
itsoberfläche  also  concav  ist. 

Wenn  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  concav  ist,  so  ist,  wie  wir  sahen, 
tr  Druck,  den  die  RUssigkeitsbaut  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  ausübt, 
oner  als  bei  ebenen  Flächen.  Wird  daher  in  eine  Flüsaigkeitsmasse  mit 
wner  Oberfläche  MN  (Fig.  95),  z.  B.  Wasser,  eine  enge  Röhre  gestellt, 
nen  Wände  benetzt  werden ,  so 
i  ausserhalb  der  RShre  der  ver- 
öl berabgehende  Druck,  der  aus 
«r  Schwere  der  Flüssigkeit  und 
m  Normaldruck  zusommenge- 
M  ist,  grösser  als  iminnem  der 
Rire.  Auswärts  ist,  wenn  wir 
it  y  den  ans  der  Wirkung  der 
liwere  hervorgehenden  Druck 
»lehnen,  der  vertical  abwärts 
hende  Druck  in  jedem  der  Ein- 
H  gleichen  Stücke  der  Ober- 
«he  gleich  ^  -|-  Ä",  im  Innern  der  Röhre  aber  gleich  ff-\-K — q.  Legen 
j  durch  die  Flüssigkeit  eine  mit  der  Oberfläche  parallele  Ebene  MN,  so 
Das  über  dieser  in  der  Röhre  die  Flüssigkeit  soviel  höher  stehen  als  ausser- 
Jb ,  dasa  das  Gewicht  der  über  dem  äusseren  Niveau  gehobenen  Flüssigkeit 
Mch  ist  der  Diflerenz  zwischen  dem  vertical  abwärts  gerichteten  Drucke  in 
snn  dem  Querschnitt  der  Röbre  gleichen  Flächenstflcke  des  äusseren  ebenen 
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Niveaus  und  demEelben  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  Innem  der  BSIir. 
Denn  wir  wissen,  dass  eine  der  Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  nur  diu 
im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn  der  Druck  in  allen  Punkten  einer  horizm- 
talen  Schicht  derselbe  ist.  Denken  wir  uns  nun  in  e  ein  dem  Qaei-schnitt  f 
der  Rtifare  gleiches  FläclienstUck ,  so  ist  der  dort  wirksame  Druck,  wenn  wir 
gleichzeitig  mit  s  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichuan, 
s.f.cd-{-f.K. 
Im  Punkte  h  senkrecht  unter  der  Röhre  wirkt  das  Gewicht  der  PlÜBaj- 
keitSHiiule  ba  vom  Querschnitt  f,  das  Gewicht  des  Meniskna ,  welcher  Aber  da 
durch  a  gelegten  Ebene  gehoben  ist,  das  mit  m  bezeichnet  werde,  und  dii 
Verticalcomponente  der  in  der  gekrümmten  FlSche  wirkenden  Oberfl&diB- 
»pannung.  Um  zunächst  diu  letztere  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  ein  FlSch» 
dement  ^  f  in  der  ab  kugelförmig  vorausgesetzten  OberflSche,  weldies  «t 
der  Horizontalebune  den  Winkel  ip  bildet.  Der  Normaldruck  in  diesem  B^ 
mente  {K  —  q)  äf  bildet  dann  mit  der  Vertic&len  denselben  Winkel  7 nJ 
die  verticale  Componente  ist  somit 

cos  9  (ff  —  5)  ^f. 
CoH  g^  .  ^  /*  iät  nun  aber  die  horizontale  Projection  dea  FlSchenelemeita 
^  f,  somit  ist  die  verticale  Componente  der  in  dem  Fl&chenelement  wirkeitte 
OberflUchenspannung  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Spannung  in  die  hni- 
zontale  Projection  des  FlBchcnelements.  Was  für  dieses  Element  gilt,  gilt 
alle,  somit  ist  die  verticale  Componente  der  Oberflächenspannung  einU 
gleich  {ff  —  ^)  .  f,  da  der  Querschnitt  der  Röhre  die  horizontale  Frojectii* 
der  Oberfläche  in  der  Bohre  ist. 

Der  in  h  wirksame  Druck  ist  somit 

»./■.al.  +  ™  +  (jr-})./- 
und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  wird 

ä  ./■.«&  + m  +  (ff- (7)  ./■=  s  ./•.  «I +  /•.  r 
oder 

s  .  /■  (rtb  —  cd)  +  Mt  =  g  .  /: 
Wird  die  Bohre  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt,  tanchen  wir  z.  B.  oi 
Glasröhre  in  Quecksilber,  so  ist  die  Oberfläche  der  Flflssigkeit  in  derBShn 
convex  (Pig.  96).     Dadurch  ist 
nach  dem  Frühem   der  vertüd 
abwärts  gehende  Dmok  in  !■- 
nem  der  Böbre  grösser  als  aan 
halb,  und  es  ist  klar,  ds88  it 
halb  die  EJihe  der  Flttsaigkeit 
doT  Bohre  kleiner  sein  mne  ili 
ausserhalb. 

In  ganz  gleicher  Wrise  *>' 

vorhin   folgt  dann  wieder,  dw 

J      der  Gewichtsunterschied  derPtt^ 
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adbden  cd  .  s  .  fand  ab  .  s  .  f*=m  der  Differenz  der  verticalen  Drucke 
tnd  d  gleich  aein  mnss;  es  muss 

s.f{€d-ab)  +  m  =  q.f 

■ieso  Folgenisges  lassen  sich  leicht  durch  den  Versuch  bestätigen.  Tau- 
rir  eine  enge  Glasröhre  in  eine  Rfissigkeit,  welche  die  RöhrenwSnde 
t,  80  wird  im  Innern  derselben  die  OherflSche  der  PlQssigkeit  concav 
e  Flüssigkeit  erhebt  sich  bedeutend  Über  das  Niveau  der  Knssem  FlUasig- 
Umgekehrt  zeigt  sich  eine  Depression  bei  conveior  Oberfläche  beim 
chen  einer  BShre  in  das  sie  nicht  benetzende  Quecksilber.  Man  kann 
i^tsache  sehr  anschaulieb  machen  boi  Anwendung  ü-fünnig  gebogener 
hren  (Fig.  97),  deren  einer  Schenkel  sehr  weit,  der  andere  aber  sehr 
.  Fflllt  man  ein  solches  Bohr  mit  Wasser, 
it  man,  wie  in  Fig.  97,  dass  das  Wasser 
i  engen  Schenkel  um  vieles  höher  steht  ^s 
iten,  während  die  Oberfläche  der  Flflssig- 
i  dem  weiten  Bohre  eine  viel  geringere 
3ung  besitzt  als  in  dem  engen  Rohre.  Das 
lehrte  zeigt  sich,  wenn  man  in  dasselbe 
br  Quecksilber  giesst.  Das  Quecksilber  steht 
wie  Fig.  98,  im  engen  Rohre  viel  tiefer 
weiten  Rohre. 

QTch  einen  andern  Versuch  kann  man  es  sehr 
h  bestätigen,  doss,  wie  wir  soeben  nach- 

,  dio  Erhebung  der  Fltlssigkeiten  bei  benetzenden ,  die  Depression  bei 
lenetzenden,  nur  von  der  ErUmmung  der  Oberfläche  abhängig  ist.  Ver- 
nan  ein  weiteres  (JefBss  (Fig.  99)  mit  einer  engen  BShre  a,  und  taucht 
■c  so  weit  in  Wasser,  dass  das  untere  Ende  der  engen  Bohre  unter  die 

«1.  w. 


Iche  des  Wassers  reicht,  so  steigt  das  Wasser  bis  zu  einer  gewissen  Höbe  li 
lern  iusaeni  Niveau;  zieht  man  nun  das  Gof^s  aus  der  Flüssigkeit  all- 
h  berans,  so  mnss  in  der  engen  RShre  das  Wasser  immerfort  die  Höhe  h 
«m  Niveau  des  äaaBern  Wassers  besitzen,  weil,  wie  wir  sahen,  die  Höhe, 


K»l>''rimi;iit«lk  [!■■_■ 
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')^'  riii'l.''  '-ni -l-li'')i<l>'ii  Driick'lifTiT^iu.  üüii  iaa  3iuis  .edcntirTiiLiäi, 
iti  nri 'Dii-il  i|i"  H'iii-ii  ((i-f;!-!-»:)!  iiQ^  •l«rFl:U3uiäiiir-UFr-J'>i:s^  ^oais 
II  ]i  III  '>  li^itii;! ,  wir  wir  Trllli'-r  niilif.-n,  nlihr.  in  -T'in.  us*  ?-inii  U±  Ü'^mi 
.1.  III  Ulli  i»i<  <l-'i  ll'>)i'-  '"I  'l'T  FlUsiiitrk«?  IsKE  'i.  W^i>  Uc  '^«oei  »dt, 
„  ,„ iiiT  ilii'riii  Wi-i<:ii  nK-mlirli  jfTii^M  lIilsvlnduaMbiuuL  .uibtsL 

-)' 1,1  tii.m  <lii'.;i'.i  tlrni-i-:  iiiiiKokefart,  wi^  in  Fjc.  :<iti.   ji  w 

i.ii  (lii!  Iii-|tii<-:iiii>ii  ')''  il'-'  (jucrkiiiliicrii  die^Ib^.  üü  Titna  sibi 
ii;  v«ii  ilii  Wi-ilii  >lri  •■iiK>-<i  iiiitfi'ni-txU'ii  BShr«  io. 'iottrJEiiibia' 
mIi>.  wti>  •<"  '■■  '■ Viirl>;>-ii  ili«  Tliciri«  rerlaiur;. 

l'Jiiii'ii  IUI.  Ii  >  vi'l<- rill  Vi-iMiili  fuhrt  La  fUa  a.  Mnec  .,T^ 

'liimlil  tiiiiii lii-lirifIlriniK'<'-()liii.WilircheB,  wü  J^C   Pjt.  I 

1,1  .:i>  IimI  in  W»:-n  ,  il'i.i  il«r  kllrxiTu  Kchtokel  gvu  imssxDBi] 
'.li'iKt  'I""  Wasa«r  in  dem.  Mityr-n  ^ 

r  }(i-wiHsen  Hfih«  i  tlbxr  iie  y:T^u  im 
tlii-.M'ni  Flltij>igkdt  AJ.  ZLda^  m^m  i^  da 
Knini-lii'ii  lii>rauii,  so  bU'iet  iük  's»;!  J  ^ 

i'uIiIl'Ii,  und  >ofün  sieh,:  sas..  *ie  & 
l''IIU.'>i^'ki'it  in  (l«m  langem  A-h^nfc.*!  K-Jc^  _ 
.  h,  wfil  jftat  in  der  convexeo  '>bt;r!lil*e  U 
ili'i'  vi'i'tii'ul  ubwSrt-  gerit'lLWK  Dnok  jirSal 
itls  vorliiT  in  der  ebenen  ObeiilAch«  da 
-■vTii  fllWickoit.  Nimmt  man  nan  denTrc] 
i'sii-liiiK  fort,   KO  wird  die  Convexität  beii 

Lln iiml  man  ..iilii  ilumi ,   il'i-.s  di'iii  t'iitspnicbend  die  Fltbsigknt  in  A! 

..lnk(,  liiil  )»'in  -rliluv-lii-li  ilii>  lli>>;ivtmuit;!<llitcbe  der  FlOäsigkett  in  J  dank 
l,.iit;.-..,.|.t..  \V.A:niiluii<'  .1.- .  ■rri.i.li'iLs  .■b.'u  gemacht,  mo  ist  die  Höhe  der  FUj- 
.'i»a<>ii  tu  IH'  nii'iL'r  i'lii'ii..',  «»'  ."io  wiir,  »U  das  BObrcben  in  da«  Wasitr 

i'tnr:<'l Iil    nm       Ui-iin   iumi  >lituu   diinli   vorsichtiges  Zulegen  von  TrGl^ 

ili»n  in    I  <bi'  iKiluiv  (»nvi'Ml.'it  »WiT  borstellt,  so  steigt  anch  du  Wi 
ii>  /•'('  n>i'<li<i  Ml  M'iii.'i  IVit1i.-i'u  UMu'  :ui. 

l'Uni'ti  iiliiilirhi'ii  W'i^iuli  h'ibt  1.»  l'ltiiv  an,  um  za  zeigen,  daäsdieDt- 
l'H'-^'H»!!  iin.l  l'i)ii>1>nii;{  >lt'i'  l'liKNi^ki'il  tit-r  gknclien  Un»che  angehfireo. 

tlii-..;l  w;tM  iti  .im- lili-iMiiv  vlV-  *<'-^'  bei  weloher  der  weitere  &*•■ 
M  lrinr:<'i  ^A  *\-  .l.i  .nyo,  VIL.'hol.  sv>  winl  luuScbst  der  Alkohol 
i'iir;<'n  ^<l'h>'ul.I't  liMui  ^tiliiii  .ils  tm  wciiiu.  t>un.'li  langsames  und  Torsichtig« 
Niii'bti.'i-I'.'ln  \.'ii  Vlkolivl  K-nii'Lt  m;Ki  tiun,  du«  die  FlOasigkeit  in 
.'n.:.>ii  'Mx'nL.I  ,;.-i:).i.-  .t;ks  Ku.U-  i-m-uh;:  fuulchst  bleibt  die  OberflScbe coi- 
•  II«,  nll^l  >li'i  \1L>-Ii.<l  suhl  if.i  »oiu-rtt  S>,-hi.<ukeI  gerade  soviel  tiefer  *li 
ti'ilii'i.  lUiMb  «i'iituvs  \.-i"«iL'ttf.^^->  N-u-hirCcfi-ln  kann  man  dann  bevirVflt, 
lUs-  dl.'  »*l'iiiU,hi'  ili-(  na»»i,i;in':t  iv!  h  ^rst  eben,  ilaan  wie  bei  dem  ymf9 
Vitotit-ht'  >'iu  t'iHiviAi'i-  'tV\')>i'.'u  »Lot.     Xl.m  b^'tvii'fatet  dann  aaob,   Jau  bä 
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ebener  Begrenzung  in  h  die  Flüssigkeit  im  weiten  Schenkel  nahezu  die  gleiche 
Höhe  hat  als  im  engen,  und  bei  convexer,  dasa  die  Flüssigkeit  in  dem  weiten 
viel  höher  steht;    ein  Beweis,   dass  die  Erhebung  oder  Depression  in  einer 
Bohre  nur  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  und  somit  von  der  Oberflächen- 
spannung abhängt. 

§.  78. 

Steighöhen  in  verschiedenen  Bohren.  Wir  gelangten  vorhin  zu 
dem  Resultat,  dass  in  einer  capillaren  Bohre  das  Gewicht  der  gehobenen  oder 
deprimirten  Flüssigkeit  gleich  sein  muss  der  Druckdifferenz  in  der  gekrünmi- 
ten  Fläche  der  Bohre  und  in  einem  dem  Querschnitte  der  Bohre  gleichen 
Flftchenstücke  der  ebenen  Oberfläche. 

Behalten  wir  die  vorhin  gebrauchte  Bezeichnung  bei  und  setzen  die  Diffe- 

*'eii2  ab  —  cd,  die  Steighöhe  der  Flüssigkeit  gleich  //,   so  erhalten  wir  zur 

Bebtimmung  derselben 

s  .  f .  h  -}-  m  =  q  .  f 
oder 

s  .  h  -f-   =  q. 

In  cylindrischen  Bohren  endigt,   wie  erwähnt,  die  Flüssigkeit  in  einer 

Kogelfläche.     Nennen  wir  den  Badius   derselben  ^,   so  hatten  wir  in  §.  75 

erhalten 

H 


Wir  erhalten  demnach 


H 


^  =  7 


,     .      m  Hl 

h  4-  -     .=  —  '  -■■ 
*    8  .  f         s       Q 


^er  wenn  wir  —  =  a^  setzen , 

8  ' 

7*  H =  «2  .  _ . 

Fdr  sehr  enge  Bohren  können  wir  nun  das  Gewicht  m  des  Meniskus  ver- 
^^Hlässigen ,  für  diese  erhalten  wir  dann 

^^^T"  die  Steighöhe  oder  Depression  in  cylindrischen  Bohren  ist  proportional 

^*^  reciproken  Werthe  des  Krümmungsradius  der  HüssigkeitsoberflUcho.   Die- 

ISsst  sich  nun  unmittelbar  aus  dem  Durchmesser  der  Bohre  bestimmen, 

folgt.    Ist  (Fig.  103)  ah  die  Bohre  und  tisi  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit, 

^^r  Mittelpunkt,  der  kugelförmigen  Oberfläche,  und  der  Badius  der  Bohre 

^^^ichr,  80  ist 

uü  r 

ou  =  Q  == 


'^^ 


COH  OUV  COB  ouv 


Legen  wir  nun  im  Punkte  m  an  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Tan- 
^^^te,  so  bildet  diese  mit  der  Böhrenwand  den  Winkel  ö,  welcher  für  dieselbe 
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3Ö8  SfeighOheo  in  Rohren  Tcnchiedener  Weit& 

FlQssigkeit  und  für  dasselbe  Material  der  Böhrenwandiin^  c 
der,  wie  wir  sahen,  imt«r  dieser  Voranssetzimg  constute  Winkel  ist 
Vit  los.«         welchem  die  OberflUche  der  Flflssigkeit  die  Wand  de 
schneidet.   Da  snn  au  senkrecht;  zur  Tangente  and  i 
rocht  zur  BShrenwand  mit  in  u  ist,  so  folgt 

*  ouv  =  e 

und  daraus 

*       cos©' 
Setzen  wir  diesen  Ausdruck  für  ^  in  nnsn«  Gl 


=1     für  A ,  60  wird 


•  cos  8 


1 


Es  folgt  also,  dass  in  hinreichend  engen  csylini 
Bohren  desselben  Katerials  die  Steighöhen  oder  De 
neu  einer  Flüssigkeit  dem  Halbmesser  der  BQhren  umgekehrt  prop 
sein  müssen. 

Dieser  Satz,  den  scboii  ältere  Physiker  aus  Ihren  Beobachtungen 
ten,  so  der  Jesuit  Honoratius  Fabry')  um  die  Mitte  des  17.  Jahrhnndt 
'  in  neuerer  Zeit  durch  sehr  genaue  Beobachtungen  bestätigt  worden ,  i 
von  Gay-Lussac,  welcher  auf  Anregung  von  La  Place  Vennch»  «nr  1 
der  auch  von  uns  vorgetragenen  Theorie  von  La  Place  anstellte*).  Die^ 
welche  Gay-Lussac  anwandte,  waren  sorgfältig  calibrirt  und  ihr  Dnrc) 
aus  dem  Gewichte  eines  Quecksilberfadena  von  gemessener  Lfinge  fol 
massen  bestimmt.  Ist  die  Länge  des  Quecksilberfadena  in  der  BObre  gi 
gleich  l,  das  Gewicht  desselben  gleich  g,  das  specifischo  Gewicht  des 
Silbers  gleich  s  und  der  Radius  der  Bühre  gleich  r,  so  ist 
g  =  r''  als 


^/?. 


Die  Röhren,  in  welchen  die  Steighöhen  verglichen  wurdoi,  wa 
zugleich  in  einer  durchbohrten  Metallplatte  befestigt,  welche  aof  den  t 
geschliffenen  Bond  eines  grossen  Olasgefilsscs  gelegt  wurde.  Das  Geßisf 
durch  Stellschrauben  so  gerichtet  werden,  dass  die  Ebene,  aof  der  die 
platte  lag,  genau  horizontal  und  somit  die  Röhren  genau  vertical  wäre 
wurde  das  GefSss  mit  der  zu  .untersuchenden  Flüssigkeit  gefUlt,  die 
im  Innern  durch  mehrmaliges  Aufsaugen  der  Flüssigkeit  vorsichtig 
und  dann  die  Höhen  der  Flüssigkeitssänlen  in  den  Röhren  g 


1)  Gehter's  pbyeikalisehea  WSrterbuch.  Artikel  CapUlorit&t. 

2)  ('ay-/,Ksgac,  Versuche  in  J.itPIace'i'bäoriccapillaire.  Supplem.  ididI' 
der  Mi^canique  Celeste,  (fiiberl's  Annaion  Bd.  XXXllI.  p.  Sie  ff. 
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Die  Ton  Glay-Lussac  erhaltenen  Besoltate  sind  folgende : 

Plflsaigkeit  ^^Rj^r^rr^^"  Steighöhe  h  2rh 

^  1 1,294  Millim.  23,379  Millim.  30,262 

*^*^ i  1,008        „  15,908        „  30,263 

Alkohol  vom  specif.      jl,294       „  9,398      „  12,164 

Gew.  0,8196  (1,903        „  6,389        „  12,158 

Man  sieht,  dass  die  Werthe  für  2rh  bei  den  verschiedenen  Beobachtungen 
fast  genau  dieselben  sind,  dass  also  wirklich  die  Steighöhen  der  Flüssigkeit 
iü  verschiedenen  Bohren  desselben  Materials  dem  Durchmesser  der  Bohren 
umgekehrt  proportional  sind. 

Dasselbe  Besultat  bestätigen  die  Versuche  von  Brunner  ^),  Desains^), 
Bede^)  u.  a«  für  Bohren,  deren  Querschnitte  hinreichend  klein  sind,  so  dass 
die  Voraassetzung  einer  kugelförmigen  Oberfläche  erfüllt  ist. 

Lassen  wir  die  Flüssigkeiten  zwischen  zwei  parallelen  Platten  oder  in 

prismatischen  Bohren  ansteigen,  so  ist  die  Form  der  Flüssigkeitsoberfläche  nicht 

\     ein  Kngelsegment,  sondern  eine  anders  gekrümmte  Fläche,  so  z.  B.  zwischen 

xwei  parallelen  Platten  eine  Cylinderfläche.    Um  deshalb  die  Steighöhe  in  sol- 

[     cfaen  Zwischenräumen  zu  bestimmen,    haben  wir  zunächst  die  Grösse  q  für 

ii^K^ndwie  gekrümmte  Oberflächen  aufzusuchen^). 

Legen  wir  zu  dem  Ende  durch  irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche  eine 
^or  Oberfläche  in  diesem  Punkte  senkrechte  Ebene ,  so  werden  wir  in  dieser 
Sbene  einen  Kreis  ziehen  können,  den  sogenannten  Krünmiungskreis ,  der  in 
dieser  Ebene  mit  der  Schnittkurve  der  Oberfläche  sehr  nahe  zusammenfällt, 
^  dass  Vir  die  Schnittkurve  als  einen  Bogen  dieses  Kreises  ansehen  können. 
^'^^  den  Normaldruck  in  dieser  erhalten  wir  daher,  wenn  wir  unsere  frühere 
^^<^6ichnung  beibehalten, 

^orin  dann  jp^  den  Normaldruck  in  einer  Linie  bedeutet,   welche  wir  durch 
•*>^e  ebene  Oberfläche  legen. 

Legen  wir  durch  die  Oberfläche  eine  zweite  zur  eben  angenommenen 
'B^lcrechte  Schnittkurve,  so  erbalten  wir  für  diese  in  ganz  gleicher  Weise 

P^-Po±f,^ 
irenn  ^,  der  Badius  des  dieser  Schnittkurve  angehörigen  Krümmungskreises 


^^  _  • 

1)  Brunner,  PoggcndorfTs  Annalcn  Bd.  LXX. 

2)  E.  Desains,  Annalos  de  chim.  et  de  phys.  III.  S<^r.  t.  LI. 

3)  Bkde,  Mämoires  couronnds  de  TAcaddinie  de  Bruxelles.  T.  XXX.  1861. 

*)  La  Place,  Theorie  etc.  Gilberts  Annal.  Bd.  XXXIII.  p.47ff.    Poisaon,  Nou- 

telle  throne  de  raction  capillaire.  Paris  1831.     Gauss,  Prineipia  generalia  theoriae 

figurae  flaidorum  in  statu  aequilibrii.  Comment  societatis  regiae.  Bd.  VII.  üötting. 
1832. 

17  • 


260  Steighöhe  sswiBchen  zwei  Platten.  8.  78.^.. 

ist.    Für  den  in  diesen  beiden  Schnitten  vorhandenen  Norroaldmck  e 
wir  somit 


i>o+P.  =  2l.o  +  c(A+l). 


Denken  wir  uns  jetzt  die  ganze  Oberfläche  durch  unzählig  viele  solch 
Paare  von  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Schnitten  gegeben,  so  wird  der 
ganze  Normaldruck  gleich  sein  der  Summe  aller  der  Spannungen ,  die  wir  flüc 
jedes  Schnittpaar  erhalten.  Sind  n  solcher  Schnittpaare  vorhanden,  so  wird 
da  jeder  Summand  das  Glied  2pq  erhält,  das  erste  Glied  der  Summe  n  .  2p^.  ^j 
Der  Werth  dieses  Gliedes  ist  aber  einfach  gleich  K,  gleich  dem  Normalämclif 
in  einer  Ebene,  da  wir  die  ganze  Ebene  erhalten,  wenn  wir  durch  nnse: 
Punkt  alle  Linien  in  einer  Ebene  legen. 

Das  zweite  Glied  jedes  Summanden  ist 


wenn  wir  mit  ^^  den  Krümmungsradius  irgend  eines  Schnittes  und  mit  f^, 
den  Krümmungsradius  des  dazu  senkrechten  Schnittes  bezeichnen.  Nach  eim 
von  Euler  bewiesenen  Satze  ist  nun  aber  immer 

wenn  wir  mit  q  den  Radius  der  stärksten  Krümmung,   also  den  kleinst^iK^^ 
Krümmungsradius  und  mit  (f   den  Radius  der  schwächsten  Krümmung,  ab»« 
den  grössten  Krümmungsradius  bezeichnen ,  welcher  einer  auf  der  Ebene 
stärksten  Krümmung  senkrechten  Ebene  angehört.    Es  ist  deshalb  auch 
zweite  Glied  aller  Summanden  dasselbe,  und  somit  das  zweite  Glied  der'Samini^^Ljf 
einfach  gleich 

-  ( ; + v) 

und  damit  der  Normaldruck  in  einer  irgend  wie  gekrümmten  Fläche  gleich 


P=2J:±nc(i  +  l) 


Den  Werth  des  Coef^cienten  nc  können  wir  folgendermassen  erhalten, 
dieser  Ausdruck  für  jede  krumme  Fläche  gilt,  so  gilt  er  auch  für  eine  KagS"*'" 
tiäclie;  bei  einer  solchen  sind  aber  alle  Krümmungsradien  gleich,  also  i»«^*^ 
^  =  ^';  für  die  KugelAäche  ist  somit 


P  =  Jt  +  «c(J  +  })=*'  + 


2nc 


1 
9 


Für  die  Kugelfläche  haben  wir  aber  früher  erhalten 

r  =  K  +  " , 

9 
somit  ist 


n  ^  2tic  11 

9 


,    iW 
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Damit  erbalton  wir  scbliesalich  fUr  eiuo  irgendwie  gekrIlminU  Oberfläche 
al»  den  3er  FUchoneitilieit  entsprechenden  Normaldruck 


^-'^±?(7  +  7)- 


Hg.  IM. 


^eoden  wir  diesen  Äuadnick  au,  um  die  Steighöhe  zwischen  zwei  nahen 
p«T«Uelen  hatten  zu  bestimmen.  In  diesem  Falle  ist  die  Flflssigkeitsob ertliche 
BJXL  Theil  einer  CylinderflSche,  Indem  nach  der  einen  Richtung  hin  die  FlUssig- 
kflit  gar  keine  Begrenzung  hat.  $ei  nun  (Fig.  104)  ab  ein 
Durchsclmitt  senkrecht  zu  den  Platten  und  sei  d  ihr  Ab- 
stand, so  ist  der  Erümmimgsradius  der  Schnittkurve  usi 
der  Hadius  der  st&rksten  Krümmung,  oder  der  kleinste 
KrOmmungsradins,  er  sei  gleich  q.  £in  den  Platten  parallel, 
also  zum  vorigen  senkrecht  durch  die  FlUssigkeitsoberfllicho 
geführter  Schnitt  trifft  dieselbe  in  einer  geraden  Linie,  da 
in  der  Richtung  dieses  Schnittes  die  Flüssigkeit  keine  feste 
Wand  berührt.  Der  Radius  des  KrUmmungskreisos  in  dieser 
Kchtong  ist  also  unendlich.   Darans  folgt 

;  '  _0;P-jr  +  ?-i. 


E  Nun  ist,  wie  oben,  die  Steighöhe 


Fflr  (f  erhalten  wir  wieder 


"       coB  ©       2  .  coB  e 
I  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  Hir  h,  ao  wird 


wir  wieder  fllr  hinreichend  kleine  Werthe  von  d  den  Werth  von  m  ver- 
dOrfen. 


Die  Steighöhe  zwischen  zwei  parallelen  Platten  ist  sonach  umgekehrt 
fnportional  dem  Abstände  der  beiden  Platten;  oder  die  Steighöhe  zwischen 
lUelen  Platten  ist  halb  so  gross,  als  in  Röhren  von  gleichem  Durchmesser. 
Versuch  bestätigt  dies,  denn  Gay -Luisse  fand  bei  den  schon  vorhin  cr- 
■Ihnten  Versuchen  fllr  einen  Abstand  der  beiden  Platten  von  1,069  HilU- 
die  Steighöhe  gleich  13,574  Millimeter,  woraus  das  Produkt  (fA  =  14,B24 
ergibt,  welches  nur  wenig  von  der  Hälfte  unseres  Werthcs  von  2rA 
ibweichi 

Dm  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  Steighöhe  der  RUssigkeiten  zwi- 
en  twei  Platten  umgekehrt  proportional  dorn  Abstando  der  Platten  ist, 


.»-^' 


26a  St«ighnhe  zwincihcn  iwci  Platten.  |.  J4 

kann  man  uinen  uinfacfacn  Versuch  anstellen.  Uan  stellt  zwei  Platten  m  in- 
sammen  (Fig.  105),  dass  sie  sich  in  einer  Verticallinic  schneiden, 'so  dut 
also  die  innem  Ebenen  derselben  mit  einander  einen  kleinen  Winkel  bSdo. 
Von  der  Schnittlinie  aas  nelunen  dann  die  Abstände  der  Platten  stetig  il 
Taucht  man  onn  diesem  System  in  Wal- 
ser nnd  sorgt  dafllr,  daes  die  Inair 
w&nde  der  Platten  gehörig  benettt  ml 
so  steigt  die  FlDssigkeit  zwiscben  da 
Platten  in  die  Höhe.  Die  HBhe  vA  lim 
an  verschiedenen  Stellen  verschied^ 
und  zwar  so,  dasa  ihre  OberflBebe  tat 
stetig  gckrOnunt«  Fläche  bildet ,  isda 
die  Steighöhen  am  so  kleiner  mri», 
jo  weiter  die  entsprechenden  PuskttTM 
dem  Scheitel  des  Winkels,  in  welchem  sich  die  Platten  schneiden 
sind.  Misst  man  nun  die  Abstände  der  yerschiedenen  Punkte  o,  sowohl 
dem  Niveau  der  äussern  Flllusigkeit,  als  auch  von  der  Linie,  in  welcher 
die  innem  Wände  der  Platten  sehneiden,  so  findet  man,  dass  die  vers 
donen  Punkte  a  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  deren  Asjmptcta 
das  Niveau  der  Uussern  RUfsigkeit,  und  die  Verticale  sind,  in  welcher  wl 
die  Innenwände  der  Platten  schneiden. 

Diese  Thatsache  wird  von  der  Theorie  verlangt,  denn  nach  dem  voriä 
abgeleiteten  Satze  müssen ,  wie  sich  leicht  zeigen  lilsst,  die  HCfaen  der  Flflssif 
kcit  in  verschiedenen  Abständen  von  dem  Scheitel  des  Winkels  die  Ordiuta 
einer  soU^hen  Hyperbel  sein. 

Denn,  bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  a  von  dem  Scheitel  du 
Winkels  mit  x  und  die  Höhe  der  Flüssigkeit  bei  o  mit  y,  so  ist  der  Ab- 
stand d  der  Platten  im  Punkte  a 

d  =  mx, 

wenn  t»  eine  constante  Zahl  bedeutet.    Damus  erhalten  wir  die  Steigb5lw  f 
im  Punkte  a 


und  das  i.st  der  Ausdruck  einer  gleichseitigen,  auf  ihre  Asymptoten  bciograti 
Hyperbel. 

In  ähnlicher  Wei^jc  lässt  sich  die  Steighöhe  der  Flüssigkeiten  fttr  capillm 
Zwischenräume,  welche  eine  andere  Gestalt  haben,  bestimmen,  wenn  am 
den  grösaten  und  kleinsten  Krümmungsradius  kennt,  welche  die  gekritnmtt 
berfläche  besitzt. 


$.  79. 
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GapillaritfttsoonBtaiiten.  Die  im  Vorigen  dargelegte  Theorie  der  Ca- 
pillarerscheinangeii  zeigt,  das8  dieselben  wesentlich  von  den  beiden  Grössen 
«'.nnd  S  abhängig  sind,  von  denen  die  erstere,  oder  genauer  das  Produkt 
derselben  in  die  Dichtigkeit  der  betreffenden  Flüssigkeit,  die  mit  H  bezeichnete 
jt  ftctoe,  ein  Maass  für  die  Cohäsion  dieser  Flüssigkeit  ist,  da  sie  uns  die  Ober- 
Hehwigpannnng  in  der  Flächeneinheit  einer  Kugeliiäche  gibt,  deren  Radius 
l^h  der  Einheit  ist;  während  die  andere,  6,  von  dem  Terhältniss  der  Ad- 
lon der  Flüssigkeit  an  den  festen  Körper  und  der  Cohäsion  der  Flüssigkeit 
i^kfabigig  ist. 

Für  soldie  Flüssigkeiten,  welche  die  festen  Körper  vollkommen  benetzen, 

,ili  der  Winkel  S  sofort  gegeben,  er  ist  gleich  180^    Denn  bei  diesen  haftet 

letzte  Flüssigkeitsschicht  einfach  an  der  Wand  wie  eine  Haut,  das  letzte 

dgkeitselement  in  der  Oberfläche  ist  somit  der  Wand  parallel.   Da  wir  nun 

Winkel  S  von  dem  obem  Ende  der  Röhre  aus  gerechnet  haben,  so  wird 

5h  e  =  180». 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  wir  nun  auch  leicht  für  cylindrische 

m,  deren  Durchmesser  so  klein  ist,  dass  wir  die  capillare  Oberfläche  als 

Kugelfläche  betrachten  dürfen,  das  Gewicht  m  des  Meniskus  bestimmen. 

nämlich  die  kugelförmige  Oberfläche  die  Röhrenwand  unter  einem  Win- 

von  180®  schneidet,  so  ist  dieselbe  eine  Halbkugel,  deren  Radius  gleich 

jenigen  der  Röhre  ist.    Das  Volumen  des  Meniskus  ist  somit  gleich  dem- 

m  eines  Cylinders  von  der  Höhe  des  Radius  r  der  Röhre  weniger  dem  der 

Lbkugel  von  gleichem  Radius.   Demnach  erhalten  wir  für  m 

m  =  {r^  n  ,  r  --  ^/.^  r^  n)  .  s  =  V3  r^  n  s 
daraus 

-    -^ /Z  -t     ^     o  /3  ^* 


s.f 


r*  ,n  ,  8 


Damit  erhalten  wir  dann  schliesslich  für  die  Steighöhe  in  cylindrischen 
(bren,  welche  von  der  betreffenden  Flüssigkeit  vollkommen  benetzt«  werden, 

Ä  +  V3  r  =  a^  •  cos  180«  •  ^ 

ler  unsere  Capillaritätsconstante  a^  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  um  7 
Radius  vermehrten  Steighöhe  in  den  Radius  der  Röhre ,  wenn  die  Röhre 
|>ao  eng  ist,  dass  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Kugelfläche  ist.  Darin,  dass 
l^ffie  Conatante  hier  als  das  Produkt  zweier  Dimensionen  auftritt,  liegt  auch  der 
[•Chmnd,  dass  sie  als  a^  bezeichnet  ist.  Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass 
.fia  Flüssigkeit  in  der  Röhre  höher  steht  als  ausserhalb.  Wird  der  Radius 
if  «=»  1™°,  so  wird 

«' (Ä  +  Vs), 

oder  die  Constante  a'  kann  auch  als  dio  um  '/»"""  veimehrte  Steigböho  in 
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einem  Rohr  von  2"""  Durchmesser  definirt  werden,  vorausgesetzt,  dass  dort 
die  capillare  Oberfläche  eine  Kugelfläche  wäre. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  a^  genügt  es  deshalb,  die  Steighöhe  einor 
Flüssigkeit  in  einem  cylindrischen  Rohr  von  bekanntem,   aber  sehr  kkuMB 
Radius  r  zu  bestimmen,  und  in  dieser  Weise  ist  dieselbe  für  eine  nicht  mi* 
beträchtliche  Anzahl  von  Flüssigkeiten  von  Frankenheim  ^) ,   Mendä6eff^ 
Bede  ^)  u.  a.  bestimmt  worden.   Man  kann  indess  auch  auf  andere  Weise  & 
Constante  a^  erhalten,   die  sich  aus  einer  andern  Bedeutung  ergibt,*  die  wir 
derselben  beilegen  können;  wir  können  nämlich  a^  auch  definiren  als  das  dop- 
pelte Volumen  ausgedrückt  in  Kubikmillimetom ,  welches  an  der  Lftngeneia' 
heit  der  Berührungslinie  zwischen  dem  festen  und  dem  flüssigen  Körper  übet 
das  Niveau  der  Flüssigkeit  emporsteigt ,  wenn  wir  einen  festen  Körper  in  eine 
Flüssigkeit  eintauchen. 

Denn  das  Volumen  der  in  einem  capillaren  Rohr  aufsteigenden  Flü^g*, 
keit  V  ist 

Der  Umfang  des  Rohres  u  ist  aber 

u  =  2rn , 

somit  das  für  die  Längeneinheit  des  Umfangs  gehobene  Volumen 


±  =  V,r(Ä  +  |)  =  v.«' 


und  schliesslich  das  an  der  Längeneinheit  der  Berührungslinie  gehobene  Gt-j 
wicht  in  Milligrammen 

^  .  5  =  of  =  V2  a^  5  =  V2  Ä 

Man  kann  ebenso  die  hier  mit  a  bezeichnete  Grösse ,  das  an  der  Llngen- 
einheit  der  Berührungslinie  gehobene  Gewicht  als  die  Capillaritätsconstante 
bezeichnen,  wie  es  in  neuerer  Zeit  vielfach  besonders  von  Wilhelmy  nnd 
Quincke  geschehen  ist. 

Wilhelmy  "*)  hat  diese  Constante  a  nach  einer  sehr  einfachen  und  genuMi 
Methode  bestimmt,  auf  welche  wir  etwas  näher  eingehen  müssen,  da  sie  aack 
ausserdem  zu  einer  Reihe  sehr  interessanter  Resultate  geführt  hat.    Wilhdajf. 
hing  feste  Körper,   planparallele  Platten  oder  Cylinder,   deren  Dimensionei 
vorher  genau  gemessen  waren ,  an  den  einen  Arm  einer  feinen  Wage  und  be- 
stimmte ihr  Gewicht.     Er  Hess  diese  Körper  dann  bis  zu  einer  bestimmtoi 
Tiefe ,  so  dass  ein  genau  bekanntes  Volumen  derselben  eintauchte ,  in  die  n 
untersuchende  Flüssigkeit  hinab.    Wegen  der  Art  und  Weise ,  durch  die  Wil- 
helmy dieses  Volumen  bestimmte ,  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  vorwieseo 

1)  FrankenJieim ,  CohäsionBlehre.  Breslau  1835.  p.  79  ff. 

2)  Mendeleeff,  Comptes  rendiis.  T.  L.  p.  52.  T.  LI.  p.  97. 

3)  Btde,  Mönioirea  couronnäs  de  Briixelles.  T.  XXX. 

4)  Wilhelmy,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXIX,  CXXI,  CXXIL 
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werden.  Es  wurde  dann  das  Gewicht  des  eingetauchten  Körpers  beobachtet. 
Dieses  Gewicht  ist  gleich  dem  Gewicht  des  Körpers  in  der  Luft,  P,  weniger 
dezn  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit,  plus  dem  Gewichte  der  capillar 
{gehobenen  Flüssigkeit.  Denn  diese  Flüssigkeit  wird  von  dem  Körper  getra- 
gen, das  Gewicht  des  Körpers  also  um  dieses  Gewicht  vergrössert.  Ist  dem- 
nach n  das  Gewicht  des  eingetauchten  Körpers,  G  das  Gewicht  der  verdrängten 
FlOssigkeit  und  l  der  Umfang  des  festen  Körpers  im  Niveau  der  Flüssigkeit, 
mlso  die  Lftnge  der  Berührungslinie,  so  ist 

n=P—G  +  a.l 

und  daraus  die  Constante  a 

n  —  P  +  G 

(K  =  ! . 

X 

An  diesem  Werthe  von  a  muss  indess  noch  eine  .Corrcetion  angebracht 
werden.  Wie  wir  nämlich  §.  76  erwähnten ,  hat  Poisson  hervorgehoben ,  dass 
tu  der  Oberfläche  der  festen  Körper  eine  Verdichtung  der  Flüssigkeit  statt- 
finden müsse,  da  sonst  die  Gestaltsänderung  in  der  Oberfläche  nur  in  unend- 
lich kleinem  Abstände  von  der  Wand  statthaben  könne.  Wenn  nun  aber  eine 
solche  Flüssigkeitsverdichtung  stattfindet,  und  dieselbe  messbar  ist,  dann 
muss  dadurch  das  Gewicht  77  des  eingetauchten  Körpers  noch  vergrössert  wer- 
den ,  da  der  feste  Körper  diese  verdichtete  Flüssigkeit  trägt.  Bezeichnen  wir 
die  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpertheiles  mit  0  und  mit  ß  die  an  der 
Enheit  der  Oberfläche  verdichtete  Flüssigkeitsmenge,  so  wird  hierdurch  77 
'"Q  0 .  j3  vergrössert,  und  es  wird 

n  =  P—G  +  a.l+  O.ß 
oad  damit 

«  =  ?-=^/':--^^? ;       .      (1). 

Ob  der  Werth  von  ß  messbar  ist,  und  welchen  Werth  dasselbe  hat,  das 
^'^^bt  sich  aus  den  Beobachtungen  selbst ,  indem  man  ein  und  denselben  Kör- 
^  biB  zu  verschiedenen  Tiefen  eintaucht.  Taucht  man  den  Körper  so  weit 
^"*»  dass  die  untergetauchte  Oberfläche  Oj  und  dadurch  das  Gewicht  des  ein- 
^^"^^chten  Körpers  77,,    das  der  verdrängten  Hüssigkcit  6rj    wird,    so  er- 

^^n,-p  +  G,^o,.ß ^  ^.^^ 


^  aus  den  beiden  Gleichungen  für  a  wird 

._n--n,  +  G-G,  .  . 

P  =  —  o-öi         ^•^^• 

Als  erstes  Resultat  aus  den  Versuchen  Wilhelmy's  heben  wir  hervor, 

^^    sich   in  der  That  bei   einer  Reihe  von   Flüssigkeiten   für  ß  messbaro 

^Hhe  ergaben,  und  dass  die' Werthe  je  nach  der  Natur  der  Flüssigkeit  und 

^^  festen  Körpers  verschieden  sind.    Die  von  Wilhelmy  bestimmten  Werthe 

^^^  ß  sind  in  Milligrammen  und  Quadratmillimetem  folgende 


2ÜC 
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I 


Flüssigkeiten    ,  — 


Werthe  von  ß  an 


Glas         Platin       Silber    ;  Messing  |     Zink 


Acthylalkohol 
Amylalkohol 
Aether .  .  . 
Aceton .  .  . 
Essigsäure . 
Essigäther  . 


0,01259 
0,01242 
0,01186 
0,01290 
0,00875 
0,00051 


0,00641 
0,00449 
0,01180 
0,00220 
0,00169 
0,00521 


0,01612 
0,01160 


0,02326  ;  0,00709 
0,00497      0,00786 


Aluminium 


0,00716 
0,00657 


Es  zeigt  sich  hier  keineswegs,  was  man  zunächst  hätte  vermuthen  soll^  iBt 
doss  dio  Verdichtung  mit  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  zunimmt, 
Gegentheil  sind  die  Vcrdichtungscoefficienten  für  den  dichtesten  KOrpcr,  d^ 
Platin ,  im  allgemeinen  am  kleinsten. 

Für  die  Grösse  a  selbst  ergibt  sich  dann  weiter  aus  den  Versuchen, 
dieselbe  nicht,  wie  es  aus  der  vorgetragenen 'Theorie  folgen  sollte,  für  ci 
Flüssigkeit  durchaus  constant  ist,   es  nahm  dieselbe  für  verschiedene  feste 
Körper ,  ja  selbst  für  verschiedene  Formen  ein  und  desselben  Körpers  merklicsh 
verschiedene  Werthe  an.     Auch  die  Werthe  von  ß  zeigen  je  nach  der  Porr»» 
des  festen  Körpers  sich  unzweideutig  verschieden.    Besonders  ausftlhrlich  h^ 
Wilhelmy  nach  dieser  Bichtung  hin  den  Acthylalkohol  und  den  Amylalkol»^ 
untersucht,   indem  er  deren  Capillaritätsconstanten  für  die  in  obiger  Tabelle 
erwähnten  festen  Körper  und  für  einige  derselben  in  Form  von  Platten  no^^ 
Cylindem  bestimmte.    Die  von  Wilhelmy  erhaltenen  Resultate ')  enthftlt  fol" 
gende  Tabelle: 


Name  der  festen  Körper 


Capillaritäts- 
Coefficienten  a 


Aethyl-       Amyl- 
Alkohol     Alkohol 


Verdichtungs- 
Coefficienten  ß 

Aethyl-       Amjl- 
Alkohol     Alkohol 


Silberplatte 

Kupferplatte 

Platinplatto 

Glasplatte 

Messingplaite 

Messingcy  linder : 

Durchmesser  14,U4:) 

hohl  14,91}S 

5,000    

1,529    


n 


n 


2,444 
2,410 
2,395 
2,325 
2,448 

2,9H3 
2,8r,7 
2,358 
if,301 


2,542 

2,396 
2,401 
2,407 
2,551 

3,(J98 
2,931 
2,477 
2,299 


0,01512 
0,00467 
0,00641 
0,01269  I 
0,02326  ; 
I 
0,02495  . 
0,06833 
0,02006  i 
0,00900  : 


0,0116<» 
0,0040^ 
0,0044» 
0,01242 
0,00497 

0,02827 
0,05070 
0,0152S 
0,00675 


1;  Wilhchni/,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXll. 
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Namo  der  festen  Körper 


Zinkplatte 

Zinkcylinder: 

'^  mm 

Durchmesser  15,037 
„  6,0115 

„  0,996 

Alaminiumplatt«  .... 

Aluminiumc  jlinder : 

mm 

Durchmesser  2,521  . 
„  1,3305. 

„  0,7205. 


CapillaritUts- 
Coefficienton  a 

Verdichtungs- 
Coefficienton  j3 

Aethyl- 
Alkohol 

Amyl- 
Alkohol 

Aethyl- 
Alkohol 

Amyl- 
Alkohol 

1     2,326 

2,354 

0,00709 

0,00786 

3,327 
2,443 
2,175 
2,307 

2,475 
2,355 
2,171 
2,401 

0,04152 
;   0,02164 
'•■   0,01651 

0,00716 

0,09819 
0,02443 
0,01780 
0,00675 

2,403 

2,288 
•     2,215 

2,453 
2,371 
2,308 

0,01339 
0,01336 
0,01000 

0,01431 
0,01068 
0,00392 

Aehnliche  Resultate  betreffs  des  Einflusses  des  festen  Körpers  auf  den 
itätscoefficient  a  lassen  sich,  wie  Quincke^)  gezeigt  hat,  auch  aus  Ver- 
len  von  Guthrie^)  über  die  Bildung  von  Tropfen  ableiten.  LSsst  man 
Ich  von  einem  festen  Körper  Tropfen  einer  Flüssigkeit,  die  denselben 
commen  benetzt,  abfliessen,  so  liefert  uns  das  Gewicht  des  abfallenden 
fens  das  Gewicht,  welches  an  einer  dem  Umfange  des  Tropfens  an  der 
^sstelle  gleichen  Contactlinie  zwischen  festem  und  flüssigem  Körper 
Ikn  nicbt  mehr  getragen  werden  kann.  Der  Quotient  aus  dem  Tropfen- 
gBwichte  und  dem  erwähnten  Umfange  muss  deshalb  der  von  uns  mit  u  bc- 
leten  Grösse  sehr  nahe  gleich  sein.  Kennt  man  den  Umfang,  so  kann 
ans  dem  Tropfengewichte  den  Werth  a  berechnen.  Man  kann  das  errei- 
indem  man  von  kleinen  vollkommen  benetzten  Scheiben  l'ropfen  abfallen 
.y  der  Umfang  der  Scheiben  ist  dann  gleich  dem  obem  Umfange  des  Tro- 
Handelt  es  sich  nur  um  eine  Vergleichung  der  CapillaritStscoefficienten, 
hraacht  man  den  Tropfenumfang  nicht  zu  kennen ,  wenn  man  die  Tropfen 
ledener  Flüssigkeiten  von  einem  und  demselben  festen  Körper  abfliessen 
,,  oder  indem  man  bei  Benutzung  verschiedener  fester  Körper  dieselben 
^Form  von  Engeln  gleicher  Radien  benutzt.  Da  die  Umfange  der  Tropfen 
benetzenden  Flüssigkeiten  dann  gleich  sind,  so  sind  die  Gewichte  der 
»fen  den  Gapillaritfttscoefflcienten  proportional. 


In  dieser  Weise  hat  Guthrie  das  Gewicht  von  Wassertropfen  bestinimt, 
''^^lebe  von  Kugeln  verschiedener  Substanzen  abflelen,  deren  Radien  gleich  7' 


^mm 


1)  Quindiei  Berliner  Berichte  über  die  Fortschritte  der  Physik  für  1865.  Bd.  XXI. 

99  ff. 

2)  GtUhrie,  On  drops.  Proceeding  of  Royal  society  of  London.  T.  XIII. 


Antimon  . 

.  119,8 

Schwefel  . 

.  120,2 

Cadmium  . 

.  121,8 

Zink   .  .  . 

.  122,5 
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•  

waren.     Die  von  Guthrie  erhaltenen  Zahlen  enthält  folgende  kleine  TabeUe, 
das  Gewicht  der  Tropfen  ist  in  Milligrammen  gegeben. 

Blei 122,6 

Phosphor  .  .  122,7 
Wismuth  .  .  122,8 
Zinn 124,2. 

Von  einer  Glaskugel,  deren  Radius  7*"™,!  betrug,  fielen  die  Tropfen  ia 
Gewicht  129,7  und  von  einer  gleichen  Messingkugel  132,2. 

Die  Unterschiede  sind  ähnlich  wie  bei  den  Versuchen  von  Wilhelmy; 
hier  zeigt  sich  wie  dort  der  Werth  von  a  bei  Messing  grösser  als  bei  Glas. 

Die  Zahlen  von  Wilhelmy  sowohl  als  von  Guthrie  zeigen  anzweid< 
dass  die  Werthe  von  cc  einer  und  derselben  Flüssigkeit  je  nach  der  Form 
Natur  des  festen  Körpers  verschieden  ausfallen,  somit  dass  die  Erfahrong 
bisherigen  Theorie  nicht  vollständig  entspricht.    Wilhelmy  ist  der  Ansicht' 
dass  der  Fehler  der  Theorie  darin  liegt,  dass  sie  für  alle  benetzenden  Fit 
keiten  den  Winkel  S  gleich  180®  setzt.   Er  glaubt,  wie  es  schon  Poisson 
nahm,  dass  man  als  die  Capillarröhre,   in  welcher  die  Flüssigkeit  aufsl 
die  letzte  an  der  Wand  haftende  Flüssigkeitsschicht  ansehen  müsse,  welche, 
nach  der  Natur  oder  Gestalt  des  festen  Körpers  mehr  oder  weniger  v< 
sei,  wie  das  auch  die  Werthe  von  ß  zeigen.    Der  Winkel  6,  der  dann 
gebend  ist,  ist  jener,  unter  welchem  sich  die  capillare  Oberfläche  der  Wi 
Schicht  anschliesst ,   und  dieser  ist  dann  je  nach  der  Verdichtung  der  Wi 
Schicht  verschieden.     Damit  muss  dann  auch  der  beobaditete  Werth  tob 
verschieden  sein,  da  wir  aus  der  Steighöhe  oder  dem  gehobenen  Gewicht 
wahre  Capillaritätsconstante  nur  erhalten,  wenn  S  gleich  180^  ist. 

Dass  der  Capillaritätscoefficient  von  der  Gestalt  des  festen  KOrpers 
hängig  ist,  das  muss  aber  an  der  ersten  Grundannahme  von  La  Place 
Modification  anbringen,  an  der  Annahme  nämlich,  dass  die  molekularen 
nur  auf  für  uns  unmessbare  Entfernungen  hin  wirken,  sie  müssen  in  endlic 
Entfernungen  wirken.    Würden  nämlich  die  Molekularkräfte  nur  auf 
bar  kleine  Entfernungen  wirken ,  so  würde  an  jedem  Punkte  eine  gel 
Oberfläche  ebenso  wirken,  wie  die  an  dieselbe  gelegte  tangirende  Ebene, 
welcher  sie  auf  unendlich  kleinem  Abstände  zusammenfällt,  die  Wirkung 
gekrümmten  Oberfläche  müsste  also  der  der  ebenen  ganz  gleich  sein. 

Aus  den  Versuchen  von  Wilhelmy  ergibt  sich  somit,  dass  die  Capülin'l 
tätsconstunte  II  oder  a  nicht  allein  von  der  Cohäsion  der  Flüssigkeiten  abhfingti. 
somit  nicht  als  ein  genaues  Maass  derselben  angesehen  werden  kann. 
wird  ihre  Grösse  doch  vorwiegend  durch  die  Molekularkräfte  der  Flüssig) 
bedingt,  wie  sich  auch  schon  aus  der  geringen  Verschiedenheit  der  voi 
Wilhelmy  bei  den  verschiedenen  festen  Körpern  gefundenen  Werthe  ergibt; 


1)  Wilhdmy,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXIX. 
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kSimen  deshalb  diese  Constanten  als  ein  sehr  angeniihertes  Maass  der 
sion  der  Flüssigkeiten  ansehen. 

In  folgender  Tabelle  sind  eine  Anzahl  Werthe  der  Constanten  a  zusammen- 
Ut,  die  Beobachtungen  von  Frankenheim,  Mend61eelf  und  B^de  sind  mit 
larröhren  angestellt  und  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  aus  der  Steig- 
berechnet. 

Tabelle  Ton  Capillarit&tscoefflcienten  a. 


Flüssigkeit 


sser 

iwefelsäure 

»> 

>» 
KSäure  . . . . 


petersüure 


1,000 
1,849 
1,522 
1,127 
1,153 
1,500 
1,271 
1,117 
1,200 
1,137 
1,373 
0,7933 


ung  y.  Kochsalz  .... 

„       „  Kalisalpeter  . 

,y      „  Natronsalpeter 

hylalkohol 

ssrig.  Weingeist 0,810 

0,895 
0,967 
0,8181 


>f 


jlalkohol 


1» 


1> 


9) 


her 


0,725 

« 

11 


I  a  in  Milligr. 

1 

Temp. 

Beobachter 

7,666 

]      0« 

Brunner 

6,333 

140,5 

Frankenheim 

7,610 

170,5 

11 

7,556 

^y 

n 

7,149 

u 

11 

4,275 

160,0 

11 

6,768 

190,0 

11 

7,098 

V 

t 

11 

8,400 

1^ 

11 

7,276 

^j 

11                 • 

8,512 

11 

11 

2,325 

180— 240 

Wilhelmy 

2,361 

170 

Frankenheim 

2,775 

11 

1) 

3,727 

11 

11 

2,427 

180— 240 

Wilhelmy 

2,445 

11 

Mend616eff 

2,426 

11 

Böde 

1,815 

11 

Wilhelmy 

1,737 

200 

Brunner 

1,796 

— 

Mend^l^eff 

1,892 

Bede 

2,581 

180     240 

Wilhelmy 

2,973 

11 

11 

2,564 

11 

" 

;ton 0,8124 

igsitore 1,0511 

igs.  Aethyl 0,8814 

Die  angegebenen  Constanten  gelten  nur  für  die  neben  jeder  angegebenen 
eraturen,  indem  dieselben  mit  steigender  Temperatur  beträchtlich  ab- 
en.  Die  Abhängigkeit  der  Capillaritätsconstanten  von  der  Temperatur 
sonders  von  Brunner*)  untersucht  und  für  Wasser,  Acther  und  Olivenöl 


)  Brunner,  Poggend.  Annal.  Bd.  LXX. 
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bestimmt  wordun.    Für  die  Steighöhen  in  einer  Röhre  von  1"^  Radius 

Brunner 

Wasser     15,33216  —  0,0286396  t 

Aether        5,3636  —0,028102    t 

Olivenöl     7,4640  —0,010486   t 

worin  t  die  Temperatur  in  Graden  des  hunderttheiligen  Thermometers  b< 
Die  Methode  von  Guthrie  hat  Quincke^)  benutzt,  um  die  Capill 
coefficienten  geschmolzener  Körper  zu  bestimmen;  die  Körper  wurden  i 
von  Drähten  angewandt,  deren  Querschnitt  bekannt  war,  dieselben  i 
untern  Ende  zum  Schmelzen  gebracht  und  das  Gewicht  der  abfallend« 
pfen  bestimmt.   Auf  diese  Weise  erhielt  Quincke  folgende  Werthe 

Substanz  Constante  a^^^      Schmelzpunkt 

Platin  169,04  1600 

Gold  100,22  1200 

Zinn  59,86  230 

Silber  40,94  1000 

Glas  18,09  1100? 

Bei  der  nicht  benetzenden  Flüssigkeit  hängen  die  Capillarerächei 
ausser  von  der  Constanten  a  wesentlich  von  dem  Winkel  S  ab.  Von  di( 
hauptsächlich  der  Winkel  bestimmt,  den  Quecksilber  mit  Glas  bilde 
darüber  vorhandenen  Angaben  schwanken  jedoch  bedeutend,  und  Qoi 
hat  schliesslich  den  Nachweis  geliefert,  dass  der  Winkel  S  mit  der  Z( 
änderlich  ist,  indem  er  zeigte,  dass  ein  auf  einer  Glasplatte  liegender 
silbertropfen  die  Glasfläche  zu  verschiedenen  Zeiten  unter  verschiedene 
kein  schneide.  So  fand  Quincke  an  einem  und  demselben  Tropfen  glei( 
dem  Auflegen  S  =  37^  17',  nach  8,6  Stunden  42»  22'  und  nach  21  S 
47^.   Für  andere  Tropfen  fand  er  noch  andere  Werthe. 

In  dieser  Veränderlichkeit  von  S  liegt  nicht,  wie  vielfach  angen* 
wird,  ein  Widerspruch  gegen  die  Theorie,  da  diese,  wie  aus  der  Ab 
§.  76  hervorgeht,  nur  verlangt,  dass  in  jedem  Momente  die  Winkel 
allen  Stellen,  wo  das  Quecksilber  das  Glas  berührt,  denselben  Werth 
müssen.  Findet  man  den  Winkel  S  mit  der  Zeit  veränderlich,  so  folgi 
sich  bei  Quecksilber  und  Glas  kein  bestimmter  Gleichgewichtszustand  lu 
vielleicht  dadurch ,  dass  es  nicht  möglich  ist ,  eine  hinreichend  feste  Un 
für  die  Glasplatte  zu  finden,  und  dass  dann  der  durch  kleine  Erschütte: 
gestörte  Gleichgewichtszustand  wegen  der  Reibung  des  Quecksilbers  an 
sehr  lange  Zeit  braucht,  um  sich  herzustellen,  oder  dass  etwa  durch  Ab8< 
von  Gasen  eine  allmähliche  Veränderung  der  Oberflächen  eintritt. 

Aehnliches  zeigten  schon  die  §.  74  erwähnten  Versuche  von  Gay-1 
Dieser  fand  das  zum  Losreissen  der  Adhäsionsplatte  vom  Quecksilber  er 


1)  Quincke,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXXIV. 

2)  Quincke  a.  a.  0.  Bd.  CV. 
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be  Gewicht  verschieden,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Kraft,  mit  der 
ecksüber  und  Glas  an  einander  haften ,  verschieden  sein  kann.  Da  nun  der 
[nkel  S  gerade  durch  das  Verhältniss  der  Adhäsion  und  Cohäsion  bedingt 
f  so  folgt  schon  daraus  die  Veränderlichkeit  desselben. 

§.  80. 

Bewegrangen  in  Folge  von  Capillarwirkung,  Durch  die  bisher  be- 
cbteten  Gesetze  der  Oberflächenspannung  erklären  sich  eine  Anzahl  auffal- 
.der  Erscheinungen,  ron  denen  wir  einige  Bewegungserscheinungen  erklären 
Ilen. 

Wenn  man  zwischen  zwei  unter  einem  spitzen  Winkel  zusammenstossende 
itien  oder  in  ein  konisches  Glasröhrchen  einen  Flüssigkeitstropfen  bringt, 
r  die  Bohren  wände  benetzt,  so  sieht  man,  dass  der  Tropfen  sich  gegen  den 
heitel  des  'Winkels  hinbewegt;  ein  die  Röhrenwände  nicht  benetzender  Tro- 
en  dagegen  bewegt  sich  von  dem  Scheitel  des  Winkels  oder  der  Spitze  der 
(hre  fort.  Diese  Bewegung  erklärt  sich  unmittelbar  aus  den  vorhin  erkann- 
II  Gesetzen  der  Oberflächenspannung.  Die  Begrenzungsflächen  der  Flüssigkeit 
id  in  dem  ersten  Falle  concav;  an  der  engem  Seite  der  Bohre  (Fig.  106), 
Iff  g^en  den  Scheitel  des  Winkels  hin  ist  wegen  des  kleinem  Abstandes  der 
Üfaide  die  Krümmung  der  Oberfläche  stärker  als  an  der  entgegengesetzten 
lie.  Deshalb  ist  der  Druck  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  an  der  weiten 
eDe  der  Bohre  stärker  und  diesem  Drucke  folgend  muss  sich  der  Tropfen 
gen  das  engere  Ende  der  Bohre  hin  bewegen. 

Hg.  106.  Fig.  107. 


Umgekehrt  ist  es  im  zweiten  Falle  (Fig.  107),  die  Oberfläche  ist  dann 
nvez ,  die  Krümmung  an  der  engen  Seite ,  und  damit  der  gegen  das  Innere 
r  Fltlssigkeit  gerichtete  Dmck  von  dieser  Seite  her  stärker.  Der  Tropfen 
sich  daher  gegen  das  weitere  Ende  der  Bohre  hin  bewegen. 
Wenn  man  zwei  parallele  ebene  Platten  mit  ihren  unteren  Enden  in  eine 
keit  vertical  eintaucht,  so  bemerkt  man,  dass  diese  Platten  sich  zu 
streben,  sowohl,  wenn  die  Wände  benetzt  werden,  die  Flüssigkeit 
fwischen  den  Platten  steigt  (Fig.  108),  als  auch,  wenn  die  Wände  nicht 
werden,  die  Fltlssigkeit  zwischen  den  Platten  tiefersteht  als  ausser- 
(Kg.  109).  La  Place  ^)  erklärt  diese  Erscheinung  folgendermassen.  Da 
kFlttssigkeitssäulen  zwischen  den  Platten  und  ausserhalb  im  Gleichgewicht 
Id,  so  ist  der  Dmck  auf  die  Platten  unterhalb  a  von  allen  Seiten  gleich, 
übt  aber  so  oberhalb  a  z.  B.  in  &.  In  dem  Punkte  h  wird  die  Platte  nach 
len  gedrückt  durch  den  Druck  der  Luffc,  den  wir  mit  P  bezeichnen  wollen, 


1)  Za  Place,  Theorie  etc.    Gilbert,  Annalen  Bd.  XXXIll.  p.  293. 
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nach  aussen  jedoch  durch  den  Seitendruck  der  über  h  liegenden  FIüm 
Säule,   welcher  gleich  ist  dem  senkrechten  Drucke,   den  ein.  Punkt 


Fig.  108. 


Fig.  109. 


durch  h  gelegten  Horizontalebene  erfährt.  Dieser  Druck  setzt  sich  zu 
aus  dem  yertical  abwärtsgehenden  Drucke  der  Atmosphäre,  dem  C 
der  Flüssigkeitssäule  über  h  und  dem  vertical  aufwärts  gehenden  Dra 

TT 

Differenz  der  Oberflächenspannung  72  ~  zwischen  und  ausserhalb  der 
welche  das  Steigen  der  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  bewirkte ;  er 

TT 

P  +  ^  —  ^~t   wenn  wir  mit  g  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  über  h 

H 
nen.    Nun  ist  aber  —  gleich  dem  Gewichte  der  ganzen  gehobenen 

keitssäule,  demnach  ö-  >  ^  und  g  —  — .<;0  =  —  cP^   wenn  w 

eine  Constante  bezeichnen,  welche  kleiner  als  1  ist.  Die  Platte  wir 
durch  einen  Druck  P  nach  innen  und  durch  einen  Druck  P  (1  —  c)  nacl 
getrieben,  also  durch  den  üeberschuss 

P—  P{l  —  c)  =  Pc 

nach  innen  getrieben.  Gleiches  gilt  von  der  zweiten,  der  ersten  gei 
Platte,  so  dass  also  die  Platten  mit  einer  Kraft  2  Pc  gegen  einander  g 
werden. 

Dasselbe  ist  in  der  Anordnung  Fig.  109  der  Fall.  Durch  eine  ga 
liehe  Entwicklung  erhält  man,  dass  die  über  a  liegenden  Punkte  di 
ausserhalb  höher  stehende  Flüssigkeit  einen  nach  innen  gerichteten  D] 
fahren.  Unterhalb  a  sind  die  Drucke  nach  innen  und  aussen  gleich, 
Flüssigkeiten  innerhalb  und  ausserhalb  der  Platten  im  Gleichgewicb 
bei  h  aber  wirkt  nach  aussen  der  Druck  der  Luft,  nach  innen  der  Saiti 
der  Flüssigkeit,  welcher  gleich  ist  dem  Drucke  der  Luft,  vermehrt  * 
Gewicht  der  über  h  vorhandenen  Flüssigkeitsschicht,  der  letztere  Tl 
Seitendruckes  muss  demnach  die  Platten  gegen  einander  drücken. 

Wäre  der  nach  innen  und  aussen  gleich  wirkende  Druck  P  der  Lu 
nicht  vorhüiden,  so  bleibt  doch  in  beiden  Fällen  der  nach  innen  gei 
Druck  übrig,  nur  dass  wir  ihn  im  ersten  Falle  nicht  als  den  üebersdi 
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laaem  über  den  innem  Druck  auffassen  müssten,  sondern  als  die  Anziehung 
riseben  Wand  und  Flüssigkeit,  welche  eben  den  von  innen  nach  aussen  wir- 
tnden  Druck  in  unserer  vorigen  Betrachtungsweise  vermindert. 

Wenn  die  eine  der  Platten  von  der  Flüssigkeit  benetzt  wird ,  die  andere 
cht,  80  steigt  sie  an  der  einen  auf,  an  der  andern  nicht,  wie  in  Fig.  110; 
an  beobachtet  dann  eine  Abstossung.  Diese 

Fig.  110. 

Bst  sich  aus  denselben  Prinzipien  ableiten. 


n  der  benetzten  Platte  a  muss  dann  die 
lüssigkeit  ausserhalb  höher  ansteigen  als 
Q  Zwischenräume  der  beiden  Platten,  weil 
ie  Flüssigkeit  hier  so  hoch  steigen  muss, 
iS8  die  durch  die  concave  Krümmung  ver- 
änderte Oberflächenspannung  durch  die 
diobene  Flüssigkeit  aequilibrirt  wird.  Im 
■Bern  dagegen  zwischen  a  und  h  ist  die 
IborflSche  der  Flüssigkeit  doppelt  ge- 
Mmmt,   indem  die  Flüssigkeit  an  a  sich 

kv ,  an  &  aber  convex  anlegt.   Die  Oberflächenspannung  wird  daher  in  der 
Hälfte  der  Flüssigkeitsschicht  zwar  vermindert,  in  der  andern  gegen  h 

iden  dagegen  verstärkt,  und  deshalb  ist  die  Verminderung  an  a  nicht  so 
^1W8  wie  ausserhalb;  die  Flüssigkeit  kann  also  im  Innem  an  a  nicht  so  hoch 
tagen.  Aus  eben  dem  Grunde  muss  sie  an  h  aussen  eine  stärkere  Depression 
ifcalten  als  zwischen  den  Platten. 

Aus  dieser  Qruppirung  der  Flüssigkeit  ergibt  sich  dann  nach  der  Ent- 
riekelung  der  beiden  vorigen  Fälle,  dass  sowohl  a  als  auch  h  einen  Antrieb 
im  innen  nach  aussen  erföhrt;  die  Platten  müssen  sich  also  von  einander  ent- 
nmen. 

Eine  genauere  Untersuchung  der  gekrümmten,  zwischen  den  Platten  vor- 
ndenen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hat  La  Place  zu  dem  Resultate  geführt, 
JMS  bei  sehr  grosser  Annäherung  der  Platten  die  Abstossung  in  eine  Anzie- 
img  übergeht,  ein  Resultat,  das  Versuche  von  Hauy^)  bestätigen. 

I  Auflösung.  Die  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Molekularwirkun- 
fk  zwischen  den  Molekülen  fester  und  flüssiger  Körper  behandelten  die  zwei 
Phe,  dass  entweder  die  Adhäsion  des  flüssigen  am  festen  grösser  war  als 
>  Cohftsion  des  flüssigen  Körpers,  oder  dass  die  Cohäsion  der  flüssigen  Kör- 
^  grOsser  war  als  die  Adhäsion  derselben  an  die  festen.  In  beiden  Rillen 
i«b  der  feste  Körper  ungeändert,  die  Wirkung  der  Kräfte  bestand  in  einer 
lerflftchen-  und  Niveauänderung  des  flüssigen  Körpers.  Noch  ein  dritter  Fall 
möglich  und  in  der  Natur  vorbanden,  nämlich  der,   dass  die  Anziehung 


1)  A.  a.  0.  Gilbert,  Annaleti  Bd.  XXXIII.  p.  308. 
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der  Flüssigkeit  auf  die  Moleküle  des  festen  Körpers  stärker  ist  als  die  Kraft, 
Diit  der  letztere  an  einander  haften ,  als  die  Cohäsion  des  festen  Körpers.  Dis 
muss  sich  in  einer  Trennung  der  Moleküle  des  festen  Körpers  und  einer  Vo^ 
mischung  derselben  mit  den  Molekülen  des  flüssigen  Körpers  zu  erkennen  g^ 
ben.  Wir  beobachten  diese  Erscheinung  bei  der  Auflösung  löslicher  Köiper. 
Wenn  man  ein  Salz  in  Wasser  bringt,  so  zertheilt  es  sich,  und  seine  Mol^ 
küle  mischen  sich  mit  der  Flüssigkeit,  so  dass  nach  einiger  Zeit  die  giui 
Flüssigkeit  Salztheilchen  enthält,  welche  durch  die  Anziehung  des  Wassoi 
zu  den  Salztheilchen  in  dem  Wasser  der  Schwere  entgegen  gehoben  und  t«- 
breitet  werden. 

Die  Auflösung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  wird  vielfach  als  eiv 
chemische  Verbindung  angesehen;  von  den  eigentlichen  chemischen  Verbo*, 
düngen  unterscheidet  sie  sich  jedoch  dadurch,  dass  sie  nicht  wie  diese 
festen  Verhältnissen  vor  sich  geht.  Im  Gegentheil,  eine  Flüssigkeit 
einen  in  ihr  löslichen  Körper  in  allen  Verhältnissen  bis  zu  einer  gewissen, 
constanter  Temperatur  festen  Grenze  aufnehmen.  Jene  Grenze  nennt 
Löslichkeitsgrenze. 

Bei  der  Lösung  eines  Salzes  in  Wasser  zeigt  sich  die  Anziehung  der 
und  Wasserth eilchen  Überdies  in  der  sogenannten  Coq^raction  der  SaLdi 
Das  Volumen  der  hergestellten  Lösung  ist  nämlich  mit  wenigen  A 
kleiner  als  die  Summe  der  Volumina  der  einzelnen  Bestandtheile.    So 
sich  z.  B.  aus  einigen  mit  Salpeterlösungen  von  mir  angestellten  Yersi 
bei  einer  Sprocentigen  Lösung  eine  Contraction  von  0,8  Procent;  eine 
von  21,522  Kubikcentimeter  ( 44,293  &'^)   in  554,077  Kubikcentimeter  Wi 
von  20*^  C.  ergab  nicht  575,59t»  Kubikcentimeter  Lösung,  sondern  nur  57i 
so  dass  also  das  entstandene  Volumen  der  Lösung  um  4,762  Kubikcen 
kleiner  war  als  die  Summe  der  ursprünglichen  Volumina. 

Die  genauem  Gesetze  dieser  Contraction  sind  noch  nicht  bekannt. 


§.  82. 

Mischung  und  Schichtung  der  Flüssigkeiten;  Flateau*8  Versa« 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  zusammenschüttet,    so  beobachtet  man, 
ebenso,  wie  die  anziehenden  Wirkungen  der  flüssigen  Körper  auf  die  I 
verschieden  sind,  so  auch  die  der  flüssigen  Körper  unter  einander.    Man 
nämlich  entweder,  dass  die  Rüssigkeiten ,  wenn  sie  verschiedenes  sp< 
Gewicht  haben,  einfach  sich  über  einander  lagern  ihrer  Schwere  gemäss, 
dass  die  Flüssigkeiten  sich  mischen,  dass  die  eine  die  andere  vollständig 
dringt,  und  so  die  schwerere  in  der  leichtem  gehoben  und  verbreitet  und 
leichtere  in  die  schwerere  hinabgezogen  wird.    So  mischen  sich  z.  B.  Wi 
und  Weingeist   in  allen  Verhältnissen,   während  Wasser  und  Oel  sich  iödl| 
mischen,  sondern  ihrer  Schwere  gemäss  sich  über  einander  lagern. 

Ein  Flüssigkeitsgemische  ist  eine  ganz  homogene  Flüssigkeit ,  deren  f^\ 
zelne  Bestandtheile  sich  nicht  durch  mechanische  Mittel,   sondern  nur 
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sine  Yerftnderang  des  Aggregatzustandes  von  einander  trennen.  Dadurch 
interscbeidet  sich  ein  Gemisch  wesentlich  von  einem  Gemenge,  wie  man  es 
berstellen  kann ,  wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen  Gewichtes 
m  einem  GefSsse  zusammen  giesst  und  stark  schüttelt. 

Bei  der  Mischung  zweier  Flüssigkeiten  zeigt  sich  in  den  meisten  Fällen 
nch  eine  Contraction  des  Gemisches,  indem  das  Volumen  der  Mischung  klei- 
Mr  und  somit  seine  Dichtigkeit  grösser  ist  als  die  Summe  der  Volumina  der 
Bestandtheile  und  deren  mittlere  Dichtigkeit.  Am  genauesten  ist  die  Con- 
bftcÜon  der  Mischungen  bei  den  Gemischen  aus  Alkohol  und  Wasser  untersucht, 
vir  haben  einige  Zahlen  bei  der  Betrachtung  der  Alkoholometer  angegeben. 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen  Gewichtes  zusammen- 
l^esst,  die  sich  nicht  mischen,  so  z.  B.  Oel  in  ein  Gemische  aus  Alkohol  und 
tTasser  bringt,  so  beobachtet  man,  dass  sich  die  Flüssigkeiten  nicht  in  un- 
siger  Weise  durch  einander  lagern,  sondern  dass  die  eine  in  der 
so  das  Oel  in  dem  Gemische  in  der  Gestalt  kugelförmiger  Tropfen 
iwimmt. 
Es  folgt  dieses  mit  Nothwendigkeit  aus  den  in  den  vorigen  §§.  vorgetra- 
Lehren  über  die  Oberflächenspannung.  Denn  dadurch ,  dass  das  Oel  in 
Alkokol  schwimmt ,  ist  es  ganz  ohne  Schwere ;  die  Gleichgewichi«^gestalt, 
eher  es  sich  ansammelt,  wird  daher  nur  durch  die  wirksamen  Molekular- 
bedingt.  Dieselben  sind  die  Anziehung  des  Alkohols  auf  das  Oel  und 
Wirkung  des  Oeles  auf  sich  selbst;  oder,  da  die  Cohäsion  des  Oeles  die 
iung  des  Alkohols  bedeutend  überwiegt,  wie  daraus  hervorgeht,  dass 
die  Flüssigkeiten  nicht  mischen,  so  brauchen  wir  nur  die  (.*ohäsion  des 
za  betrachten.  Demnach  muss  das  Oel  eine  solche  Gestalt  annehmen, 
die  Oberflächenspannung  an  allen  Punkten  dieselbe  ist.  Wir  hatten  nun 
dieselbe  allgemein 

Dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  constant,  wenn  die  Summe 

-   H >  =  const., 

die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Hauptkrümmungsradien  für  alle 
der  Oberfläche  dieselbe  ist.   Das  ist  der  Fall,  wenn  die  Oberfläche  eine 
ü  ist. 

LBsst  man  nun  auf  den  gewichtslosen  Tropfen  noch  andere  Kräfte  wir- 

t,  indem  man  ihn  an  feste  Körper  adhäriren  macht ,  so  kann  er  noch  eine 

anderer  Gestalten  annehmen,  für  deren  freie  Oberflächen  aber  die  all- 

Bedingung  bestehen  bleiben  muss 1 »  =  const. 

Plateau^)  hat  über  die  Gestalten,  welche  Flüssigkeiten  in  einer  andern 


1)  Plateau,  in  verschiedenen  Jahrgängen  der  Bulletins  derAcademic  dcBruxellcs, 
Foggend.  Annal.  Bd.  LV.  LVI.  Ergänzungsband  II.  1848.  LXXXIII. 

18* 
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von  gleichem  specifiscfaen  Gewichte  annelimeii  kSnnen ,  rielfoche  VerBseli 
gestellt  um  zwei  Flüssigkeiten  glcicben  specifischen  Gewichtes  bemist 
wandte  er  ein  Gemische  von  Alkohol  und  Waaser  an,  welches  das  gldd» 
cifische  Gewicht  hatte  als  Oel,  so  dass  also  ein  Oeltropfen  an  jeder 
dieses  Gemisches  im  indifferenten  Gleichgewicht  schwimmt. 

Die  Versuche  wurden  in  einem  parallelopipedischen  GlssgeiBes  (Kg. 
angestellt,  dessen  W&nde  aus'^ikenen  Glasscheiben  bestanden,  die  mit 
Baadern  zusammengekitte 
ren.  In  der  Bodenplatte  wi 
Hohn  angebracht,  um  die 
sigkeit«n  abzulassen,  imd  i 
Deckelplatte  verschiedene 
uungen,  um  die  flUsai^ 
nnd  einige  bei  den  Yersi 
benutzte  Apparate  hini 
bringen.  Nachdem  nun 
Rasten  mit  dem  Wein 
gemiiiche  angefüllt  ist,  I 
man  mittels  einer  kleine 
pette,  welche  mit  einem 
gefSrbten  Oele  angefUll 
in  die  Mitte  der  FlOss 
etwas  Oel ,  welches  sich  ai 
Ende  der  Pipette  in  Form 
grossen  Tropfens  ans» 
Zieht  man  dann  die  Pi; 
nachdem  man  sie  oben  mii 
Pinger  verschlossen  hat,  vorsichtig  heraus,  so  bleibt  der  Tropfen  in 
einer  Ktigel  ruhig  an  seinem  Platze  stehen ,  wie  es  die  Theorie  verlangt. 
ist  der  Tropfen  sich  selbst  überlassen,  so  dass  nur  die  OberflBcbenspu 
p,^  m  anf  ihn  einwirkt,   so  muss  diese  an  allen  St 

r  gleich  sein,  und  das  ist,  wie  wir  sahen,  der 
1  die  Krümmung  der  OberflScbe  an  iüen 
-  len  dieselbe  ist. 


Wenn   man   nun  den  Tropfen   an  gew 

Stellen  mittels  vorher  mit  Oel  bestrichener  t 

^^S^"  drahte  fiiirt,  so  adhärirt  der  Tropfen  an  i 

und   dort    wirkt  dann    ansser  der  Coblsioa 

Oeles  die  AdhSsion  am  Eisen.   Die  Gestalt  der  Oberflficben  muss  demnad 

andere  werden,  indem  an  gewissen  Stellen  die  Oberflilchenspannang  modi 

wird;   fUr  die  freien  Oberflächen  muss  aber  auch  in  diesem  Falle  —  - 

9 
—  const.  sem. 
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Legi  man  den  Tropfen  in  einen  Bing  von  Eisendraht,  so  nimtut  er  die 
flstalt  einer  blconvexon  Linse  an  (Fig.  113),  deren  beide  flMcben  Kugol- 
igmente  von  gleichem  Radius 
sd.  FUr  die  freien  Ober- 
lehen ist  dadurch  die  Bediu- 

BBs  erfüllt 1 — .  =  const. 

Fnn  man  den  in  dem  Dr^t- 
■ge  schwebenden  Tropfen 
«nichiig  hereblfiBSt,  bis  er 
(An  nnsn  Drahtring  berflhrt, 

0  lagt  er  sich  aocb  an  diesen 
■,  nud  wenn  man  dann  den 

1  dem  DreifusB  befestigten 
tohking  wieder  ao&iebt,  während  man  Oel  in  den  Tropfen  nachfliessen 
iMt,  80  bleibt  der  Tropfen  unten  an  dem  Drahte  haften,  und  zwischen  den 
ridsn  DrShten  bildet  sich  ein  vollkommener  Kreiscylinder  (Fig.  114),  wel- 
kar  oben  und  unten  von  Eugelsegmenten  gleichen  Radius  begrenzt  ist. 

LDer  eine  KrAmmimgaradJua  des  Cylinderu  in  einer  durch  die  Äse  parallel 
Iben  gefllhrten  Ebene  ist  unendlich,  da  diese  Ebene  die  Cjlindorflächc 
I  äuT  geraden  Linie  schneidet ,  deshalb  ist 

J._o. 

9 

Der  andere  Krümmungsradius  ist  der  Radius  des  Cylinders.  Da  nun  die 
IbarflSchenspannung  an  allen  Punkten  der  freien  OberflKchon  gleich  sein  muss, 
IBusB,  wenn  wir  mit  ^|  den  Radius  der  Kugelflächen  bezeichnen. 


if+f- 


.  moss  demnach  der  Radius  der  Kugelsogmonte  doppelt  so  grosij  sein  als 
t  Badius  dos  Cylinders.  Eine  Ueesung  der  Höhe  der  Kugelsegmcnte  und 
rar  KrOmmung  ergibt  in  der  That  p^  ^  2  p. 

Mittels  Drahtfiguren  von  verschiedener  Gestalt  ist  os  Plateau  gelungen, 
eh  eine  Reihe  FlIlGsigkeitsfiguren  herzustellen,  so  Würfel,  Octaeder  u.  s.  f. 
fe  convexen,  ebenes  und  concaven  Oberflächen,  je  nach  der  Oelmonge, 
lebe  er  zwischen  die  Drahtnetze  brachte. 

Wenn  man  auf  die  Tropfen  noch  andere  als  die  inncm  Kräfte  der  Oohä- 
IL  nnd  Adhäsion  wirken  lässt,  so  wird  auch  dadnrch  die  Gestalt  der  Tropfen 
«  andere.  Plateau  bewirkte  zu  dem  Ende,  dass  der  Tropfen  sich  an  den 
Fl0.  111  abgebildeten,  in  der  Mitte  des  parallclopipedischon  Kastens  herab- 
lenden  Hetalldraht  anlegto,  welcher  mittels  der  Kurbel  in  Rotation  vor- 
it  werden  konnte.  Die  in  der  Mitte  des  Drahtes  befindliche  Scheibe  war 
her  mit  Oel  bestriidien,  und  nun  mittels  eines  Eiscudrahtcs  die  Oelkugel, 
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von  6""'  Darchmcsser,  so  an  die  Scheibe  geführt,  dass  sie  eich  Byninu 
um  Scheibe  und  Draht  hcmmlegte  (Fig.  115).  Wenn  man  nan  die  Hu 
langsam  dreht,  so  sieht  man  zunächst,  wie  die  Kugel  allmShllcb  an  den! 
durch  welche  die  Orebungsaxe  geht,  sich  abplattet  nnd  am  Aeqnafa 
schwellt  (Fig.  116).    Dreht  man  rascher  and  rascher,  bo  wird  die  Kng 

Fig.  1I&.  Fig.  lie.  Fig.  III. 


unten  and  oben  hohl  und  dehnt  sich  immer  mehr  in  horizontaler  Bic 
aas;  endlich  verlSsst  sie  die  Scheibe  und  verwandelt  sich  in  einen  voUko 
regelmässigen  King  (Fig.  117). 

Die^o  Erscheinungen  erklilrcn  sich  leicht  durch  die  zur  Molekularwi 
der  FlUesigkcit  auf  sich  selbst  hinzutretende  Centrifugalkraft.  Der  gu 
dem  Drahte  und  der  Scheibe  adhärirende  Tropfen  wird  mit  in  Botaüoi 
siit/it,  und  die  einzelnen  Theile  desselben  erhalten  dadurch  eine  von  dei 
hungsaxe  fortgerichtete  ccntrifugale  Beschleunigung,  welche  in  der  Nil 
Aequators  am  stürkstcn  ist.  Dadurch  suchen  die  Theile  in  der  Nähe  des  Ä 
tora  sich  am  stärksten  von  der  Axe  zu  entfernen.  Anfangs  wird  dieser  < 
fugalon  Beschleunigung  durch  eine  verstärkte  Oberflächenspannung  das  G 
gewicht  gehalten,  und  es  tritt  nur  eine  Abplattung  des  Tropfens  an  denl 
eine  Aufhäufung  und  vorstärkte  Krümmung  am  Aequator  ein.  Ueberwifi 
Zentrifugalkraft,  so  reisst  sich  die  ganze  Masse  von  der  Axe  los  and  a 
dieselbe  in  Form  eines  Ringes ,  der  eine  Zeit  laaa  besteht,  dann  aber,  ' 
Betationsgeschwindigkeit  durch  die  Beibung  am  Alkohol  stetig  verm 
wird,  wieder  zusammenfliesst  und  sich  als  kugelfSmuger  Tropfen  wiedi 
die  Axe  legt. 

Durch  besondere  Kunstgriffe  gelang  es  Plateau ')  es  auch  dahin  m 
gen,  dass  sich  nur  ein  Theil  des  Tropfons  als  Bing  loslQsto,  während  t 
derer  Theil  in  Gestalt  eines  abgeplatteten  Sphliroids  an  dor  Axe  hafWi 
also  eine  Erscheinung  hervorzurufen,  welche  mit  der  des  Saturn  im  M 
räume  die  grösste  Aehnlichkeit  hat. 


1)  Poggmd.  AnnaL  firgäuKungsband  IL. 
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§.  83. 

Diffusion.  Wenn  man  zwei  mischbare  Flüssigkeiten  vorsichtig  so  zu- 
immengiesst,  dass  die  leichtere  anfänglich  über  der  schwerem  gelagert  ist,  sa 
indet  dennoch  allmShlich  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten  statt,  indem  wegen 
ter  starkem  Anziehung  der  einen  Flüssigkeit  auf  die  Moleküle  der  andern  eine 
tGschung  zunächst  in  der  Grenzschicht  der  beiden  Flüssigkeiten  eintritt,  und 
M»  dieser  dann  die  Moleküle  der  einen  Flüssigkeit  weiter  in  die  andere  ver- 
breitet werden.  Man  bezeichnet  dieses  Durchdringen  der  verschiedenen  Flüs- 
■gkeiten  mit  dem  Namen  der  Diffusion.  Je  nachdem  nun  längere  oder  kürzere 
Zeit  Tergeht,  ehe  die  Mischung  der  Flüssigkeiten  auf  diese  Weise  vollständig 
»ird,  scbroibt  man  ihnen  eine  grössere  oder  kleinere  Diffusionsgeschwindig- 
isBitza. 

Am  genauesten  ist  die  Diffusion  von  Salzlösungen  in  Wasser  untersucht. 
3fe  Versuche  von  Graham^),  Fick^)  und  Beilstein ^)  haben  ergeben,  dass  die 
Kflbsion  der  gelösten  Salztheile  in  Wasser  proportional  ist  der  Dichtigkeit 
•r  Salzlösungen,  wenn  man  die  Salzlösungen  in  reines  Wasser  diffundircn 
Itot.  Als  Dichtigkeit  der  Lösung  wird  dann  die  in  100  Gewichtstheilen  Was- 
r  gelöste  Gewichtsmenge  Salz  betrachtet,  und 
ll  Einheit  der  Dichtigkeit  diejenige,  für  welche 
Cfewichtstheil  Salz  in  100  Wasser  gelöst  ist. 
l8  heisst ,  dass  die  Mengen  des  unter  gleichen 
nstigen  Verhältnissen  in  gleichen  Zeiten  aus 
der  Salzlösung  zum  Wasser  übergehenden  Sal- 
B  der  Menge  des  gelösten  Salzes  proportional 
ad. 

Beilstein  wandte  folgende  Methode  an,  um 
eses  nachzuweisen.  Die  Lösung  wurde  in  eine 
fläufig  6«^  lange  Glasröhre  (Fig.  118)  gefüllt, 
Bldbe  unten  umgebogen  und  nahe  an  ihrer 
Qibiegang  so  abgeschliffen  war,  dass  das  Ni- 
ita  der  Mündung  möglichst  nahe  über  dem 
i&ten  Punkte  der  Umbiegung  war;  am  obern 

ilde  war  das  Gläschen  etwas  ausgezogen  und  durch  einen  eingeriebenen  Glas- 
Spsel  verschliessbar.  Um  das  Gläschen  zu  füllen,  wurde  es  in  ein  Becherglas 
<iz  in  Lösung  untergetaucht,  und  während  die  obere  Oeffnung  mit  der  Lö- 
bg  bedeckt  war,  mit  dem  Stöpsel  verschlossen.  Das  gefüllte  Gläschen  wurde 
im  mittels  eines  durchbohrten  Korkes  an  ein  Brettchen  gesteckt,   welches 


Fiff.  118. 


1)  Graham,  üebcr  Diffusion  der  FlüsBigkeiten.    Liebig's  Annaleir  LXXVII  und 

XX. 

2)  JTick,  Poggendortf'B  Annalen  XCIV. 

3)  3eÜ9tein,  Ueber  die  Diffusion  von  Flüssigkeiten.  Liebig's  Annalen  XCIX. 
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auf  dem  horizontalen  Bande  eines  mit  Wasser  gefüllten  Gefösses  lag,  so  da 
die  untere  Oeffhung  des  Gläschens  einige  Millimeter  unter  der  Oberflftche 
Wassers  sich  befand. 

Die  Dichtigkeit  der  in  dem  Gläschen  enthaltenen  Lösung  war  bekuM.:3itj 
dieselbe  wurde  nach  24  Stunden,   48  Stunden  . .  der  Yersuchsdauer 
dings  bestimmt,  und  daraus  dann  obiges  Gesetz  abgeleitet. 

Für  verschiedene  Salzlösungen  ergaben  sich  jedoch  die  unter  sonst  g*' 
chen  Umständen  übertretenden  Mengen  verschieden,  so  dass  den  verschiede^csen 
gelösten  Salzen  eine  verschiedene  Difiusionsgeschwindigkeit  zukommt, 
man  die  Salzmenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  aus  der  Lösung  zum  Wi 
übergeht ,  für  Chlorkalium  =  1 ,  so  sind  die  unter  gleichen  ümst&nden 
gehenden  Salzmengen 

Chlorkalium =1 

Kalisalpeter =  0,948 

Kochsalz =  0,833 

Kohlens.  Kali     .     .     .     .     =  0,737 

Kohlens.  Natron     .     .     .     =  0,543 

Schwefels.  Kupfer-Oxjd  .     =  0,344. 
Es  ist  klar,  dass  die  Diffusionsgeschwindigkeit  von  der  Grösse  der 
Ziehung  des  Wassers  auf  das  gelöste  Salz  abhängt,  und  dass  wir  hier  ein 
tives  Maass  für  diese  Anziehung  hätten,  wenn  wir  annehmen  dürften, 
nicht  noch  andere  Umstände  bestimmend  einwirken.     Dazu  sind  wir  j« 
nicht  berechtigt,  besonders  da  Beilstein  aus  seinen  Versuchen  schliesst, 
das  Gesetz  der  Proportionalität  der  Diffusionsmengen  und  der  Dichtigkeit 
Lösungen  nur  ein  angenähertes  ist;  ein  Schluss,  welchen  Wild^)  jedoch  nii 
fUr  berechtigt  hält. 

§.84. 

Endosmose.  Die  Diffusion  von  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  nicht 
den  soeben  betrachteten  Fall ,  wenn  zwei  Flüssigkeiten  sich  direkt  berühr^^  ^ 
sondern  sie  findet  auch  dann  statt,  wenn  die  beiden  Flüssigkeiten  durch  ei^^^ 
poröse  Membran  von  einander  getrennt  sind.  Füllt  man  z.  B.  eine  Röhrr^^ 
welche  an  ihrem  untern  Ende  durch  eine  thierische  Membran  geschlossen  i^^^ 
mit  Alkohol,  und  taucht  sie  dann  in  Wasser,  so  dass  das  Wasser  die  Membii^  ^ 
berührt,  so  zeigt  sich  ein  Austausch  der  beiden  Flüssigkeiten,  indem  dur^  '^ 


die  Membran  hindurch  Wasser  zum  Alkohol  und  umgekehrt  Alkohol 
Wasser  übergeht.   Ganz  dasselbe  zeigt  .sich,  wenn  man  in  die  Röhre  eine 
lösung  bringt,   imd  sie  dann  in  Wasser  einsenkt,   es  geht  Salz  zum  Wassc 
und  Weisser  durch  die  Membran  in  die  Bohre,  so  lange,  bis  die  Flüssigkei 
auf  beiden  Seiten  der  Membran  gleichförmig  geworden  sind. 


i;  Wild  und  Simniler,  Poggend.  Aunal.  C. 
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In  den  meisten  FiÜlen  beobachtet  man  dabei  an  der  einen  Seite  der  Mem- 
la  eine  Zunahme  der  Fldssigkeitsmenge ,  indem  z.  B.  bei  dem  Versuche  mit 
kühol  und  Wasser  mehr  Wasser  durch  die  Membran  zum  Alkohol  in  die 
ihre  dringt,  ab  umgekehrt  Alkohol  zum  Wasser;  ebenso,  wenn  man  Wasser 
d  eine  Salzlösung  durch  eine  poröse  Zwischenwand  trennt,  findet  man  stets, 
38  eine  grössere  Quantität  Wasser  zur  Salzlösung  wandert,  als  umgekehrt. 
KtbBlt  deshalb  die  Bohre  Wasser,  so  sinkt  das  Niveau  in  ihr,  enthält  sie 
I  Salzlösung,  so  steigt  es. 

Dieser  umstand  deutet  schon  darauf  hin,  dass  die  Scheidewand  von  we- 
ltlichem Einfluss  ist,  und  dass  wir  hier  nicht  eine  einfache,  nur  durch  die 
hsidewand  verzögerte  Diffusion  der  Flüssigkeiten  vor  uns  haben,  denn  in 
m  Falle  würde  eine  Veränderung  des  Niveau  in  der  Weise  nicht  stattfinden 
nnen. 

Noch  deutlicher  zeigt  sich  das  bei  Anwendung  verschiedener  Membranen, 
dem.  mit  Aenderung  der  porösen  Zwischenwand  sich  die  Niveauänderungen 
i  geradezu  umkehren.  So  zeigt  sich  z.  B. ,  wenn  man  Wasser  und  Weingeist 
trch  eine  thierische  Membran  trennt,  dass  der  stärkere  Strom  von  dem  spe- 
isch  schwerem  Wasser  zum  leichtem  Weingeist  geht;  dass  das  Niveau  des 
leingeistes  steigt,  jenes  des  Wassers  fällt.  Wird  dagegen  Weingeist  und 
Tmer  durch  Kautschuk  getrennt,  so  zeigt  sich  das  Entgegengesetzte,  das 
ifeau  des  Weingeistes  sinkt ,  während  das  des  Wassers  steigt. 

Mkn  untersoheidet  daher  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten  durch  feuchte 
bmbranen  von  der  vorhin  betrachteten,  und  bezeichnet  sie  mit  dem  Namen 
ir  Endosmose. 

um  die  Endosmose  messend  zu  verfolgen ,  und  die  sie  bedingenden  Um- 
lade au^Kufinden,  bedarf  es  der  Untersuchung,  in  welchem  Verhältniss  der 
istausch  verschiedener  Stoffe  durch  poröse  Scheidewände  geschieht,  und 
e,  bei  Salzlösungen  z.  B.,  der  Austausch  erfolgt,  wenn  man  verschieden 
ikie  Lösungen  derselben  Substanz  unter  sonst  gleichen  Umständen  der  En- 
Imose  unterwirfb. 

Die  altem  Versuche  beschränkten  sich  darauf,  die  Volumzunahme  zu 
men,  welche  auf  der  einen  Seite  der  Scheidewand  eintrat,  und  glaubten  in 
iBer  Volumzunahme  ein  Maass  des  endosmotischen  Vorganges  zu  erkennen. 
roof  hin  gab  Dutrochet ')  einen  Messapparat,  das  sogenannte  Endosmo- 
ier  an,  welches  in  weiter  nichts  bestand  als  in  einer  getheilten,  unten 
shterförmig  erweiterten  und  mit  einer  Membran  geschlossenen  Bohre.  In 
66  Würde  die  eine  Flüssigkeit,  z.  B.  eine  Salzlösung,  bis  zu  einer  bestimm- 
[  H5he  eingefüllt,  und  dann  die  trichterförmige  Erweiterung  der  Bohre  in 
zweite  Flüssigkeit,  z.  B.  Wasser  getaucht.  Die  Volumzunahme  wurde  an 
Theilnng  der  Bohre  abgelesen.   Mit  diesem  oder  einem  ähnlichen  Apparate 


j,)  ZMroehe^,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXV, 
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untersuchten  Jerichau^),  Brücke^),   Vierordt^)  die  Endosmose  verschiedeiiff 
Stofife  durch  verschiedene  Membranen. 

Indess  kann  diese  Methode  nicht  zu  genauen  Resultaten  ftLhren,  da« 
nur  die  Yolumänderung  der  einen  Flüssigkeit,  also  nur* den  DifiFäsionssfrai 
nach  der  einen  Richtung  berücksichtigt.  Diese  Methode  würde  z.  6.  in  dn 
Falle,  wo  die  beiden  entgegengesetzt  gerichteten  Ströme,  welche  den  A» 
tausch  der  Flüssigkeiten  vermitteln ,  ganz  gleiche  Stftrke  haben ,  also  ein 
Yolumänderung  nicht  eintritt,  zu  dem  ganz  falschen  Schlüsse  führen,  dis 
gar  keine  Diffusion  eingetreten  sei;  in  diesem  Falle  würde  sie  gar  nichts  m» 
sen  können.  Aus  dem  Grunde  waren  auch  die  Resultate  dieser  Beobadrtff 
mehr  qualitativer  Natur,  es  ergaben  sich  aus  ihnen  die  Thatsachen,  weldl 
wir  vorhin  angeführt  haben. 

Jedoch  folgerten  Dutrochct  und  Vierordt  schon   aus  ihren  Versu» 
dass  die  Stärke  der  Endosmose  bei  Lösungen  unter  sonst  gleichen  Vi 
nissen  der  Dichtigkeit  der  Lösungen  proportional  sei,  d.  h.,  dass  die  Wi 
mengen ,  welche  in  gleichen  Zeiten  durch  die  Membran  in  die  Röhre 
in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  wie  die  Dichtigkeit  der 
in  der  Röhre. 

Jolly*)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an;   er  maass  nicht  die  V 
änderungen,  sondern  die  Gewichtsänderungen  der  Endosmometer,   denen 
dazu  auch  eine  sehr  einfache  Form  gab.    Eine  cjlindrische  Glasröhre  von 
leicht  2  Decimeter  Länge  und  IY2  Centiraeter  Weite  wurde  einfach  an 
Ende  mit  einem  Stücke  einer  feuchten  thierischen  Blase  geschlossen,  und 
mit  einer  abgewogenen  Menge  des  zu  untersuchenden  Stoffes  gefüllt,  uid 
reines  Wasser  getaucht.   Der  leichtem  üebersichtlichkeit  des  Versuches 
wurde  dann  dafür  gesorgt,   dass  die  äussere  Flüssigkeit  stets  Wasser 
indem  die  Röhre  in  ein  grosses  Gefäss  mit  Wasser  getaucht  wurde,  in  wdi 
das  Wasser  von  Zeit  zu  Zeit  erneuert  wurde. 

Zunächst  liess  Jolly  den  endosmotischen  Vorgang  so  lange  dauern, 
im  Innern  der  Röhre  nur  mehr  reines  Wasser  vorhanden  war,  indem  «r 
lange  die  Röhre  in  das  Wasser  tauchen  liess ,  bis  sich  keine  GewichtBftnd 
der  Röhre  mehr  zeigte.    Da  'dann  die  eine  Substanz  ganz  aus  der  Bohre 
schwunden  war ,  so  erhielt  er  in  der  Gewichtszunahme  der  Röhre  die  M 
Wassers ,  welche  den  ausgetauschten  Stoff  ersetzt  hatte. 

Die  Versuche  ergaben ,  dass  bei  gleicher  Membran  und  gleichblei 
Temperatur  ftlr  eine  gewisse  Menge  des  der  Endosmose  ausgesetzten  Stoi 
stets  die  gleiche  Menge  Wasser  eintrat,  ob  man  nun  ursprünglich  eine  klei]ien 
oder  grössere  Menge  des  Stoffes  in  die  Röhre  gethan  hatte.   So  fand  sich,  ätß 

1)  JericJiau,  Poggend.  Aimal.  XXXIV.  613. 

2)  Brücke,  De  Diffusione  humonira  per  septa.  Berlin  1841.    Daraus  Poggeni 
Annal.  Bd.  LVIII.  p.  77.  • 

3)  Vierordt  in  Archiv  von  Roser  und  Wunderlich.  Bd.  VI.  1847. 

4)  Jolly,  Zeitschrift  für  rationelle  Medicin  von  Henle  u.  Pfenfer.  Bd.  YII.    • 
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•ei  Anwendung  derselben  Membran  für  1  s'*  Kochsalz  stets  nahezu  4  ^-  Wasser 

I  die  Bohre  getreten  waren.  Bei  einem  Versuche  zeigten  sich  z.  B.  folgende 
^en,  aus  denen  man  auch  ein  Bild  erhält,  wie  Jolly  die  Versuche  ausführte. 

Zunächst  wurde  das  Endosmometer  leer,  aber  mit  ganz  durchfeuchteter 
Eembran  gewogen  und  es  war: 

Gewicht  der  Röhre  leer,  feucht 37,818'- 

Gewicht  des  trocknen  Kochsalzes 2,00  „ 

Gewicht  des  Lösungswassers 6,20  „ 

Totalgewicht  46,01  «'• 
Gewicht  nach  6  Tagen,    nachdem  alles  Kochsalz 

aus  der  Röhre  getreten  war 53,17^- 

Die  Gewichtszunahme  der  Röhre  betrug  also     .     .       7,16  „ 
Da  femer  2«'-  Kochsalz  ausgetreten  waren,  die  ebenfalls  durch  Wasser 
letzt  waren,  so  waren  im  ganzen  9,16 s'-  Wasser  bei  der  Endosmose  fdr  die 
**  Kochsalz,  oder  für 

1  «'•  Kochsalz  4,58  «'•  Wasser 
^getreten. 

In  einem  andern  Versuche  wurden  2,48*-  trockenes  Kochsalz  auf  die  Mem- 
m  gelegt,  und  es  traten  ein  10,36  Wasser,  oder  für 

1  «'•  Kochsalz  4,316  Wasser. 
In  einem  dritten  Versuche  traten  fttr  0,741  «*-  Kochsalz  3,215  Wasser  ein, 
BT  fttr  1  ^-  Kochsalz  4,338  »'•  Wasser. 

Jollj  wandte  zu  seinen  Versuchen  Schweinsblasen  an,  aber  selbst  für 
rschiedene  Stücke  derselben  Membran  fanden  sich  die  Werthe  der  eintreten- 

II  Wassermengen  für  denselben  Stoff  verschieden.  Nur  bei  Anwendung  des- 
ben  Membranstückes  waren  sie  constant,  indess  weichen  die  von  Jolly  für 
rschiedene  Stücke  Schweinsblase  bestimmten  Zahlen  so  wenig  von  einander 
y  dass  man  wohl  füglich  eine  Mittelzahl  aus  diesen  als  für  Schweinsblase 
erhaupt  gültig  ableiten  kann. 

Jolly  nennt  die  für  1^-  eines  Stoffes  eintretenden  Wassermengen  das 
losmotische  Aequivalent  des  Stoffes.  Das  endosmotische  Aequivalent  ändert 
li  nach  den  neuem  Versuchen  von  Schmidt*)  nicht  merklich  mit  der  Tem- 
mtnr.  Jolly  findet  aus  seinen  Versuchen  folgende  endosmotische  Aequiva- 
iie  für  Schweinsblase:  « 

Kochsalz 4,22 

Glaubersalz   .     .     .     .     11,05 

Schwefels.  Kali  .     .     .     12,70 

Schwefels.  Magnesia    .     11,66 

Kalihydrat     ....  231,40 

Alkohol 4,13 

Zucker 7,25, 


1)  Sdwiidt  in  Poggend.  AnnaL  Bd.  102. 
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Für  andere  Membranen  erhält  man  andere  Zahlen;  so  fand  Eckhard^ 
für  den  Herzbeutel  des  Bindes  das  Aequivalent  für  Kochsalz  ^  3,2« 

JoUy  weist  dann  in  seiner  Arbeit  femer  nach,  dass.das  von  Dutrodukj 
ausgesprochene  Gesetz,   dass  die  Stärke  der  £ndosmose  der  DichÜgkeh  im 
Lösung  proportional  sei,  richtig  ist;  ein  Besultat,  welches  Schmidt  bestÜ^jt 

Gegen  Jollj's  Annahme  endosmotischer  Aequiyalente  trat  bald  damf' 
Ludwig^)  auf,  indem  er  nachzuweisen  suchte,  dass  dasselbe  von  derConon* 
tration  der  Flüssigkeit  abhänge ,  welche  man  der  Endosmose  aussetzt.  So  €^ 
gaben  Ludwig's  Versuche  für  Glaubersalz  eine  Schwankung  zwischen  4  und  4t 
Indessen  lassen  sich  gegen  die  Ludwig'schen  Zahlen  manche  Einwendnngot 
machen ,  indem  die  Veränderlichkeit  derselben  mehr  auf  eine  Aenderong  im 
Membran  als  des  Aequivalents  hindeutet.  Es  wurde  z.  B.  auch  bei  derselbitl 
Temperatur  ein  und  derselben  Concentration  der  Lösung  einmal  31,9,  ein 
deresmal  21,0  und  bei  einem  andern  Stück  Schweinsblase  gar  nur  8  als  en< 
motisches  Aequivalent  des  Glaubersalzes  gefunden.  Die  Aenderungen 
sich  hauptsächlich  nach  Anwendung  krystallisirten  Salzes.  In  solchen 
findet  Schmidt  für  Glaubersalz  etwas  ähnliches,  aber  viel  unbedeui 
Schwankungen  als  Ludwig,  indem  Schmidt  für  Glaubersalz  und  den 
beutel  eines  Bindes  eine  Zahl  nahe  gleich  8  erhält,  die  bei  Anwendung 
stallisirten  Salzes  etwas  über  10  wird.  Man  ist  geneigt,  dieses  auf  eine 
derung  der  Membran  zu  schieben. 

Als  durchaus  constant  scheint  man  indess  nach  neuem  Versuchen 
Eckhard^)   die  endosmotischen  Aequiyalente . auch  bei  vollständig  gleichl 
bender  Membran  nicht  annehmen  zu  können.    Wie  Eckhard  angibt,  bli 
der  frische  Herzbeutel  des  Bindes ,  nachdem  derselbe  einige  Stunden  in  kal^ 
destillirtem  Wasser  ausgewässert  und  dann  zwischen  den  Versuchen  imi 
Wasser  aufbewahrt  ist,  lange  Zeit  un^eändert,  wie  sich  daraus  ergibt, 
man  fUr  das  endosmotischo  Aequivalent,  wenn  man  es  von  Zeit  zu  Zeit 
denselben  Umständen  wieder  bestimmt,  immer  denselben  Werth  findet 

Zur  Bestimmung  des  Aequivalentes  des  Kochsalzes  verfuhr  Eckhard 
nächst  so,    dass  er  in  die  Bohre  gesättigte  Kochsalzlösung  und  festes 
brachte ,  und  um  auf  beiden  Seiten  der  Membran  während  der  ganzen 
des  Versuches  denselben  Zustand  zu  erhalten,   den  endosmotischen 
nur  so  lange  ^dauern  Hess,  als  in  der  Bohre  sich  noch  festes  Salz  befiuid. 
Menge  des  eingedrungenen  Wassers  wurde  aus  der  €rewicht<szunahme  der 
und  die  Menge  des  fortgewanderten  Salzes  aus  einer  Analyse  des 
inhalts  bestimmt.  Für  Kochsalz  ergab  sich  so  der  vorhin  angegebene  Wertb 

Um  bei  verdünntem  Lösungen  ebenso  auf  beiden  Seiten  der  Membnl 


1)  Eckhard,  Beiträge  zur  Physiologie  herausgegeben  von  C.  Eckhard.  ILA 
Giessen. 

2)  Ludwig  in  Zeitschrift  für  rationelle  Medicin.  Bd.  VIII. 

3)  Eckhard,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXVUI.  p.  61. 
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tihrend  dee  VersucheB  einen  constanten  Zustand  zu  erhalten ,  liess  Eckhard 
ilhrend  der  Dauer  desselben  durch  die  Röhre  einen  Strom  von.  einigen  hun- 
igrt  Eubikcentimetem  der  benutzten  Lösung  gehen,  aus  deren  Concentrations- 
taderong,  die  immer  sehr  klein  war,  wurde  dann  die  übergegangene  Salz- 
■d  Wassermenge  bestimmt.  Für  eine  Lösung,  die  etwa  22  Theile  Kochsalz 
i  100  Wasser  gelöst  hatte  ^  ergab  sich  so  als  Aequivalent  2,88,  für  eine  von 
IS|5  Theüen  Salz  auf  100  Wasser  2,34,  also  ergab  sich  dasselbe  mit  abneh- 
lender  Concentration  kleiner. 

Mit  dieser  Angabe  Eckhardts  scheint  mir  indess  eine  andere  nicht  recht 
tteinbar,  nach  welcher  sich  immer  dasselbe  Aequivalent  findet,  wenn  man 
fUb  gesättigte  Lösung  in  andere  Lösungen  desselben  Salzes  diffundiren  l&sst, 
rdehes  auch  die  Concentration  der  äussern  Lösung  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  nach  YorfUhrung  der  wichtigsten,  die  endosmotischen 
keheinungen  betreffenden  Thatsachen,  wie  haben  wir  uns  die  Yolumände- 
l^gen  der  Flüssigkeiten ,  den  Austausch  nach  verschiedenen  Mengen  zu  er- 
hsn.  Wir  lassen  hier  die  von  Jelly  gegebene  Theorie  folgen,  da  sie  die 
bfccK^te  ist  und  die  wenigsten  Hypothesen  voraussetzt. 

Wird  eine  poröse,  mit  unzählig  vielen  capillaren  Zwischenräumen  ver- 
bene  Membran  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  so  beweisen  uns  Versuche,  dass 
nach  der  Molekularanziehung  zwischen  der  Substanz  der  Membran  und  der 
Isaigkeit  verschiedene  Mengen  Flüssigkeit  von  der  Membran  resorbirt  wer- 
i;  so  nehmen  100  G^wichtstheile  trockne  Ochsenblase  in  24  Stunden  auf 
268  Gewichtstheile  Wasser, 

133  „  Kochsalzlösung  (1,214  spec.  Gew.), 

38  „  Weingeist  (84  Proc). 

Wird  desshalb  eine  Membran  in  ein  Gemische  zweier  Flüssigkeiten  ge- 
lebt, so  wird  sie  von  beiden  nach  Maassgabe  ihrer  Anziehung  resorbiren, 
)0  auch  aus  einer  Salzlösung  gelöstes  Salz  und  Wasser.  Jelly  nimmt  nun 
«  dass  die  Menge  des  resorbirten  in  einer  Salzlösung  gelösten  Salzes  über- 
18  proportional  sei  der  Dichtigkeit  der  Lösung. 

Wenn  nun  eine  Membran  zur  Trennung  zweier  Flüssigkeiten ,  etwa  Was- 
r  und  Kochsalzlösung  dient,  so  wird  die  Membran  durch  Molekularanziehung 
len  der  beiden  getrennten  Stoffe  aufnehmen;  die  Quantität  des  aufgenom- 
men Kochsalzes  ist  aber  verschieden  nach  der  Dichtigkeit  der  Lösung.  Die- 
r  nnn  so  mit  zwei  Stoffen  imprägnirten  Blase  wird  auf  der  einen  Seite  durch 
m  daran  liegende  Wasser  Kochsalz,  auf  der  andern  Seite  durch  das  daran 
ijgende  Kochsalz  Wasser  entzogen;  in  verschiedenen  Mengen  jedoch,  weil 
B  resorbirten  Stoffe  in  verschiedenen  Mengen  in  der  Blase  enthalten  sind, 
id  weil  die  Besultirende  aller  Molekularanziehungen  der  gelösten  Salztheile 
if  das  Wasser  verschieden  ist,  je  nach  der  Dichtigkeit  der  Lösung.  Nimmt 
an  an ,  dass  die  Besultirende  proportional  sei  der  Dichtigkeit  der  Lösung, 
i  folgt  hieraas ,  dass  das  Yerhältniss  der  sich  austauschenden  Stoffe  für  alle 
ichtigkeitsgrade  der  Lösung  constant  bleibt.   Denn  wird  die  Dichtigkeit  der 
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Lösung  z.  B.  zweimal  geringer,  so  wird  ancb  die  reaorbirte  Salimenge  iwn- 
inal  geringer,  das  Wasser  entzieht  also  der  Blase  zneimal  weniger  Salz,  Eben» 
entzieht  aber  auch  die  zweimal  weniger  dichte  LSsimg  der  Blase  zweimal  w<b- 
ger  Wasiicr.  Sind  die  endosmotischen  Äequivalente  nicht  constont 
man  schliesaen ,  dass  die  resultirende  Molekularanziehnng  der  LOsungsdidilig- 
kcit  nicht  einfach  proportional  zu  setzen  ist,  eondem  mit  derselben  in  CMii|fi> 
cirterer  Beziehung  steht. 

§.  85. 

ÄusflUBB  der  Flüsaigkeiten,  TorioflIll'B  Theorem.     Wenn  nuail 
den  Boden   oder  die  Soitenwand  eines   mit  Wasser  geiHllten  Geässe«  IQ 
(Fig.  119)  eint  Oeffnimg  macht,  mo  fliesst  das  Wasser  mit  einer  gewissen 0« 
Fig.  113.  scb windigkeit  heraus,    die  um   so  grOsser 

I  je  höher  das  Niveau  der  Flüssigkeit  Ober 
Äusflu  SS  Öffnung  liegt.  Nach  einem  achoD 
Toricelli  herrührenden  Satze  soll  nun  die  J 
flu  ssge  seh  windigkeit  proportional  sein  der  ( 
dratwurecl  aus  der  DnickhShe,  oder  das  Wn 

Eaoll  die  Oefnung  mit  derselben  Oeschwindi^ 
verlassen,    als  wäre   es  durch    die  HShe  \ 
-^'  '   '- -"    i     Flüssigkeit  im  QefSsse  gefallen.    Uan  kam 

H  '"  '.'  j"  diesem  Satze  leicht  durch  folgende  Betnchta 

'  gen  gelangen. 

Nehmen  wir  fürs  erste  an,  dass  nur  der  senkrecht  über  der  Oeffiin 
liegende  Fl Üssigkeitacy linder  ausfliesse,  so  würde  die  sehr  nahe  über  derOrf 
nung  liegende  Flüssigkeitsschicht  op,  wenn  sie  mit  dem  Cjlinder  Mop*  a 
in  Folge  des  Gewichtes  desselben  fiele,  die  Oefßiung  »in  mit  einer 
digkeit  v 

verlassen,  wo  g  wie  früher  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  bedcntit 
Die  Schicht  mo^  ffillt  indess  nicht  nur  in  Folge  ihres  eigenen  Gewichtes,  m 
dem  gleichzeitig  weil  auf  ihr  der  Druck  der  ganzen  HOssigkeitasSnle 
In  Folge  dessen  ist  die  Beschleunigung  der  fallenden  Schicht  nicht  i 
gleich  derjenigen  beim  freien  Fall,  sondern  in  dem  Massse  grCaser,  i 
treibende  Kraft  grösser  ist  als  das  Gewicht  der  Schicht  put.  Da  nun  die  tri 
bonde  Kraft  das  Gewicht  des  Flfissigkeitscy linders  von  der  Höbe  A  ist,  so 
hult  sie  sich  zum  Gewicht  der  Schicht  wie  )t,  zu  jm.  Nennen  wir  demnadi  4 
Beschleunigung  während  des  Fallens  g' ,  so  ist 
g'  -.g  =  h  :jOT, 


Da  nun  die  Schicht  op  den  Raum  pn  mit  der  Beschlennigong  g'  dxa^ 
läuft,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  sie  in  mn  besitzt, 


Ausfl  assgesch  windigkeit. 
V  =  ]/2g'  'pn^j/2  .  ^-'Pfi  =  y2~gh, 
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äisst,  die  Geschwindigkeit  ist  dieselbe,  als  wenn  die  Flüssigkeit  durch 
She  h  gefallen  wäre. 

lan  kann  noch  durch  eine  andere  Betrachtungsweise  diesen  wichtigen 
nschaulich  machen.  Wenn  die  Flüssigkeit  auszufliessen  beginnt,  so  setzt 
$de  über  mn  befindliche  Schicht  vertical  abwärts  in  Bewegung,  und  die 

Höhe  h  befindliche  Schicht  wird  in  Folge  der  Schwere  in  mn  die  Ge- 
idigkeit  v  =  l^2gh  erhalten.  Wird,  wenn  sich  die  in  der  Höhe  h  befind- 
>chicht  in  Bewegung  setzt,  dieselbe  durch  neuen  Zuflnss  ersetzt,  so  dass 
veau  der  Flüssigkeit  constant  bleibt,  so  wird  nach  und  nach  jede  Schicht 

Ausflussöffhung  die  Geschwindigkeit  erhalten,  welche  dem  Fallraum  h 
icht,  da  dann  allmählich  alle  Schichten  beim  Ursprung  ihrer  Bewegung 
Ihe  h  über  der  Oeffnung  besassen.  Bei  den  anfUnglich  tiefer  unter  dem 
i  liegenden  Schichten  wird  die  gleiche  Geschwindigkeit  durch  den  Druck 
LTÜber  befindlichen  Flüssigkeit  bewirkt,  welcher  der  Höhe  der  Flüssig- 
.ule  proportional  ist;  denn  da  die  Flüssigkeit  das  GefUss  als  continuir- 
Strahl  verlässt,  so  muss  die  Geschwindigkeit  der  in  jedem  Augenblick 
fiBiung  passirenden  Flüssigkeit  immer  dieselbe  sein. 
iine  wichtige  Folgerung  dieses  Satzes  ist  die,  dass  die  Ausflussgeschwin- 
b  einer  Flüssigkeit  durchaus  unabhängig  ist  von  der  Natur  derselben, 
t  so  wie  alle  Körper  gleich  schnell  fallen ,  dass  dieselbe  nur  abhängig  ist 
)r  Druckhöhe  im  Gefösse.  Diese  Folgerung  hat  nichts  auffallendes,  wenn 
edenkt,  dass  bei  gleichen  Druckhöhen  bei  schwerem  Flüssigkeiten  auch 
dselben  Yerhältniss  die  Masse  der  zu  bewegenden  Flüssigkeit  zunimmt, 
^gen  des  Gewichtes  der  drückenden  Säule  der  Druck  zunimmt. 
Fm  dieses  Gesetz  experimentell  zu  bestätigen,  genügt  es,  die  Flüssig- 
n  constanter  Druckhöhe  aus  einer  seitlichen  Oefifnung  eines  Gefösses  aus- 
a  zu  lassen.  Da  jedes  Flüssigkeitstheilchen  dann  die  Oe&ung  mit  einer 
nten  horizontalen  Geschwindigkeit  verlässt,  so  verhält  es  sich  gerade 
n  horizontal  geworfener 

r.    Es  gelten  daher  die-   |^|^BH[B  Fig.  120. 

Gesetze ,    welche   wir 

für  geworfene  Körper 

ekelten.  Derausflieissende 

.  mass  daher  die  Gestalt 

Parabel  haben  (Fig.  120), 

einzelne  Punkte    man 

le  Zeit  leicht  bestimmen 

Gehen  wir  von  dem 

16  a  oder  h  aus,  und  nen- 

en  horizontalen  Abstand 

'^assertheilchens  von  der 


.jt 
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Wandfläche  zur  Zeit  <,  y,  und  den  verticalen  Abstand  von  a  oder  6,  j, » 
muss  zugleich  für  jedes  Wassertheilchen 

sein,  das  beisst,  in  einem  borizonialen  Abstand  y2gh  .  t  muss  das  Theücfaei 
um  I  t^  unter  der  Oe£fnung  liegen.   Die  zusammen  gehörigen  x  nnd  y  erinHM 

wir  dadurch ,  dass  wir  i  eliminiren 

Man  kann  sich  nun  bei  Unterhaltung  eines  continuirlicben  Wasse: 
davon  tiberzeugen ,  dass  die  Gestalt  desselben  der  Theorie  entspricht.   Ni 
wir  z.  B.  die  Druckhöhe  h  gleich  1  Decimeter  an,  so  muss  in  einem  bori 
talen  Abstand  des  Strahles  von  der  Wand  von  1  Decimeter 

a;  =  ^v  =  74  =  2,5  Centimeter 

sein.   Bei  einer  Druckhöhe  von  5  Decimeter  muss  aber  ftlr  y  =  1  Decimeiir 

^  ^^  ^  "^  '  20  =  ^  Millimeter 

sein.    Das  heisst,  im  ersten  Falle  ist  der  Strahl  in  einem  Horizontalal 
von   1  Decimeter  um  2,5  Centimeter  gefallen,   im  zweiten  jedoch  erst 
5  Millimeter  oder  den  fünften  Theil  von  vorhin.    Die  erste  Parabel  fSDt 
viel  rascher  ab  als  die  zweite.     Die  Messung  ergibt  diese  Resultate  auf 
genaueste,   mit  Abweichungen,   welche  vollständig  durch  von  uns  nicht 
achtete  Widerstände  gerechtfertigt  werden. 

§.  86. 

AusfluBsmenge.    Kennt  man  die  Ausflussgeschwindigkeit  einer  Fl 
keit  und  die  Grösse  des  Querschnittes,  durch  welche  sie  ausfliesst,  so 
man  daraus  leicht  die  Menge  der  ausfliessenden  Flüssigkeit  berechnen, 
der  Zeit  t   würde  dann  der  Strahl   einen  Cylinder  bilden  von  der 
V  .  t  =  j/2gh  .  t  und  von  der  Basis  s ,  der  Grösse  der  Oe&ung.   Die  Ausfloi 
menge  m  würde  demnach  gleich  dem  Inhalt  dieses  Cjlinders  sein,  also 

m  =  s  .  t  j/2gh 

und  bezeichnen  wir  mit  d  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  wäre 

• 

Gewicht  der  ausgeflossenen  Flüssigkeit  p 

p  =  dm  =  d  ,  s  .  t ,  y^gh.  \ 

Sammelt  man  nun  aber  die  ausgeflossene  Flüssigkeit  in  einem  Gef&ssTMi 
bekanntem  Gewicht,  und  bestimmt  man  die  wirklich  ausgeflossene  Meigt 
durch  Wägung,  so  findet  man  dieselbe  stets  kleiner  und  zwar  so,  dassp' 


Ausflussmenge. 
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Qsgeflossene   Menge   also   nicht  ganz  Y3   der  theoretisch   berechneten 
jt. 

Oieses  Resultat,  welches  sich  unmittelbar  aus  den  Beobachtungen  ergibt, 
demnach  mit  der  Theorie  in  Widerspruch.  Jedoch  ist  dieser  Wider- 
k  nur  scheinbar,  denn  die  Voraussetzungen,  unter  denen  wir  die  Aus- 
Qengen  theoretisch  entwickelten,  sind  nicht  vollständig;  wir  haben  einige 
nde  Umstände  vernachlässigt,  welche  uns  eine  genauere  Betrachtung  des 
lassenden  Strahles  kennen  lehrt. 

Wenn  man  nämlich  den  aus  einer  Bodenöffnung  ausfliessenden  Strahl  auf- 
sam betrachtet,  so  findet  man,  dass  er  nicht,  wie  wir  es  voraussetzten, 

« 

idrisch  ist,  sondern  dass  er  sich  sehr  rasch  unter  der  Oeflnung  zusammen- 
•  und  eine  kegelförmige  Gestalt  annimmt  (Fig.  121)  und  erst  von  CD  ab 
aahezu  cylindrischer  Form  weiter  herabföUt. 
J  Contraction  haben  wir  bisher  ausser  Acht 
csen.  Denn  nach  imseren  bisherigen  Betrach- 
m  dürfte  nur  eine  geringe  und  während  des 
n  Strahles,  soweit  er  zusammenhängt,  re- 
isige Zusammenziehung  des  Strahles  statt- 
die  sich  leicht  näher  bestimmen  lässt. 
fem  Verlassen  der  Ausflussöffnung  wird 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  durch  die 
^      cler   Schwere    eine   gleichmässig  be- 


Fig.  121. 


y   3chicht,  welche  die  Oeffnung  mit  der  Geschwindigkeit  v  verlassen 
»IxJfiaft  demnach  in  der  Zeit  T  die  Strecke  s 

Zeit  T  verlässt  nun  eine  zweite  Schicht  die  Oeffnung,  welche 
um  s  entfernt  ist.    Dieser  Abstand  muss  sich  aber  vergrössem, 
wir  ihn  nach  der  Zeit  t ,  so  ist  der  Abstand  der  ersten  Schicht 
zur  Zeit  T  -\-  t  gleich  s  -{-  s' 

zweiten  Schicht  s"  aber 

s"  =  vt-{-  l  ■  t\ 


"1. 


«J    beider  Schichten  daher 

-  ~s''  =  v{T+t)-vt+{\{T+tf- 

-  js'^  ^v  T+l  '  T^  +  g'  T't  =  s  +  g'  T't. 

der  Schichten  wächst  demnach  proportional  f;    soll  der 
b Klagend  sein,   so  muss  er  in  eben  dem  Verhältniss  enger 
sig  imd  nahezu  in  demselben  Verhältniss ,   als  er  sich 
a.  Aufl.  19 
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von  der  Oefiiiung  entfernt.  Statt  dessen  beobachtet  man  sehr  nahe  n 
Oefinung  eine  sehr  rasche  Zusammenziehung  des  Strahles,  so  zwar, 
Querschnitt  desselben  in  einem  Abstände  von  der  Oefinung ,  der  unge! 
Halbmesser  der  Oefinung  gleich  ist,  nur  mehr  gleich  ^/j  von  dem  Qae] 
der  Oefinung  ist.  Von  da  an  zieht  sich  der  Strahl  dann  nur  mehr  in  d 
zusammen,  wie  er  es  nach  unseren  obigen  Entwickelnngen  thun  mosi 
in  Tropfen  zersplittert. 

Diese  anormale  Contraction  des  Strahles,  welche  man  als  Contracl 
bezeichnet,  vermindert  also  den  Querschnitt  desselben  so,  dass  er 
als  V3  der  Ausflussöffhung  wird ;  sie  ist  für  grössere  Oefinungen  und 
Drucke  sogar  noch  bedeutender. 

Es  ist  klar,  dass  dadurch  die  Ausflussmenge  eine  kleinere  werd 
und  die  Erfahrung  hat  ergeben,  dass  diese  sich  gerade  so  verhält,  a 
engste  Stelle  des  Strahles  dort,  wo  die  Contractio  venae.  aufhört,  c 
liehe  Ausflussöfihung.  Die  Erfahrung  ergibt  nämlich ,  wie  wir  sahen , 
wirkliche  Ausflussmenge  m'  ist 

m'  =  0,62  w, 
oder 

jp'  ==  0,62  .s.d.t.  j/2gh. 

Mannigfache  Versuche ,  die  Störungen ,  welche  die  Contraction  ' 
sen,  mit  in  Rechnung  zu  ziehen,  und  so  auch  die  Menge |>'  theoretis( 
rechnen,    haben  noch  zu  keinem  befriedigenden  Resultate  geführt, 
können  wir  uns  doch  über  die  Gründe  Rechenschaft  geben,  welche 
trac^on  veranlassen. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  nicht  nur  die  senkrecht  über  c 
niing  mn  liegenden  Flüssigkeitstheile ,  sondern  wegen  der  freien  Bewe; 

derselben  auch  die  seitlich  liegenden  si( 
die  Ausflussöffnung  hin  bewegen.  Es 
daher  z.  B.  die  Wassertheilchen  rechts 
Oeffnung  in  der  Richtung  MR  und  ( 
Theilchen  links  in  NS  und  PC  sich  l 
Die  zwischen  M  und  0,  N  und  P  g 
Wassertheilchen  haben  daher  eine  seitlicl 
das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Gescl 
keit  und  werden  dadurch  die  zwischen 
findliche  Wassermenge  am  Ausfliessen 
Der  Strahl  besteht  demnach  aus  einer  k* 
Hülle,  welche  aus  convergirenden  Müs 
fäden  gebildet  ist.  Dort,  wo  diese  von  ei 
gesetzter  Seite  kommenden  Flüssigkc 
sich  treffen,  muss  die  nicht  von  der  l 
nigten  Bewegung  herrührende  Querschnitts  Verminderung,  die  eigentlii 
tractio  venae  ihr  Ende  erreichen,  indem  dort  die  seitlichen  Geschwind 


Fig.  182. 
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9*  von  entgegengesetzter  Seite  kommenden  Wassertheilchen  sich  aufheben, 
id  eine  vertical  herabgehende  Resultirende  ergeben.  Demnach  ist  eigentlich 
eht  die  Oeffiiung  SB  der  Querschnitt  der  Ausflussöffhung,  sondern  der  durch 
}  Contractionsstelle  O  geführte  Querschnitt,  da  erst  von  dort  an  die  Fltlssig- 
it  unserer  Annahme  gemäss  sich  vertical  herab  bewegt,  also  von  dort  erst 
I  Voraussetzungen  unserer  Berechnungen  stattfinden.  Da  nun  die  Con- 
ction  an  dieser  Stelle  so  stark  ist ,  dass  der  Querschnitt  bei  sr  gleich  ist  0,62 

Oeffnung,  so  kann  auch  die  Ausilussmenge  nur  0,62  der  vorhin  berech- 
m  sein. 

Aus  dieser  Erklärung  lässt  sich  auch  leicht  der  Einfiuss  von  Ansatzröhreh 
üe  Ausflussöffhung  ableiten.  Wenn  man  nämlich  die  Flüssigkeit  anstatt 
^h  eine  einfache  Wandöffnung  durch  kurze  Bohren  ausfiiessen  lässt,  so  wird 
irch  die  Ausflussmenge  je  nach  der  Gestalt  der  Röhren  verschieden  modificirt. 

die  Ausflussröhre  eine  konische  Gestalt,  so  dass  sie  sich  der  Gestalt  des 
üessenden  Strahles  anschmiegt,  so  wird  dadurch,  wenn  wir  als  Ausfluss- 
m^  die  der  Wand  des  Gefösses  ansehen,  die  Ausflussmenge  nicht  modifi- 

sehen  wir  aber  als  Ausflussöflnung  den  Querschnitt  der  Eöhre  an  ihrem 
3  an,  so  wird  die  Ausflnssmenge  vergrössert,  da  sie  so  gross  ist,  als  das 
eelli'sche  Theorem  ohne  weiteres  sie  von  einer  solchen  Oefinung  verlangt. 

Wendet  man  aber  eine  cylindrische  Röhre  an ,  welche  von  der  Flüssigkeit 
tzt  wird,  oder  setzt  man  an  das  erste  konische  Rohr  ein  zweites  konisches 
r  an ,  welches  sich  wieder  erweitert  und  allmählich  in  einen  Cylinder  über- 

von  der  Weite  der  Ausfiussöflhung,  so  wird  die  Menge  der  ausfliessenden 
si^^keit  bedeutend  gesteigert,  so  dass  0,8  —  0,9  der  theoretischen  Ausfluss- 
ge  ausfliesst.  Das  ist  jedoch  nur  dann  der  Fall,  wenn  der  Strahl  rings 
en  Wanden  des  Cylinders  adhärirt,  thut  er  das  nicht,  so  wird  die  Ausfluss- 
ge  nicht  geändert. 

Durch  die  konischen  Ansatzröhren ,  welche  sich  der  Gestalt  des  Strahles 
ihem,  wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  nicht  geändert,  höchstens 
li  Beibung  an  der  Röhrenwand  um  ein  geringes  verzögert;  in  cylindri- 
n  Aasflussröhren  wird  aber  durch  die  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  den 
iden  des  Cylinders  der  contrahirte  Strahl  wieder  verbreitert  und  nahezu 
tdrisch  gemacht.  Dadurch  würde  der  Strahl  zerreissen  und  im  Innern  des 
res  ein  leerer  Raum  entstehen  müssen.  Dem  wirkt  aber  nun  die  Cohäsion 
Wassers  und  der  äussere  Luftdruck  entgegen ,  der  zum  Thejl  die  Flüssig- 

in  die  Röhre  nachtreibt,  zum  Theil  den  Ausfluss  etwas  verzögert.  Da- 
h  aber,  dass  der  ausfliessende  Strahl  nahezu  cylindrisch  wird,  vermehrt 
die  Menge  der  ausfliessenden  Flüssigkeit. 

Wenn  man  sich  auch  zum  Theil  über  diese  die  Ausflussmengen  betreflen- 
Thaisachen  Rechenschaft  geben  kann,  so  sind  wir  doch  noch  weit  entfernt, 
dben  YoUst&ndig  verstehen  und  aufklären  zu  können.  In  den  meisten 
m,  besonders  wenn  der  Ausfluss  anstatt  aus  einfachen  Wandöffhungen 
Bfihrensystemen  erfolgt,    welche  noch  dazu  zum  Theil  gekrümmt  sind, 

19  • 
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finden  wir  uns  auf  die  Resultate  der  Erfahrung  angewiesen,  um  die] 
der  ausfiiessenden  Flüssigkeit  zu  bestimmen.  Die  Abweichung  von  dei 
celli'schen  Theorem  kann  nach  dem  Vorigen  nicht  anfallend  sein.  Bei 
setzen  wir  überdies  eine  vollkommene  Flüssigkeit  voraus,  bei  der  die 
nen  Theile  ganz  vollkommen  frei  beweglich  sind.  Das  ist  nun  bei  d 
handenen  Flüssigkeiten  nicht  vollkommen  der  Fall ;  ihre  Beweglicbk< 
einerseits  durch  die  Cohäsion  der  Flüssigkeiten ,  femer  aber  durch  de 
häsion  an  die  Wände  der  Ausflussöffhung  modificirt. 

§.  87. 
Gesetze  des  Ausflusses  durch  capillare  Bohren.  Die  Gesi 
Ausflusses  der  Flüssigkeiten  werden  in  noch  höherem  Maasse  modificiri 
die  Flüssigkeit  durch  sehr  enge  Bohren  ausfliesst,  da  dann  die  AdhiU 
Flüssigkeit  an  die  Böhrenwände  auf  die  Bewegung  von  wesentlich  besi 
dem  Einfluss  ist.  Dort  weichen  sie  durchaus  von  dem  Toricelirschen  S 
In  neuerer  Zeit  haben  besonders  Hagen  ^)  und  Poiseuille^)  darül 
suche  angestellt,  welche  wesentlich  zu  demselb'en  Besultate  führten,  da.» 
überdies  theoretisch  ableitete,  während  es  Poiseuille  lediglich  aus  sein 
suchen  schloss. 

Poiseuille  wandte  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  zwei  angesetzten 
versehene  Glaskugel  (Fig.  123)  von  vorsichtig  gemessener  Gax^acitäi 

deren  Fortsätzen  zwei 
Ä  und  B  eingefeilt  war 
untere  Bohre  war  etwa 
B  umgebogen  und  an  < 
ein  capülares  Rohr  an] 
dessen  Länge  und  Dm 
ser  mit  Sorgfalt  gemess 
reu.  Der  Apparat  wur 
durch  Aufsaugen  bis 
Flüssigkeit  geMllt,  da 
Gcfllssen  comprimirter ! 
Verbindung  gesetzt, 
auf  die  Flüssigkeitsolx 
bei  Ä  einen  ganz  coe 
Druck  ausübten,  der  mittels  passender  Druckmesser  gemessen  wurd 
wurden  dann  die  Zeiten  beobachtet,  welche  die  zwischen  A  und  B  an 
melte  Flüssigkeit  brauchte ,  um  bei  verschiedenen  Drucken  durch  Bohr 
schiedener  Länge  und  verschiedenen  Durchmessers  auszufliessen. 


Fig.   123. 


1)  Hagen,  Poggend.  Annal.  Bd.  XL  VI.  p.423. 

2)  Poisetiiüe,  Annalcs  de  chim.  et  de  phys.  111.  S^rie.  T.  VIL   Poggend. 
Bd.  LVIII.  p.  424. 
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Bei  einer  Aenderung  der  Druckhöhen  zeigte  sich  auf  das  genaueste ,  dass 
e  Aosflusszeiten  umgekehrt  proportional  sind  den  Druckhöhen. 
Eine  Versuchsreihe  mit  Wasser  gab  folgende  Zahlen : 

Länge  der  Röhre  107'""',9.   Durchmesser  0"»™,135. 
Höhe  in  Mm.  der  drücken-  Ausflusszeit  in  Sekunden 
den  Wassersäule 
1984 
7774  . 
10501 
10062 
20561 
30845 
41381 
47678 

Bei  constanter  Druckhöhe  und  constantem  Durchmesser  war  die  Ausfluss- 
fi  der  Röhrenlänge  direkt  proportional. 

Druck  in  Mm.  Wasserhöhe  1472""",45.     Durchmesser  0"'"',252. 

Ausflusszeit  in  Sekunden 


beobachtet 
5664" 

berechnet 
5664" 

1445 

1443 

1069 

1070 

1121 

1118 

546 

546 

365 

364 

273 

271 

237 

236. 

Länge  der  Röhre       beobachtet       berechnet 
108'"»",24  633"  633" 

84      52  492  492 

54      00  314  314. 

Dieses  Gesetz  gilt  jedoch  nicht  mehr  bei  zu  kurzen  Röhren ;  so  z.  B.  war 
9rnm  beobachtet  71",5,  mit  dem  ersten  Versuche  verglichen  ergab  sich  be- 
hnet  52",63. 

Bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Länge  sind  die  Ausflusszeiten  den 
Potenzen  der  Durchmesser  umgekehrt  proportional. 

Druck  1984™«»  Wasserhöhe ,  Länge  107""",9. 
Durchmesser  JD^  =  0,136     Zeit  T^  =  5664" 
„  2)^  =  0,252       „     T2=    468",5. 

In  der  That  verhält  sich  fast  genau 

Dj*  :D2*  =  471,57  :  5664, 
dass  dadurch  auch  dieses  Gesetz  bestätigt  ist. 

I>ie  in  gleichen  Zeiten  ausfliessenden  Mengen  verhalten  sich  nun  um- 
(Brihrt  wie  die  Zeiten,  in  denen  gleiche  Mengen  ausfliesson.  Nennen  wir 
dialb  die  Ausflussmenge  in  einer  Sekunde  Q  in  Kubikmillimctem ,  //  die 
be  der  drückenden  Flüssigkeitssäule  in  Millimetern,  D  den  Durchmesser 
d  Zf  die  Länge  der  Röhren  in  Millimetern ,  so  ist 

>rin  C  einen  Factor  bedeutet,  welcher  abhängig  ist  von  der  Natur  der  Flüs- 
;keit  und  der  Temperatur,  welche  sie  besitzt.  Für  Wasser  von  0^  ist  nach 
iseoille  C  =  135,15. 
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Für  irgend  eine  andere  Temperatur  t  ist  nach  PoiseuiUe 

C  =  135,15  (1  +  0,0336793  t  +  0,0002209936  fi), 
80  dass  C  mit  der  Temperatur  sehr  rasch  zunimmt. 

üeber  die  Abhängigkeit  der  Constanten  C  von  der  Natur  der  Flüss 
haben  besonders  Graham^)  und  Eellstab^)  Versuche  angestellt;  folgend 
belle  enthält  einige  von  Rellstab  angegebene  Zahlen ,  welche  die  Aosflosc 
gleicher  Volume  aus  einem  und  demselben  Apparate  bedeuten,  die  Au 
zeit  des  Wassers  bei  0®  gleich  100  gesetzt. 


Wasser 


Methylalkohol 


Aothylalkohol 


Propylalkohol 


Butylalkohol 


Amylalkohol 


)eratur 

Ausflusszeit 

10^ 

73,5 

20 

55,5 

30 

45,0 

10 

39,0 

20 

35,2 

30 

31,7 

10 

86,2 

20 

68,8 

30 

58,8 

10 

111,8 

20 

94,0 

30 

76,8 

10 

213,1 

20 

166,8 

30 

125,0 

10 

20 

243,8 

30 

188,2. 

Man  sieht  demnach,  dass  die  Gesetze  des  Ausflusses  der  Flüssig 
ganz  andere  sind  bei  langen  und  engen  Ausflussröhren  als  bei  einfache: 
nungen;  dort  ist  die  Ausflussmenge  der  Quadratwurzel  aus  den  Druck 
hier  den  Druckhöhen  selbst  proportional.  Zudem  ändert  sie  sich  hier  o 
Natur  der  Flüssigkeit  und  der  Länge  und  dem  Durchmesser  der  Röhre, 
ist  das  andere  Extrem  der  Ausflusserscheinungen;  während  in  dem  Toi 
sehen  Satze  die  Flüssigkeit  als  vollkonmien  und  keinen  andern  Kräfl 
der  Schwere  unterworfen  betrachtet  wird,  treten  in  diesem  Falle  die  Cohi 
kräfbe  der  Flüssigkeit  und  die  molekularen  Attractionen  zwischen  ihr  m 
festen  Wand  als  bestinmiend  auf,  welche  wir  vorhin  als  Störungen  ansahei 
Ausflusserscheinungen  aus  Eöhrenleitungen  liegen  zwischen  diesen  Exü 
sie  werden  sich  erst  dann  vollkommen  bestimmen  lassen,  wenn  man  di< 
kungen  dieser  Molekularactionen  vollständig  mit  in  Rechnung  ziehen  bu 


1)  Grraham,  Philosophical  Transactions  f.  1861.  p.  373. 

2)  Bdlstab,  Inauguraldissertation.  Bonn  1868. 
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§.  88. 

!on8titution  des  anafliessenden  Strahles.  Bisher  haben  wir  still- 
gcnd  vorausgesetzt,  dass  die  Oefinung,  aus  welcher  die  Flüssigkeit 
38t,  eine  kreisförmige  sei,  und  dass  somit  der  Strahl  von  der  Stelle  der 
m  Contraction  an  ein  merklich  cylindrischer  sei.  (ranz  anders  werden 
die  ausfliessenden  Wasserstrahlen  gestaltet,  wenn  man  statt  kreisförmiger 
ngen  andere,  z.  B.  viereckige  oder  kreuzförmige  Oefinungen  anwendet, 
istalten  dieser  Strahlen  sind  vorzugsweise  von  Bidone')  und  später  von 
s  ^)  untersucht  worden.  Wir  lassen  hier  einige  der  eigenthümlichen  For- 
ler aus  eckigen  Oeffnungen  ausfliessenden  Strahlen  folgen,  nach  der 
eibung,   welche  Magnus  von  ihnen  gibt.    Fig.  124  a  gibt  die  Ansicht 


Fig.  124. 


C 3 

A  B 


Fig.  125. 


I\ 


AE^S^ 


b 


Fig.  126. 
t  3 


W 


THVV. 


Strahles,  der  aus  einer  viereckigen  Oeffnung  ausfliesst,  deren  eine  Seite 
llim. ,  deren  andere  25  Millim.  lang  ist ,  gesehen  in  einer  zur  grossem 

Bidone,  Memorie  deir  Accademia  di  Torino.  Bd.  XXXIV. 
Magnus,  Poggend.  Annal.  Bd.  XCV.  p.  1. 
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Seite  senkrechten  und  124  b  in  einer  zur  kleinem  Seite  senkrechten  Bichtong. 
Fig.  125  zeigt  die  Gestalt  eines  ai^s  einer  kreuzförmigen  und  Fig.  126  eia« 
aus  einer  quadratischen  OefEnung  ABDC  ausfliessenden  Strahles.  Bas  Wataer 
zieht  sich  unter  der  Oeffnung  sehr  rasch  zusammen  und  es  bilden  sich  rooi- 
iiche  Bänder  Ae  Bt  (Fig.  124  a),  die  sehr  scharf  gegen  den  übrigen  Theilte 
Fläche  begrenzt  sind.  Diese  erzeugen,  wo  sie  zusammentreffen,  die  zur  Flidi 
ABte  senkrechte  Fläche  tkg^i  (Fig.  124  b),  die  sich  nach  unten  immer  mfllv 
zusammenzieht  und  dann  die  Fläche  gk^  hi^  entstehen  lässt ,  und  so  fort,  \k 
der  Strahl  zersplittert.  Dieselbe  Gestalt  erhielt  der  Strahl ,  als  anstatt  dtt 
einfachen  Ausflussöffnung  eine  20  Millimeter  lange  Röhre  von  gleichem  Qu» 
schnitt  an  das  Gefäss  gebracht  wurde. 

Bei  den  aus  der  kreuzförmigen  Oefliiung  (Fig.  125)  austretenden  StraUtf 
geht  das  Wasser  in  vier  sich  kreuzenden  Strahlen  nieder,  Ae^,  Be^^,  Cfe  et6| 
von  denen  jeder  einen  starken  Rand  hat.  Indem  diese  vier  Ränder  zusammet 
treffen,  erzeugen  je  zwei  eine  Fläche  rj>{/;  da  aber  das  Zusammentreffen 
tral  stattfindet,  wenn  die  Arme  der  kreuzförmigen  Oeffhung  genau  gl 
sind,  so  halbirt  jede  Fläche  den  Winkel,  den  die  Ränder  mit  einander 
so  dass  die  vier  entstehenden  Flächen,  rpr/,  rp^q\  die  Lage  der  zwischen 
und  CD  punktirten  Linien  p  und  q  haben.  Zwischen  ihnen  ziehen  sich 
Ränder  Ce  bis  gegen  G-  hinab.  In  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Hori 
talen  haben  die  Flächen  rpq  ihre  grösste  Breite.  Unterhalb  dieser  Stelle 
men  sie  wieder  dicke  Ränder  an,  durch  deren  Zusammentreffen  neue 
ZV  entstehen.  Da  auch  hier  die  Ränder  central  zusammentreffen ,  so  hal 
die  Flächen  zv  die  Winkel  der  vorigen.  Ihre  Richtung  Mit  also  wieder 
derjenigen  der  Kreuzesarme  zusammen. 

Selten  treten  mehr  als  zwei  solcher  Flächensysteme  auf,  meist  beginnt! 
dem  zweiten  die  Zersplitterung  des  Strahles. 

Bei  dem  aus  der  quadratischen  Oeffnung  ABCD  (Fig.  126)  hervo 
den  Strahle  erblickt  man  unter  der*  Stelle  der  grössten  Zusammenschn' 
vier  Flächen  opq ,  deren  Verlängerungen  durch  die  Mitte  der  Seiten  AB,  BD' 
gehen  und  auf  diesen  senkrecht  stehen. 

IJnter  diesem  liegt  ein  zweites  Flächensystem,  welches,  wie  in  dem 
gen  Falle,  die  Winkel  des  ersten  halbirt,  also  mit  der  Richtung  der  Di 
des  Quadrats   zusammenfällt.     Unter  dem  zweiten  befindejt  sich  ein  drii 
dem  ersten  gleiches  Flächensystem  u.  s.  f.,  so  dass  oft  neun  derartiger 
steme  imter  einander  liegen. 

Diese  Formen,  welche  die  Strahlen  annehmen,  die  aus  eckigen  Oeffii' 
fliessen ,  zeigen  auf  das  deutlichste  den  Einfluss  der  seitlichen  Bewegung 
Flüssigkeit  und  der  Molekularattraction  der  Flüssigkeitstheilchen,  die  wirlMt 
den  vorhin  betrachteten  Ausflusserscheinungen  als  störende  Umstände  ansiba»' 
Denn  diese  beiden  Umstände  scheinen  hinreichend,  um  die  sonderbaren  Gfr 
stalten  der  Strahlen  zu  erklären. 
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Die  Flttsaigkeitstheilchen  haben  alle  bei  ihrem  Austritt  aus  der  Oeffhung 
eine  horizontale  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Geschwindigkeit, 
^reiche  noch  durch  die  früher  betrachtete  Oberflächenspannung  an  den  freien 
des  Strahles  vermehrt  wird.     Daraus  ergibt  sich  die  von  allen  Seiten 
innen  gerichtete  Bewegung  der  Flüssigkeit  unmittelbar  unter  der  Oeff- 
nung;  bei  kreisförmigen  Oeflhungen  ist  die  nach  innen  gerichtete  Geschwin- 
digkeit der  Flüssigkeit  sowohl  als  der  Widerstand ,  den  das  Innere  des  Strahls 
derselben  entgegensetzt,    nach  allen  Bichtungen  gleich,    deshalb  zeigt  sich 
dort  die  Einschnürung  von  allen  Seiten  ohne  darauf  folgende  Anschwellung; 
anders  jedoch  bei  eckigen  Oefinungen.    Dort  ist  die  Oberflächenspannung  ver- 
schieden, and  zwar  ist  sie  am  stärksten  von  den  Ecken  aus,   weil  dort  der 
Krümmungsradius  am  kleinsten  ist,  während  die  übrige  Fläche  des  Strahles 
eben,  oder  gar  wohl  concav  sein  kann.  Unter  der  Oeifnung  müssen  daher  vor- 
zugsweise die  von  den  Ecken  der  Oeflnung  kommenden  Flüssigkeitstheile  nach 
der  Mitte  zu  sich  bewegen  und  daher  der  Strahl  hauptsächlich  von  den  Ecken 
Mu  zusammengeschnürt  werden.    Daher  treten  dann  die  von  den  Seiten  der 
Oefinnng  herkonmienden  Flüssigkeitstheile  über  den  Strahl  heraus,  und  der 
Strahl  muss  einen  der  Oeflnung  entgegengesetzten  Querschnitt  erhalten ,  dort 
^     i^nen  kleinsten  Durchmesser  haben ,  wo  die  Oeflnung  den  grössten  hat ,  und 
[     umgekehrt.     An  dieser  Stelle  kehren  sich  dann  die  Verhältnisse  um;   durch 
'      die  Oberflächenspannung  in  den  jetzt  stärker  gewölbten  Theilen  des  Strahles 
erfüllten  die  hier  befindlichen  Theile  des  Strahles  eine  nach  innen  gerichtete 
Bewegung,  und  da,  wie  wir  sahen,  der  Querschnitt  des  Strahles  wogen  der 
beschleunigten  Bewegung  abwärts  immer  kleiner  wird,  so  wird  jetzt  die  Zu- 
sammenschnürung  hauptsächlich  von  den  entstandenen  Ecken  des  Strahles 
ÄMgehen  und  damit  ein  Heraustreiben  der  Flüssigkeit  an  den  concaven  Stellen 
des  Strahles  eintreten. 

Die  Erscheinung  ist  also  wesentlich  eine  Folge  der  verschiedenen  Ober- 
I  flfichenspannung  des  Strahles,  verbunden  damit,  dass  wegen  der  zunehmen- 
den, nach  unten  gerichteten  Geschwindigkeit  der  Bewegung  die  Theile  des 
Strahles  überhaupt,  so  lange  der  Strahl  zusammenhängt,  das  Bestreben  haben, 
sich  der  Mitte  zu  nähern ,  und  dass  deshalb  die  von  den  Ecken  der  Oeflnung 
niedergehenden  Theile  einen  nur  geringen  Widerstand  gegen  ihre  horizontale 
Bewegung  erfahren  *). 

Auch  an  Strahlen ,  welche  aus  einer  kreisförmigen  Oeflnung  hervorgehen, 
beobachtet  man  meist  Anschwellungen  und  Erscheinungen  ähnlicher  Art.  Von 
der  Contractionsstelle  abwärts  ist  der  Strahl  zunächst  nahezu  cylindrisch ,  und 
dabei  massiv  und  ganz  klar.  In  einiger  Entfernung  von  derselben  ändert  er 
aber  sein  Ansehen  vollständig,  er  erscheint  gestört,  orfUhrt  eine  merkliche 
Anschwellung  (Fig.  127)* und  wird  trübe,  so  dass  es  den  Anschein  hat,  als 
bilde  er  keine  continuirlicho  Flüssigkeitsmasse  mehr.     Auf  diese  erste^An- 


1)  Buff,  Poggend.  Aunal.  Bd.  C. 
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Schwellung  folgt  dann  eine  Stelle,  wo  der  Strahl  wieder  znsammeni 

ist,  auf  diese  wieder  eine  Anschwellung  und  so  fort.  Die  abwe« 
Fio  127.  Anschwellungen  und  Einschnürungen  nennt  man  nach  Saya 
sie  zuerst  genauer  untersuchte,  Bäuche  und  Knoten.  Im  if 
Strahles  scheint  sich  ein  continuirlicher  Kanal  herabzuziebei 
sam  als  Fortsetzimg  des  massiven  Strahles  über  dem  ersten 
Dass  diese  Anschwellungen  und  Einschnürungen  übri^ 
anders  beschaffen  sind  und  von  ganz  andern  Ursachen  herr 
diejenigen,  welche  bei  den  aus  eckigen  Oeffnungen  hervoi 
Strahlen  auftreten ,  lässt  sich  leicht  zeigen. 

Zunächst  kann  man  leicht  erkennen,  dass  der  Strahl  i 
untern  Stellen  nicht  mehr  continuirlich  ist,  sondern  aus  g 
Tropfen  besteht.  Wenn  man  nämlich  ein  Kartenblatt  horiz* 
rasch  durch  einen  Bauch  des  vertical  herabgehenden  Stre 
durchführt,  so  findet  man  auf  demselben  nicht  einfach  eini 
Linie ,  sondern  statt  dessen  eine  Reihe  benetzter  Stellen ,  yi 
gen,  dass  auf  einander  folgende  Stellen  des  Blattes  von  Tr 
troifen  sind.  Hält  man  einen  Draht  oder  ein  Blech  so  in  < 
dass  es  ein  wenig  in  den  Strahl  hinein  reicht,  so  fühlt  man, 
es  von  dem  glatten  Theile  desselben  getroffen  wird,  eine 
massigen  Druck.  Wird  dasselbe  dagegen  von  einem  Bauche 
so  fühlt  man  deutlich  eine  vibrirende  Bewegung.  Daraus  f 
unmittelbar,  dass  das  Aussehen  des  Strahles  an  dieser  Stellt 
optische  Täuschung  sein  kann ,  indem  wir  nicht  die  einzelne] 

sehen,  sondern  nur  den  Gesammteindruck  der  rasch  nach  einander  ai 

zelnen  Stellen  erscheinenden  Tropfen  erhalten. 

Denn  die  einzelnen  auf  einander  folgenden  Tropfen  gehen  einer 
andern  sehr  rasch  vor  unserem  Auge  vorüber,  jeder  muss  daher  au 
Netzhaut  den  Eindruck  einer  verticalen  Linie  machen ,  gerade  wie  ei 
tonde  Kohle,  wenn  sie  rasch  im  Kreise  geschwimgen  wird,  den 
eines  feurigen  Kreises  macht;  oder  wie  wir  an  einem  rasch  sich  d 
Rade  nicht  mehr  die  einzelnen  Speichen  sehen,  sondern  eine  gleichm 
Radkranz  ausfüllende  Fläche.  Wenn  nun  ein  Tropfen  am  Auge  voi 
fallen  ist,  so  folgt  ihm  sofort  ein  zweiter  und  der  von  dem  ersten 
hinterlassene  Eindruck  setzt  sich  fort,  und  so  weiter.  Wir  sehen 
die  Contouren  aller  auf  einander  folgenden  Tropfen  als  einen  contii 
Strahl.  Daraus  folgt  dann  weiter,  da  wir  abwechselnd  Bäuche  un< 
wahrnehmen,  dass  die  Tropfen  sich  abwechselnd  verbreitem  und  vc 
dass  sie  in  der  Mitte  der  Bäuche  am  breitesten  und  ip.  den  Knoten  ai 
sten  sein  müssen. 


1)  Savart,  Annales  de  chini.  et  de  phys.  T.  Llll.  337. 
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Man  kann  dies  sehr  deutlich  wahrnehmen,  wenn  man  den  Strahl  so  be- 

ol>achtet,  dass  man  ihn  immer  nur  eine  sehr  kleine  Zeit  wahrnimmt,  so  dass 

urSbrend  dieser  Zeit  die  Tropfen  ihre  Stelle  fast  gar  nicht  ändern.     Es  gibt 

dazu  mehrere  Mittel,  welche  wir  später  kennen  lernen  werden;  das  sicherste 

ist    die  Beobachtungsmethode  von  Magnus^).     In  eine  kreisförmige  Scheibe 

von  250  Millimeter  Durchmesser  wird  ein  Spalt  von  1  Millimeter  Breite  in  der 

Richtung  eines  Badius  eingeschnitten.    Die  Scheibe  wird  dann  auf  einer  durch 

iliren  Mittelpunkt  gehenden  Axe  befestigt  und  in  eine  sehr  rasche  Rotation 

versetzt,  so  dass  sie  20  bis  25  Umdrehungen  in  der  Sekunde  erhält.     Man 

stellt  dann  das  Auge  und  die  rotirende  Scheibe  so ,  dass  man  den  Strahl  sieht, 

wenn  die  Spalte  dem  Strahl  parallel  steht.    Man  sieht  den  Strahl  dann  nur  so 

lange,  aber  jedesmal,  wenn  die  Spalte  vor  dem  Auge  hergeht.    Da  die  Spalte 

nur  ein  Millimeter  breit  ist ,  so  beträgt  sie  nur  —  der  ganzen  Kreisfläche  und 
da  die  Scheibe  20  bis  25mal  in  der  Sekunde  rotirt,  so  ist  die  Spalte  nur 

IödOO 

Ws  r— -  Sekunde  vor  dem  Auge.  In  dieser  kurzen  Zeit  ändert  aber  der  ein- 
lebe Tropfen  seilte  Stelle  nicht  merklich,  und  deshalb  sehen  wir  sie  einzeln, 
•Is  wären  sie  unbeweglich.  Da  aber  femer  die  Spalte  20 — 25mal  in  der 
Sekunde  an  unserem  Auge  vorüber  geht,  so  sehen  wir  das  einzelne  Bild  25mal 
in  der  Sekunde,  wir  glauben  es  daher  ununterbrochen  zu  sehen. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  einen  mit  Bäuchen  versehenen  Strahl  betrach- 
tet, 80  erhält  man  das  Bild  Fig.  128.    Man  sieht,  wie  der  Strahl  aus  lauter 
•  einzelnen  Tropfen  besteht,    von  denen  man  aber  zwei  Arten  unterscheiden 
buuL   Die  einen  sind  sehr  klein  und  kugelrund  in  der  Axe  des  Strahles ;  sie 
bilden  den  erwähnten  innem  Strahl,    um  den  sich  die  Bäuche  herumlegen. 
Die  andern  sind  viel  grösser,  sie  wechseln  mit  den  ersten,  welche  in  gleichen 
Abständen  von  einander  stehen ,  ab  und  haben  eine  sehr  verschiedene  Gestalt. 
Man  sieht  zunächst  unter  dem  continuirlichen  Theile  des  Strahles,   wie  die 
Tropfenbildung  eintritt ,   der  Strahl  zeigt  Schwellungen  und  Einschnürungen, 
die  bei  /$  in  einzelne  Tropfen  Übergehen ;  die  Einschnürungen  werden  zu  den 
Toriiin  erwähnten  kleinen  Tröpfchen,   die  Anschwellungen  zu  den  grossen. 
Diese  haben  zuerst  eine  in  die  Länge  gezogene  Gestalt  a,  dann  verkürzen  sie 
sichy  indem  sie  zugleich  breiter  werden  &,  bei  c  sind  sie  kugelförmig,  bei  d 
sind  sie  in  verticaler  Richtung  abgeplattet  und  in  der  horizontalen  am  stärk- 
iten  ausgedehnt,  bei  e  wieder  mehr  kugelförmig,  bei  f  und  noch  mehr  bei  g, 
wo  man  den  Knoten  wahrnimmt ,  in  die  Länge  gezogen.    Von  da  ab  wieder- 
holen sich  die  Gestalten  a — ^,  bis  der  Strahl  unterhalb  der  Bäuche  aus  einan- 
der geht,  und  zwar  treten  dieselben  Gestalten  immer  an  derselben  Stelle  auf. 
Dm8  die  Gestalt  des  Strahles  deshalb  die  vorher  beschriebene  sein  muss ,  geht 
unmittelbar  aus  dieser  Gruppirung  der  Tropfen  hervor.     Es  fragt  sich  nun, 
wie  entsteht  diese  Erscheinung. 


1)  Magnus,  Poggend.  Annal.  Bd.  CVl.  p.  1. 
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Wir  erwähnten  vorhin ,  dass  nicht  immer  an  den  au8  kreisförmigen  Oeff* 
nungen  hervorflicssenden  Strahlen  diese  Anschwellungen  sich  zeigen,  sonden 
Fig.  128.       Fig.  129.  ^^s  oft  der  Strahl  eine  nahezu  cylindrische  Gestalt  habe. 

Aber  auch  in  diesem  findet,  wie  Magniis  ^)  nachwies,  & 
Tropfenbildung  statt,  und  zwar  etwas  tiefer  als  dort,  wo 
sie  dann  eintritt,  wenn  sich  Bäuche  zeigen.  Ein  solcher ej- 
lindrischer  oder  vielmehr  schwach  konischer  Strahl  bietet 
nach  Magnus  ein  Bild ,  wie  Fig.  129.  Auch  hier  sind  die 
Tropfen  bald  länger  bald  breiter,  aber  die  Formen  wedk- 
sein  nicht  regelmässig,  sondern  ganz  unregelmässig;  de»* 
halb  ist  der  nicht  mit  Bäuchen  versehene  Strahl  auch  an  der 
untern  Strecke  nur  breiter  als  an  der  obem.  Die  Tropfi» 
bildung  ist  daher  allen  diesen  Strahlen  gemeinsam,  betr&chtei| 
wir  sie  zuerst. 

Die  Tropfenbildung  ist  Folge  der  beschleunigten 
schwindigkeit  der  herabfallenden  Flüssigkeit;   indem  röM 
soviel  Flüssigkeit  oben  ausfliesst,  als  unten  nothwendig  iili] 
um  den  Strahl  als  ein  Continuum  zu  erhalten,  daher  zerspt 
tert  der  Strahl  und  dadurch  bilden  sich  in  Folge  der  Ol 
flächenspannung  Tropfen. 

Dass   diese  Erklärung  die  richtige  sei,   folgt  aus 
Beobachtung  des  aus  einem  mit  einer  Hahnöffnung  vei 
nen  Gefässe  tropfenweise  ausfliessenden  Wassers.    Zi 
sammelt  sich  das  Wasser  an  der  Hahnöffhung  an,  verl 
sich  dann  in  einen  Tropfen ;  darauf  tritt  eine  Einschnl 
ein  und  der  Tropfen  fällt  herab.   Der  herabfallende  Troj 
\/^  9     strebt  dann  eine  kugelförmige  Gestalt  anzunehmen  und 

^1  A     bei  oscillirt  er,  so  dass  er  abwechselnd  in  die  Länge  gew 

abwechselnd  abgeplattet  erscheint.  Die  Einschnürung  bü^ 
dann  mehrere  kleine  Tropfen.  In  diesem  Falle ,  wo  die  Ai 
flussmenge  von  Anfang  an  nicht  so  gross  ist,  um  einen 
tinuirlichen  Strahl  zu  bilden,  tritt  die  Tropfenbildung 
Anfang  an  auf. 
Ferner,  Plateau  zeigte,  wenn  man  den  §.  82  beschriebenen  in 
Alkoholgemische  gebildeten  üelcylinder  durch  Entfernung  der  beiden 
kreise,  zwischen  denen  er  gebildet  war,  verlängert,  dass  er  dann,  wenn 
eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  zerreisst.  Unmittelbar  vorher  bilden  fli 
abwechselnde  Einschnürungen  und  Anschwellungen,  deren  letztere  gro*l 
Tropfen  bilden ,  während  an  Stelle  der  Einschnürungen  kleine  Tropfen  •rf'] 
treten.  Also  auch  hier,  wo  die  Flüssigkeit  nicht  mehr  ausreicht,  um  eiii«| 
continuirlichen  Cylinder  zu  bilden,  dieselbe  Tropfenbildimg  in  Folge  der  Ob»" 
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1)  Magnus  a.  a.  0. 


5-  €8.  Constitution  der  Wasserstrahlen.  301 

fllSchenspannimg.  Wenn  nun  in  allen  aus  kreisförmigen  Oeffnungen  ausfliessen- 
des  Strahlen  die  Tropfenbildung  das  Gemeinsame  ist,  so  müssen  noch  beson- 
deire  Umstände  auftreten,  um  einmal  die  regelmässige  Folge  derselben  hervorzu- 
bringen, ein  andermal  nicht.  Savart  *)  und  Magnus^)  haben  diese  nachgewiesen ; 
sie  zeigten,  dass  der  Strahl  die  Gestalt  Fig.  129  hat,  wenn  die  Ausflussöffnung 
^ajiz  ruhig  ist  und  keine  zitternde  Bewegung  besitzt,    dass  aber  jedesmal, 
^w^exm  man  derselben  eine  zitternde  regelmässige  Bewegung  mittheilt,   die 
fluche  auftreten.     Savart  hing,  um  dieses  zu  zeigen,   das  Gefäss  an  Fäden 
schwebend  auf,   so  dass  es  nicht  erschüttert  werden  konnte  und  der  Strahl 
batte  die  Gestalt  Fig.  129,  wurde  aber  durch  das  Anstreichen  eines  Violoncells 
in  der  Nähe  das  Geföss  und  damit  die  Bodenplatte  in  regelmässige  Vibratio- 
nen gebracht,  so  traten  sofort  die  Bäuche  in  schönster  Regelmässigkeit  auf. 
Magnus  zeigte  dasselbe  durch  einen  noch  entscheidenderen  Versuch.   Die  Aus- 
flussöffiiung  wurde  in  eine  Messingscheibe  eingeschnitten,   und  diese  durch 
^e  Kautschukröhre  auf  eine  Hülse  befestigt ,  welche  aus  dem  Boden  des  mit 
Flüssigkeit  versehenen  GefÜsses  herabging.    Die  Messingscheibe,  in  der  sich 
die  Ausflussöffhung  befand ,  wurde  dann  auf  ein  Paar  Kissen  von  Wolle  gelegt, 
^e  auf  eine  feste  Unterlage  gelegt  waren.    Würde  nun  das  Gestell ,  auf  dem 
das  Ausflussgefäss  stand ,  in  eine  regelmässige  vibrirende  Bewegung  versetzt, 
so  zeigten  sich  keine  Bäuche,   weil  die  Vibrationen  des  Gefiisses   sich  nicht 
durch  den  Kiiutschuk  zur  Bodenplatte  fortpflanzen  konnten;   wenn  aber  die 
Flatte,  in  der  die  Ausflussöffhung  angebracht  war,  mit  dem  Gestell  in  feste 
Verbindung  gebracht  war  und  somit  vibrirte ,  so  traten  sofort  die  Bäuche  auf. 
Wie  nun  in  Folge  dieser  Vibrationen   das   regelmässige  Abreissen  der 
Tropfen  und  damit  die  Bäuche  entstehen,   erklärt  Magnu^  folgendermassen. 
Indem  der  Band  der  Ausflussöflnung  regelmässig  auf  und  niedergeht,  wird  die 
Geschwindigkeit  des  ausfliessenden  Strahles  abwechselnd  beschleunigt  und  ver- 
i(igert     Durch  diese   abwechselnden  Beschleunigungen    und  Verzögerungen 
entstehen  die   abwechselnden  Anschwellungen  und  Einschnürungen,   die  in 
grösserer  Tiefe  die  Trennung  in   einzelne  regelmässige  Tropfen   zur  Folge 
haben.   Sind  diese  abwechselnden  Beschleunigungen  und  Verzögerungen  nicht 
vorhanden,  so  fehlen  die  Bäuche  und  das  Abreissen  findet  in  grösserer  Ent- 
fernung von  der  Oeffhung  und  viel  weniger  regelmässig  statt.    Wahrscheinlich 
trSgt  die  geringere  Entfernung,   in  welcher,   wenn  Bäuche  vorhanden  sind, 
die  einzelnen  Massen  abreissen,  nicht  unwesentlich  zu  jener  Begelmässigkeit 
bei,  da  alle  Bewegungen  in  einem  Strahl  in  geringerer  Entfernung  von  der 
Oeffhung  regelmässiger  sind  als  entfernt  davon. 

Noch  auffallender  und  interessanter  zum  Theil  sind  die  Formen ,  welche 
FlIlBsigkeitsstrahlen  bilden,  wenn  sie  durch  feste  Körper  oder  andere  ent- 
gegenkommende Strahlen  gestört  werden ;  man  sieht  diese  Erscheinimgen  häuflg 


1)  Savart  a.  a.  0. 

2)  Magnus  a.  a.  0. 
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in  Gärten  als  Zierrath  benutzt.  Das  Wasser  wird  nämlich  von  den  festen  Kör- 
pern nicht  regelmässig  zurückgeworfen ,  wie  wir  das  bei  den  festen  KSrpen 
fanden ,  sondern  breitet  sich  in  oft  höchst  sonderbaren  Formen  aas.  Es  wttxdB 
uns  jedoch  zu  weit  führen ,  darauf  einzugehen ,  deshalb  verweisen  wir  aof  £e 
Abhandlungen  von  Magnus^)  und  Savaii^). 


Drittes  Kapitel. 
Von  den  gasformigen-  Körpern. 

§.  89. 

Allgemeine  BesohafiTenheit  der  Qose.    Wir  lernten  in  §.  47  sosser 
der  festen  und  flüssigen  Aggregatform  noch  eine  dritte  kennen,   in  wel 
Körper  vorkommen  können,  die  gasförmige.   Diese  definirten  wir  dahin, 
sie  weder  eine  selbständige  Gestalt  wie  die  festen  Körper ,  noch  ein  sei 
diges  Volumen  wie  die  flüssigen  Körper  besitzen,   sondern  sich  soweit 
breiten,  bis  ein  äusseres  Hindemiss  sie  zurückhält. 

Wir  können  uns  leicht  durch  Beobachtung  und  Versuche  davon  ül 
zeugen,  dass  wir  überall  von  einem  Körper  dieser  Aggregatform,  der 
umgeben  sind;   wir  athmen  sie  ein,  fühlen  ihre  Strömungen  im  Winde 
ihren  Widerstand  bei  raschen  Bewegungen. 

Wenn  man  eine  scheinbar  leere  Glocke  so  in  Wasser  taucht,  dass 
ganze  Basis  zuglejch  die  Wasserfläche  berührt,  so  vermag  nur  wenig  W) 
in  die  Glocke  einzudringen,  auch  wenn  wir  sie  so  tief  in  das  Wasser 
drücken,   dass  sie  ganz  unter  Wasser  steht.    Wir  müssen  daraus  schliß 
dass  die  Glocke  mit  etwas  erfüllt  ist,  was  dem  Eindringen  des  Wassers 
entgegensetzt.     Neigen  wir  nun  die  Glocke,   indem  wir  aber  dafür  s 
dass  die  Basis  derselben  stets  unter  Wasser  bleibt,  so  weit,  dass  das  Nr 
der  in  die  Glocke  eingedrungenen  Flüssigkeit  an  einer  Stelle  den  Band 
Glocke  nicht  mehr  erreicht,   so  sehen  wir  bei  fernerem  Niederdrücken, 
aus  ihr  durch  das  Wasser  grosse  Blasen  aufsteigen  und  wie  dann  das  Wi 
höher  in  die  Glocke  einsteigt.   Noch  deutlicher  wird  dieser  Versuch,  wenn 
die  Glocke  oben  mit  einem  Hahn  versehen.    So  lange  der  Hahn  gesci 
ist,  kann  das  Wasser  in  die  Glocke  nicht  eindringen,   ö&en  wir  aber 
selben ,  so  dringt  beim  Niederdrücken  das  Wasser  ein ,  zugleich  bemerken 
aber,  wie  aus  der  Hahnöflhung  die  Luft  hervordringt,  indem  wir  ihren 
ftihlen ,  oder  sehen ,  wie  leichte  Köri)erchen  durch  den  hervordringenden 
ström  fortgerissen  werden. 


1)  Mckgnua  a.  a.  0.  und  Poggend.  Annal.  Bd.  LXXX.  p.  1.  Bd.  XCV.  p.  1. 

2)  Savart  a.  a.  0.  und  Amialcs  de  chhn.  et  de  phys.  T.  LIV.  p.  5&  und  p.  llt 
T.  LV.  p.  267. 
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Dieser  Versuch  beweist  auf  das  evidenteste  sowohl  ^as  Vorhandensein 
Ekls  die  Körperlichkeit  der  Luft,  indem  er  uns  beweist,  dass  in  einen  mit  Luft 
criXillten  Baum  ein  anderer  Körper  nicht  eindringen  kann. 

Durch  einen  ebenso  einfachen  Versuch  können  wir  uns  nun  Überzeugen, 

die  Luft  eine  Flüssigkeit  ist,  dass  ihre  Theile  frei  beweglich  sind.    Denn 

wir  die  Glocke  um,  so  dass  ihre  Basis  nach  oben  gerichtet  ist,  so  kön- 

wir  flüssige  und  feste  Körper  leicht  hineinbringen.     Die  eingebrachten 

Körper  verdrängen  die  Luft  ebenso  leicht,  wie  eine  Flüssigkeit,  in  die  man 

sie  eintaucht,  oder  wie  eine  schwerere  die  leichtere  Flüssigkeit  verdrängt,  mit 

'Welcher  sie  sich  nicht  mischt.    Wir  müssen  daher  die  Luft  als  eine  Flüssigkeit 

^>etrachten  und  ihren  Theilen  dieselbe  freie  Beweglichkeit  zuschreiben,   wie 

den  einzelnen  Theilen  der  Flüssigkeiten. 

Dasselbe  zeigt  uns  der  geringe  Widerstand ,  den  die  Bewegung  der  Kör- 
per in  einem  mit  Luft  erfüllten  Baume  erfährt ,  der  noch  um  vieles  geringer 
ist  als  der  Widerstand ,  den  eine  Bewegung  in  einem  mit  Flüssigkeit  erfüllten 
I     Btume  findet. 

Dass  die  Luft  kein  selbständiges  Volumen  besitzt,  zeigt  folgender  Ver- 
such. Man  kann  eine  Blase  leicht  zum  Theil  mit  Luft  anfüllen.  Bringt  man 
sie  dann  in  eine  Glocke,  aus  der  wir  durch  einen  später  zu  beschreibenden 
Apparat,  die  Luftpumpe,  die  Luft  fortschaffen  können,  so  zeigt  die  in  der 
Blase  enthaltene  Luft  das  Bestreben,  sich  auszudehnen,  indem  die  Blase  sehr 
Iwld  vollständig  gespannt  ist,  und  selbst  durch  die  ausdehnende  Kraft  der  in 
ihr  eingeschlossenen  Luft  zersprengt  werden  kann. 

Die  Luft  hat  demnach  keine  selbständige  Gestalt,  sie  dehnt  sich  aus,  bis 
sich  ihrer  Ausdehnung  ein  äusserer  Widerstand  entgegensetzt.  Da  nun  die- 
sdbe  eine  Flüssigkeit-  ist,  so  nennt  man  sie  dieser  Eigenschaft  wegen  eine 
aasdchnsame  Flüssigkeit,  eine  expansibele  Flüssigkeit,  und  die  bisher  be- 
tncbteten  Flüssigkeiten  im  Gegensatz  dazu  tropfbare.    - 


§.  90. 

Sigensohaften  der  Gkuse,  welche  sie  mit  den  Flüssigkeiten  ge- 
aalnsain  haben«  Da  die  Gase  Flüssigkeiten  sind,  so  folgt,  dass  sie  eine 
Beihe  von  Eigenschaften  besitzen,  welche  wir  an  den  Flüssigkeiten  kennen 
gelernt  haben.«  Zunächt  sind  sie  schwer  wie  alle  Körper.  Um  dieses  durch 
einen  einfachen  ohne  weiteres  verständlichen  Versuch  nachzuweisen,  nehmen 
wir  eine  mit  einem  Hahne  versehene  Glaskugel  von  leichtem  Glase,  welche 
vielleicht  5  — 10  Liter  Inhalt  hat  (Fig.  130),  hängen  sie  an  eine  empfindliche 
Wage  und  bestimmen  ihr  Gewicht.  Wenn  wir  dann  die  Kugel  auf  den  bereits 
vorhin  erwähnten  Apparat  bringen ,  mittels  dessen  wir  die  Luft  aus  ihr  ent- 
fernen können,  und  die  Luft  aus  ihr  fortnehmen,  so  zeigt  eine  neue  Wägung, 
dass  nach  Portnahme  der  Luft  die  Kugel  leichter  geworden  ist,  und  zwar  bei 
einer  Capacität  von  10  Litre  um  ungofär  10  Gramm. 


304  Vorhandensein  des  Laftdrucks. 

Die  Luft  und  «benso  alle  Gase ,  welche  uns  die  Chemie  keimen  1^ 
demnach  schwer  wie  alle  Flüssigkeiten. 

Wie  bei  den  Flüssigkeiten  nur  dann  Gleichgewicht  war,  wenn  da 
auf  ein  Flüssigkeitselement  im  Innern  von  allen  Seiten  derselbe  war, 
Fi    130         ^^^  ^^^  Gasen;  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  erhl 
Gasmolekül  von  allen  Seiten  den  gleichen  Druck ;  ist  der 
einer  Richtung  gestört,  so  tritt  eine  Bewegung  ein.    D: 
sich  schon  in  dem  zuerst  erwähnten  Versuche  mit  der 
Als  der  Hahn  geö&et  wurde ,  während  dieselbe  in  die 
keit  eingedrückt  war,  trat  sofort  ein  AusstrOmen  der  G 
da  der  von  unten  nach  oben  auf  das  in  der  Glocke  bei 
Gas  wirkende  Druck  grösser  war  als  der  von  oben  nac 
gerichtete  Druck.    Von  unten  nach  oben  drückte  die  ül 
Flüssigkeitsniveau   unter   der  Glocke    erhobene   Flüss 
schiqht,  und  vielleicht  ein  äusserer  auf  der  Flüssigkeit 
der  Druck;  von  oben  nach  unten  nur  dieser  letztere; 
drang  die  Luft  aus  der  Hahnöffnung  hervor. 

Wenn  wir  auf  ein  in  einem  Gefässe  eingeschlosse 
durch  einen  dem  Gefässe  genau  anpassenden  Kolbe: 
Druck  ausüben,  so  muss  wegen  der  flüssigen  Natur  der  Gase  diesei 
sich  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  fortpflanzen ,  es  muss  demna 
Flächenstück  von  gleicher  Grösse  auch  einen  gleichen  Druck  erfahren, 
die  Gase,  wie  wir  sahen,  schwer  sind,  so  muss  sich  alles  das,  was 
den  der  Schwere  unterworfenen  Flüssigkeiten  fanden,  auch  hier  und  b€ 
in  der  uns  umgebenden  atmosphärischen  Luft  wiederholen. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  einen  mehrere  Meilen  hohen  Cylinc 
der  Erde  erhoben ,  vollkommen  verschlossen  und  vollständig  mit  Gras 
und  zerlegen  wir  dieses  Gas  in  lauter  sehr  dünne  horizontale  Schich 
können  wir  diese  als  ebensoviele  Kolben  betrachten,  welche  auf  das  c 
liegende  Gas  drücken.  Der  Druck  wird  daher  von  oben  nach  unten  zun 
in  irgend  einer  Schicht  aber  auf  ein  gleiches  Fiächenstück  überall  gle 
müssen,  und  zwar  nach  allen  Richtungen  gleich,  ebenso  nach  allen  Se 
die  Wände  dos  Cylinders ,  als  auch  nach  oben  oder  nach  unten ;  ders 
gleich  dem  Gewichte  der  über  dieser  Fläche  beflndlichen  Luftsäule. 
Druck  ist  ganz  unabhängig  von  der  Form  oder  der  Grösse  dea^CjUndei 
ausgesetzt  nur,  dass  seine  Höhe  dieselbe  bleibt.  Dieser  letztere  Ums( 
von  bedeutender  Wichtigkeit,  da  wir  dadurch  berechtigt  sind,  unsere  £ 
auf  die  unsere  Erde  umgebende  Atmosphäre  auszudehnen.  Die  Atmosp' 
eine  Luftmasse,  welche  sich  rings  um  die  Erde  als  eine  Schicht  vo; 
8  Meilen  Dicke  herumlegt,  und  welche,  wie  die  Chemie  uns  lehrt,  < 
menge  zweier  gasförmiger  Körper  ist,  von  Sauerstoff  und  Stä^stoff. 
den  vielfachsten  Analysen  enthält  sie  um  wenig  mehr  als  79  Thefle  Si 
(79,03)  und  nahe  21  Theile  Sauerstoff  (20,97),  und  ausserdem  noch  ) 


.  K.  Arcliiinedischee  Prinzip  bei  Gasen.  305 

(mgen  eines  andern  Gases,  der  KohlenaKure,  und'^etwaa  Waseerdampf.  Uan 
immt  an,  die  Atmosphäre  sei  von  einer  letzten  Schicht  begrenzt,  welche 
■gen  ihrer  geringen  Dichtigkeit  und  der  Centrifugalkraft  auf  die  darunter 
fienden  Schichten  keinen  Druck  ausUbt.  Denn  die  Luft  nimmt  an  dar  üm- 
«hosg  der  Krde  Theü,  sie  ist,  Störungen  abgerechnet,  welche  durch  Tem- 
ratordifferenzeii  bewirkt,  in  Luftetrdmungen  sich  zeigen,  in  Bezug  auf  die 
akte  der  GrdoberflKcbe  unbeweglich.  Mit  der  Höhe  Über  der  Erde  muss 
her  die' centrifngale  Beschleunigung  zunehmen,  und  deshalb  in  einer  ge- 
igen leicht  zu  berechnenden  Entfernung  von  der  Erde  der  Schwere  gleich 
rden.  ^ 

Wir  kfinnen  demnach  <tie  Atmospfa&re,  indem  wir  von  jenen  Stönmgen 
ehen,   als  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  FlUssigkeitsmeer  betrachten, 

dessen  Boden  wir  leben,  von  constanter  Höbe,  und  welches  alle  jene  Wir- 
i^en  hervorbringt,  welche  eine  tropfbare  Flüssigkeit  von  geringer  Dichte 
vorbringen  würde.  Jede  FlSche  erf&hrt  demnach  einen  Druck,  der  dem 
rieht«  der  über  ihr  befindlichen  Luft  gleich  ist;  derselbe  ist  constant  in 
ichten ,  welche  mit  der  Erdoberfläche  parallel  sind ;  er  vermindert  eich, 
tn  wir  emporsteigen,  nimmt  zu,  wenn  wir  uns  der  Erde  nahem.  An 
>m  Orte  ist  der  Druck  auf  gleiche  FlSchenstUcke  derselbe,  wie  sie  auch 
iehtet  sind,  und  bei  verschiedenen  FlKcbenstUcken  ihrer  Grösse  proper- 
ibI.  Er  mnss  femer  derselbe  sein  im  Zimmer  wie  In  freier  Luft,  und  an 
te  und  derselben  Stelle  bis  auf  die  vorhin  erwähnten  Störungen  con- 
ti sein. 

Ühe  wir  dazu  übergehen,  diesen  Druck  zu  messen,  wird  es  gut  sein, 
her  die  den  Gasen  und  Flüssigkeiten  gemeinsamen  Eigenschaften  noch  wei- 
so  betrachten. 

Sowie  ein  in  Wasser  getauchter  Körper  an  Gewicht  verliert,  bo  wird 
h  stets  ein  Theil  des  Gewichtes  der  Kßrper  von  der  Luft  getragen;  indem 

TO»  der  Lnft  umgebene  Körper  ebenso  einen  an  ^    j,, 

lem  Schwerpunkt  angreifenden  nach  oben  gericbte- 

I>mck  erhält,  der  dem  Gewicht  der  von  ihm  ver- 
alten Lnft  gleich  ist.  Der  experimentelle  Nachweis 
■ea  Satzes  ist  nicht  schwierig ,  jedoch  begnügen  wir 
ibier  damit,  nachzuweisen,  dass  überhaupt  ein  Ge- 
Atererlust  vorbanden  ist,  und  sehen  die  Grösse  des- 
Wtt  als  durch  die  frühem  Lehren  bewiesen  an.  Wir 
l^fln  zn  dem  Ende  eine  kleine  Wage  an  (Fig.  131), 
im  Balken  an  der  einen  Seite  eine  grosse  hohle  Ku- 
l  von  dflnnwandigem  Glase  trägt,  während  an  der 
fen  Süte  ein  kleines  Gewicht  ihr  dos  Gleichgewicht 
k.  Dieses  kleine  Gewicht  ist  auf  seinem  Wagbalken 
iHhiebbar,  und  man  hängt  es  dann  so,  dass  es  der  Kugel  in  der  Luft  genau 
ii  CHeicfagewicht  hält.    Darauf  bringt  man  diesen  Apparat  unter  dif  Glocke 

WtuMm,  Phfitk  L    t.  AoS.  30 
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einer  Luftpumpe ,  und  nimmt  die  Luft  unter  der  Glocke  fort.  Man  sieht  daisjii 
wie  sich  allmählich  der  Wagbalken  nach  der  Seite  der  grossen  Kugel  nei^rt 
ein  Beweis,  dass  sie  schwerer  wird.  Die  mit  dem  kleinen  Gewichte  glei.^ 
schwere  grosso  Kugel  verliert  in  der  Luft,  da  sie  eine  grössere  Menge  LmaA 
aus  der  Stelle  drängt,  mehr  an  Gewicht  als  das  kleine  Messinggewicht;  ^X» 
Gewichtszunahme,  wenn  die  Luft  fortgenommen  wird,  ist  daher  bei  ihr  grös»^ 
als  bei  dem  kleinen  Gewicht. 

Eine  wichtige  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist  die,  dass  uns  die  Wmg^ 
nicht  das  wahre  Gewicht  der  Körper  gibt,  sondern  nur  die  Differenz  zwiscb^o 
dem  Gewicht  des  Körpers  und  dem  der  verdrängten  Luft.  Nennen  wir  i^ 
wahre  Gewicht  des  Körpers  P,  jenes,  welches  uns  die  Wage  angibt,  P',  3^ 
Volumen  des  Körpers  v ,  und  das  specifische  Gewicht  der  Luft  5,  so  haben  vr*f 

indem  v  .  s  das  Gewicht  der  verdrängten  Luft  ist.  Da  indess  auch  die  Q^ 

Wichte,  welche  den  Körper  abwägen,  ein  Volumen  v'  Luft  verdrängen,  B^ 

müssen  wir,  um  das  wahre  Gewicht  P  zu  erhalten,  noch  das  Gewicht  r' -  ^ 
der  von  diesen  verdrängten  Luft  abziehen ,  so  dass 

P  ==  P'  +  r  .  5  —  v'  .  .<?  =  P  +  (v  —  v')  8. 

Man  sieht,  darnach  kann  das  wahre  Gewicht  grösser  oder  kleiner  sein  al^ 
das  scheinbare,  je  nachdem  v  >  r'  oder  v  <  v'  ist,  das  heisst,  je  nachdü^ 
das  Volumen  des  abzuwägenden  Körpers  oder  das  der  Gewichte  grösser  isi 

Diese  Correction,  welche  wir  anbringen  müssen,  um  das  wahre  (}ewiA^ 
eines  Körpers  zu  erhalten,  können  wir  erst  später  in  der  Wärmelehre  vollstiic 
dig  bestimmen,  da  die  Grösse  s  sich  sehr  bedeutend  mit  der  Temperatur  de^ 
Luft  ändert.  Hier  sei  nur  soviel  erwähnt,  dass  bei  der  Temperatur  des  schmel-- 
zenden  Eises  und  760'"*"  Barometerstand  das  Gewicht  eines  Liter  (1000  Cent- 
kub.)  Luft  nach  den  Versuchen  von  Regnault  1^^,293  beträgt,  das  specifische 
Gewicht  s  der  Luft  also  0,001203  ist. 

Eine  weitere  wichtige  Folge  aus  obigem  Satze  ist  die ,  dass  in  der  Lnft 
gerade  so  wie  im  Wasser  Körper  schwimmen  können ,  wenn  das  Gewicht  der 
von  ihnen  aus  der  Stelle  gedrängton  Luft  grösser  ist  als  ihr  «eigenes  Gewicbt 
Nennen  wir  *•  das  specifische  Gewicht  der  Luft,  s'  das  eines  Körpers  vom  Vo- 
lumen r,  so  ist  gerade  wie  §.  70  c  (s'  —  s)  das  Gewicht,  welches  die  Körper 
fallen  macht.  Ist  nun  s'  >  s,  so  fiillt  derKöq^er  zur  Erde  nieder,  ist  5'«=«i 
so  befindet  er  sich  in  der  Luft  im  Gleichgewicht,  ist  .v'  <  .v,  so  steigt  er  in 
der  Luft  auf. 

Hieraus  geht  hervor ,  dass  in  der  Wirklichkeit  nicht  alle  Körper  gleidi 
schnell  fallen  können,  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschmttei 
voraussetzten,  da  die  Kraft,  mit  welcher  sie  zur  Erde  niederfallen,  durch  die 
Einwirkung  der  Luft  modificirt,  ni(*ht  einfach  ihrem  Gewichte  proportioBil 
ist;  specifisch  leichtere  Körper  werden  langsamer  fallen  müssen  als  schwerere* 
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Wir  werden  aber  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  lernen,  um  Bäume 
herzustellen,  die  keine  oder  nur  sehr  wenig  Luft  enthalten  und  zeigen,  dass 
in  diesen  ein  Stückchen  Papier  ebenso  rasch  fällt,  als  ein  Stückchen  Platin. 

Die  letzte  Bedingung  s'  <C  s  kann  man  herstellen,  wenn  man  grosse 
Ballons  mit  dünnen  und  leichten  Wänden  mit  erwärmter  Luft  oder  einem 
Oase  anftUlt,  welches  specifisch  leichter  ist  als  Luft,  z.  B.  Wasserstoffgas  oder 
Leuchtgas. 

Um  die  Kraft,  mit  welcher  der  Ballon  aufsteigt,  zu  erhalten,  haben  wir 
nur  von  dem  Auftrieb  des  Ballons  v  {s  —  s')  das  Gewicht  p  aller  seiner  Be- 
standtheile  abzuziehen ,  wir  erhalten  also  dafür 

V  {s  —  s')  —  p. 

Ist  z.  B.  das  Gas,  mit  dem  der  Ballon  gefüllt  ist,  Wasserstoff,  so  ist 

S  =  0,001293 
s'  =  0,000895 

bei  Null  Grad  Temperatur ,  und  wir  erhalten 

0,0004  V  —p 

für  die  Kraft,  mit  welcher  ein  solcher  Ballon  in  der  Luft  emporgetrieben  wird. 
Die  in  neuerer  Zeit  vielfach  benutzten  Luftballons  beruhen  auf  diesem 
Sitze.  Ein  grosser  Schlauch  von  leichtem  und  doch  dichtem  Zeuge  wird  mit 
ABem  leichten  Gase  gefüllt,  so  dass  selbst  nach  Anhängen  eines  Schiffchens 
Hc  sein  Gewicht  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  Stelle  gedrängte  Luft.  Ein 
loldier  Ballon  wird  sich  daher  mit  allem  Zubehör  in  der  Luft  erheben. 

§.  Ol. 

Daß  Barometer.  Wir  sahen  in  dem  vorigen  Paragraphen,  dass  wir 
iof  dem  Boden  eines  Lufmeeres  uns  befinden,  und  dass  deshalb  jede  Fläche 
nnen  ihrer  GrOsse  proportionalen  Diuck  auszuhalten  hat,  der  gleich  ist  dem 
Gewichte  der  Luftsäule,  welche  die  Fläche  zur  Basis  hat,  deren  Höhe  gleich 
tttdeijenigen  der  Atmosphäre.  Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  diese  Thatsache 
durch  den  Versuch  nachzuweisen  und  die  Grösse  dieses  Druckes  zu  messen. 

Füllt  man  eine  Bohre  von  ungeföhr  1  Meter  Länge  ganz  mit  Quecksilber 
an,  achliesst  sie  mit  dem  Finger,  stellt  sie  in  ein  Gefäss  mit  Quecksilber 
wie  Fig.  132  und  öffnet  dann  durch  Wegnahme  des  Fingers  die  Bohre  unter 
Qoecksilber,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  der  Bohre,  aber  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Punkte,  so  dass  das  Quecksilber  im  Innern  der  Bohre  ungefähr  760™™ 
lieber  steht  als  ausserhalb. 

Daraus  folgt  nach  den  früher  erkannten  hydrostatischen  Gesetzen,  dass 
aaf  der  äussern  Oberfläche  des  Quecksilbers  ein  Druck  lastet,  der  im  Innern 
der  Bohre  nicht  vorhanden  ist  und  dem  die  Quecksilbersäule  von  760"'™  das 
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Barometer. 


Fig.  IM. 


Gleichgewicht  hält.  Wir  erkennen  in  diesem  Drucke  auf  die  äussere  Flb 
Quecksilbers  den  Druck  der  äussern  Luft;  da  wir  durch  die  Fflllai 
Quecksilber  alle  Luft  aus  der  Röhre  vertrieben,  so  ist  dort  kein  dem  I 
Luftdrucke  gleicher  Gegendruck.  Deshalb  muss  das  Quecksilber  g 
werden  und  zwar  so  weit,  dass  der  Druck  der  gehobenen  Quecksilb 
dem  Luftdrucke  gleich  ist.      Die  gehobene  Quecksilbersäule  misst  a 

Schwere  einer  ihr  an  Querschnitt  gleichen  Lu 
deshalb  nennt  man  diesen  Apparat  ein  Baromet 
Die  Idee,  mittels  dieses  Versuches  die  Exisl 
Luftdruckes  nachzuweisen,  rührt  von  Viviani 
her.  Schon  früh  kannte  man  die  Thatsache, 
Röhren,  aus  welchen  die  Luft  ganz  oder  th« 
fortgenommen  war,  Flüssigkeiten  emporsteige] 
hatte  diese  Erscheinung  zur  Construction  de 
nannten  Saugpumpen  benutzt.  Die  Erklärung 
ben  suchte  man  aber  nicht  in  einem  Drucke  der 
Luft,  sondern  in  dem'horror  vacui,  man  na 
dass  die  Natur  einen  Abschen  vor  dem  leeren 
habe ,  und  dass  in  Folge  dieses  Abscheues  das 
in  den  Pumpenröhren  aufsteige,  wenn  durch  I 
des  Kolbens  in  denselben  ein  leerer  Raum  sicli 
Auf  das  Unhaltbare  dieser  Erklärung  wurde  m 
merksam,  als  in  Florenz  ein  Pumpenmacher  ein« 
pumpe  herstellte,  deren  Saugrohr  unter  dem 
ventil  länger  als  32  Fuss  war;  es  gelang  nidi 
derselben  das  Wasser  höher  als  nahe  32  Fuss  zu  heben.  Nach  der  frfllM 
klänmgswcisc  hätte  man  annehmen  müssen ,  dass  die  Natur  nur  bis  zn 
Höhe  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Räume  hätte.  Galilei,  an  den  mi 
damals  wandte,  vermochte  diese  Schwierigkeit  nicht  aufzuklären;  er 
Schüler  Viviani  erkannte  die  Ursache  des  Steigens  des  Wassers.  Er  \ 
weiter,  wenn  der  Luftdruck  das  Wasser  bis  zu  einer  Höhe  von  32  Pub 
10,20  Meter  heben  kann,  so  kann  er  das  Quecksilber,  welches  ungefähr  1 
schwerer  ist,  nur  bis  zu  einer  13,5 mal  kleinern  Höhe  oder  nur  bis  üb 
28  Zoll  =  760^'"  heben.  Der  von  Viviani's  Freund,  Toricelli,  Äusg€ 
Versuch  bewies  die  Richtigkeit  dieser  Vermuthung.  Später  zeigte  dann 
in  der  That,  dass  die  Höhen,  bis  zu  denen  verschiedene  Flüssigkeiten 
vorgerichteten  Röhren  gehoben  wurden,  ihrem  specifischen  Gewichte 
kehrt  proportional  seien,  ein  Beweis,  dass  ein  bestimmtes  Gewicht 
Flüssigkeit  in  einer  Röhre  von  gegebenem  Querschnitte  gehoben  wird,  w 
dem  äussern  Drucke  gleich  ist. 

Der  vorhin  beschriebene  Apparat,  das  Barometer  in  seiner  einfiM 
Form,  ist  jedoch  zu  genauen  Messungen  über  die  Grösse  des  Luftdruckes 
geeignet.    Dazu  muss  dasselbe  sorgfältig  hergerichtet  werden. 
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§.92. 

Ck>ii8traotion  des  Barometer.  Damit  das  Baromeier  seinen  Zweck 
erflUle,  ein  genau  bestimmbares  Maass  des  Luftdruckes  zu  bieten,  muss  es 
inelirGren  Bedingungen  genügen: 

1)  Mu88  das  Quecksilber  vollständig  rein  sein,  da  unreines  Quecksilber 
eiae  andere  Dichtigkeit  hat  als  reines  und  an  den  Wänden  der  Glasröhre 
adbftrirt. 

2)  Die  Barometerröhro  muss  ganz  rein  sein. 

3)  In  dem  über  dem  Quecksilber  beßndlichen  Räume  des  Barometer  darf 
keine  Luft  sein. 

1.  Um  der  ersten  Bedingung  zu  genügen,  muss  man  das  käufliche  Queck- 
ulber,  welches  stets  eine  geringe  Menge  Oxyd  und  fremde  Metalle  enthält, 
reinigen.    Das  beste  Verfahren  dazu  ist,  dass  man  das  Quecksilber  in  einer 
teken  Glasflasche  mit  stark  verdünnter  Salpetersäure  dauernd    und  heftig 
idiflttelt.    Man  setzt  das  so  lange  fort,  bis  sich  das  Quecksilber  in  der  ver- 
Anntcn  SSuro  in  ganz  kleine  Kügelchen  zertheilt,  so  dass  das  FlÜssigkeits- 
geiDengo  beim  Schütteln  als  eine  gleichförmige  graue  Masse  erscheint.    Dann 
giesst  man  die  vordünnte  Säure  ab  und  flillt  süitt  ihrer  destillirtes  Wasser  in 
'  Ik  Flasche  und  schüttelt  wieder.    Das  Wasser  wird  mehrmals  und  zwar  so 
knge  erneuert,  bis  das  abgegossene  Wasser  durchaus  nicht  mehr  sauer  reagirt; 
■n  überzeugt  sich  davon -durch  Prüfung  mit  Lacmuspapier.    Das  so  gerei* 
■igte  Quecksilber  wird  dann  zunächst  mit  Fliesspapier  möglichst  getrocknet 
od  dann  in  eine  ganz  reine  Porcollanschale  ültrirt.    Dieses  geschieht  am  be- 
9<Kinsten,  indem  man  nach  gewöhnlicher  Art  ein  Filter  macht,  und  in  dieses 
Oten  an  seiner  Spitze  mit  einer  feinen  und  reinen  Nadel  mehrere  sehr  kleine 
Orangen  einsticht,  so  dass  das  Quecksilber  in  ganz  feinen  Strahlen  durch, 
ffiasst.  In  der  untergestellten  Porcellanschale  darf  das  Quecksilber  dann  durch- 
viv  keine  Flecke  machen;  thut  es  das,  so  muss  es  mehrmals  ültrirt  werden. 
h  den  meisten  Fällen  erreicht  man  wenigstens  dadurch  seinen  Zweck ,  wenn 
die  vorhergehenden  Operationen  vorsichtig  durchgeführt  waren.    Um  es  voll- 
«ttadig  zu  trocknen ,  wird  es  dann  über  einer  Weingeistlampe  oder  Bunsen'- 
•eben  Gaslampe  vorsichtig  gelind  erwärmt. 

2.  Um  die  Bohre  vollständig  zu  reinigen,  spült  man  dieselbe  zuerst  mit 
kochender  Salpetersäure  aus  und  darauf  mehrfach  mit  Wasser  nach ,  um  jede 
%mr  von  Säure  aus  der  Bohre  fortzuschaffen.  Darauf  wird  die  Bohre  scharf 
getrocknet  und  an  der  einen  Seite  gut  rund  zugeblasen. 

3.  Die  Füllung  mit  Quecksilber  geschieht  am  besten  so,  dass  man  auf  die 
uemlich  stark  erhitzte  Bohre  einen  sehr  feinen  Trichter  aufsetzt,  der  nahe  bis 
zum  nntem  Ende  der  Bohre  reicht ,  und  nur  trocknes  und  ebenfalls  stark  er- 
wirmtes  Quecksilber  eingiesst.  Aber  selbst  wenn  man  den  Trichter  in  eine 
Gi^pillarrOhre  auszieht  und  durch  aufmerksames  Nachfüllen  mit  Quecksilber 
dM  Mitreissen  von  Luftblasen  verhindert,    wird  man  fast  immer  zwischen 
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Quecksilber  und  Glaswand  eine  Menge  kleiner  LuftblaEsen  erblicken,  k 
durch  vorsichtiges  Schütteln  und  Klopfen  nicht  wegzubringen  sind.  Hau 
deshalb  das  Barometer  auskochen,  eine  Operation,  die  wegen  der  boken 
peratur,  bei  welcher  das  Quecksilber  kocht  und  der  schlechten  Wftrmeleit 
fähigkeit  des  Olases  ziemlich  schwierig  ist,  und  bei  der  die  Barometer 
verunglücken.  Hat  man ,  wie  es  jetzt  meist  in  den  Städten  der  Fall  ist 
zu  Qebote,  so  kann  man  die  Operation  ziemlich  gefahrlos  und  sicher  i 
der  Bunsen'schen  Gaslampe  auf  folgende  Weise  ausfuhren. 

Man  füllt  das  herzustellende  Barometer  ungefähr  bis  zu  einem  Drittel 
Höhe  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  mit  Quecksilber  und  klemmt  di 
vertical  in  ein  Stativ  ein.  Das  Stativ  mit  dem  Barometer  stellt  man  di 
eine  grosse  Wanne  von  Porcellan  oder  nicht  verzinntem  Eisenblech,  Sd 
blech,  mit  ziemlich  hohen  Wänden;  damit,  wenn  vielleicht  das  Bohi 
Kochen  zerspringen  sollte ,  das  auslaufende  Quecksilber  in  derselben  an( 
melt  wird.  Darauf  erhitzt  man  sehr  vorsichtig  mit  kleiner  Flamme  die 
Spitze  der  Röhre,  indem  man  mit  der  Hand  die  Flamme  immer  imi 
Wölbung  des  Rohres  umherführt.  War  die  Röhre  und  das  Quecksilber 
ziemlich  warm ,  so  hat  man  bei  einiger  Vorsicht  ein  Springen  der  Böhi« 
zu  fürchten.  Nach  und  nach  macht  man  dann  die  Flamme  dnrch  w« 
Aufdrehen  des  Gashahns  grösser  und  bald  fängt  dann  das  Quecksilber 
Spitze  an  zu  kochen.  Dies  ist  der  gefUhrlichste  Augenblick ,  da  bei  zu  n 
Kochen  die  Dampfblasen  zu  gross  werden ,  die  ganze  Quecksilbersäule  e 
heben,  und  dann  beim  Zurückfallen  derselben  leicht  die  Glasröhre  zer» 
tert  wird.  Man  muss  deshalb ,  sobald  man  die  ersten  Dampfblasen ,  die : 
klein  sind,  sich  bilden  sieht,  die  Flamme  etwas  kleiner  machen  und  mi 
pelter  Vorsicht  erwärmen,  um  das  stossweise  Kochen  zu  verhindern, 
einiger  Uebung  ist  es  nicht  schwer ,  ein  ruhiges  Kochen  zu  erzielen.  H« 
die  Spitze  nun  ausgekocht,  so  geht  man  mit  der  Flamme  an  der  Röhre  l 
indem  man  sie  immer  um  die  Röhre  herumführt,  und  kocht  die  hohem 
der  Säule,  aber  nur  bis  ungefähr  5^*"  unter  der  Oberfläche  derselben, 
verhindern ,  dass  das  siedende  Quecksilber  mit  der  äussern  Lnft  in  Berfl 
kommt,  da  hierbei  sonst  eine  theilweise  Oxydation  des  Quecksilbers  ^ 
und  das  gebildete  Oxyd  sich  im  Quecksilber  auflöst  und  es  verunreinig 
das  Kochen  soweit  vorgeschritten ,  so  unterbricht  man  es  und  fOllt  du 
bis  zum  zweiten  Drittel  mit  trocknem  und  heissem  Quecksilber.  Man 
dann  etwas  unter  der  Stelle,  an  der  man  vorhin  das  Kochen  beendigte,  i 
an  vorsichtig  zu  erhitzen  und  verfährt  wie  vorhin.  Ist  auch  der  Tha 
gekocht,  so  füllt  man  das  Barometerrohr  vollständig,  bis  vielleich' 
unter  dem  obem  Ende  an  und  kocht  auch  dieses  Stück  in  der  yorhin  bes 
benen  Weise  aus ,  indem  man  immer  stossweises  Kochen  vermeidet  aii< 
hindert,  dass  das  siedende  Quecksilber  mit  der  Luft  in  Berührung  koms 
*  Man  vertreibt  auf  diese  Weise  alle  Luft  und  alle  Feuchtigkeit,  i 
vorher  noch  in  der  Röhre  waren,  indem  sie  am  Glase  adhärirten,  und  erl 
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ob  das  Barometer  vrirklich  gelungen  ist,  daran,  dass  man  in  der  ganzen  Aus- 
delinung  desselben  keine  Blase  zwischen  Glas  und  Quecksilber  wahrnimmt, 
iiXB.<i  dass  das  Bohr  wie  ein  vollkommener  Spiegel  aussieht. 

Nach  dieser  Methode  kann  man  es  leicht  dahin  bringen,  dass  nur  selten 
ciKB.  Barometer  misslingt,  und  zugleich  ist  sie  ziemlich  ungeföhrlich.    Bekannt- 
UcH  sind  die  Quocksilberdämpfe  giftig,  und  man  muss  sich  hüten,  sie  einzu- 
atluuen.    Springt  das  Barometer,   so  löscht  man  die  Flamme  augenblicklich 
durch  Zudrehen  des  Gashahns,  und  auf  der  Wanne  von  Blech  kühlt  sich  das 
Quecksilber  fast  momentan  ab,  so  dass  nur  wenig  Dämpfe  sich  entwickeln; 
liat  man  aber  das  Bohr  nach  sonstigen  Methoden  in  eine  geneigte  rostartige 
Brinne  gelegt  und  durch  glühende  Kohlen  erhitzt,  so  ist  bei  einem  Zerspringen 
des  Bohres  die  massenhafte  Entwickelung  von  Dämpfen  wohl  kaum  zu  ver- 
meiden,   üeberdies  hat  man  bei  der  angegebenen  Methode  die  Erhitzung  weit 
besser  in  seiner  Gewalt. 

Taupenot  gibt  eine  Vorsichtsmassregel  an,  welche  das  Kochen  sehr 
erleichtert  (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  III.  S6rie.  Tome  XLIX.  p.  91).  Er 
ttUilgt  vor,  die  Bohre  ungefähr  10^'"  länger  zu  nehmen,  als  man  sie  später 
bedarf,  in  dem  Stücke  einige  Verengerungen  anzubringen,  an  das  offene  Ende 
der  Bohre  eine  Kautschukröhre  zu  befestigen ,  welche  mit  einer  Luftpumpe  in 
Verbindung  steht,  und  dann  die  Luft  über  dem  Quecksilber  auszupumpen. 
Dann  siedet  das  Quecksilber  bei  einer  um  90^  tiefem  Temperatur  und  das 
Stoflsen  wird  noch  leichter  vermieden. 

Nach  dem  Kochen  lässt  man  die  Bohre  sich  abkühlen,  schneidet  den  über- 
lehttasigen  Theil  derselben  glatt  ab ,  und  ftillt  dann  die  Bohre  mit  trocknem 
^  warmem  Quecksilber  soweit,  dass  dasselbe  in  Form  einer  Kuppe  über  den 
Bindem  der  Bohre  hervorragt.  Man  schliesst  dann  die  Bohre  mit  dem  Finger, 
indem  man  die  Kuppe  vorsichtig  abstreift,  kehrt  sie  um  und  taucht  sie  in  ein 
Qefitos  mit  Quecksilber,  wobei  man  darauf  zu  achten  hat,  dass  beim  Um- 
drehen keine  Luftblase  in  den  leeren  Baum  der  Bohre  über  dem  Quecksilber 
eindringt. 

Ist  das  Barometer  auf  diese  Weise  hergestellt,  so  muss  es  fest  aufgestellt 
nnd  mit  einer  Theilung  in  Millimeter  versehen  werden ,  um  jeden  Augenblick 
den  verticalen  Abstand  der  beiden  Quecksilbemiveaus  innerhalb  und  ausserhalb 
der  Bohre  zu  messen.  Da  mm  aber  das  Quecksilber  in  der  Bohre  nur  steigen 
kann,  wenn  das  Niveau  im  Gefäss  eine  entsprechende  Strecke  sinkt,  so  muss 
die  Theilung  so  angebracht  sein ,  dass  man  zugleich  beide  Niveaus  beobach- 
ten kann. 

§.  93. 

Venohiedene  Formen  der  Barometer.  Dient  das  Barometer  nur  zu 
genauen  Versuchen  im  Laboratorium ,  so  dass  es  nicht  von  seiner  Stelle  ge- 
bracht zu  werden  braucht,  und  hat  man  ein  Kathetometor  zu  Gebote,  so  ist 
die  Einrichtung  desselben  sehr  einfach.    Man  wendet  als  GefUss  einen  paral- 
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lelopipedischen  Glaskasten  tw,  den  man  auf  ein  in  der  Zimmerwand,  am  1 

vor  einem  Fenster  angebrachtes  festes  Wandtischchen  fest  aa&tellt  (Fig. 

Das  Rohr  wird  mittels  zweier  Klammem  an  anoni 

^^^^^^^^^    befestigt,  welches  mit  dem  Tischchen  zngimch  un 

^^^^^^^1     die  Zimmerwand  fest  eingelassen  ist,   und  welch« 

^^^r^^^l    an  der  Stelle,  wo  sieb  der  leere  Baum  des  Baroms 

^^Hl  ^^H    findet,  einen  Ausschnitt  erhält,  so  dass  man  bintt 

^^^1  ^^H    Barometer  die  helle  FensterflKcbo  sieht. 

I^HH    iVH  ^"^  luisst  dann  die  Niveauunterschiede  mitt 

^    .    *!■    Katbctometors.  um  diese  Messungen  mit  mSglichs' 

^  %  nauigkeit  auszufdhren,  ist  unten  Über  dem  Oeft 

Stift  A  angebracht,   der  mittels  einer  Schraube  i 

festen  Gestell  gehoben  und  gesenkt  werden  kann. 

man  die  Messung  machen  will,  beginnt  man  dami 

Stift  soweit  herabzulassen ,  dass  seine  Spitze  gen 

Quecksilber  berührt.    Man  kann  dieses  mit  der  g 

Genauigkeit  erreichen,  denn  beim  Herablassen  siel 

das  Bild  des  Stiftes  im  Quecksilber  und  den  Stift 

sich  gegen  einander  bewegen.    Der  Stift  berOhrt 

Augenblicke  das  Quecksilber,  wo  die  beiden  Spib 

n&u  auf  einander  treffen.    Schraubt  man  zu  weit,  s- 

sieb  das  Quecksilber  rings  um  den  Stift  aus.  Daran 

man  das  Katbetometer  zunScbst  anf  die  Quecksilbe 

in  der  Bohre  ein ,  indem  man  den  horizontalen  Tai 

Fadenkreuzes  gerade  die  Kuppe  tangiren  Ittsst.    M 

merkt  den  Stand  des  Eathetometers  und  stellt  dann  unten  auf  das  Nivi 

Qef%sse  ein),  indem  man  die  Spitze  des  Stiftes  wieder  gerade  das  Fade 

berühren  Ittsst.    Die  Differenz  beider  Stollungen  gibt  die  H6he  des  Bare 

Standes.   Hat  man  vorher  die  Länge  des  Stiftes  genau  gemessen,  so  kai 

auch  so  verfohren,  dass  man  anstatt  das  Niveau  des  untern  Queckülbt 

dem  Kathetometer  zu  visiren,  das  obere  Ende  des  Stiftes  bestimmt.   Zui 

renz  der  beiden  Ablesungen  am  Kathetometer  fügt  man  dann,  um  dei 

meterstand  zu  erhalten,  die  LSnge  des  Stiftes. 

Dieses  Barometer  ist  das  einfachste ,  und  diese  Messungsmetfaode 
genaueste ,  denn  man  kann  auf  diese  Weise  die  Niveauunterschiede  am 
steu  erhalten;  mag  das  Barometer  vertical  stehen  oder  nicht,  man  erii 
mer  den  verticalen  Abstand  der  beiden  QuecksüberoberflSchen.  Mai 
leicht  die  HOho  dos  Barometers  bis  auf  ein  Fünüigstol  Millimeter  erhalt 
Barometer  von  Fortin.  Das  soeben  beschriebene  Barometer  h 
doch  nur  an  einem  festen  Orte  benutzt  werden.  Man  bedarf  aber  in  sehr 
fVllen  transportabler  Barometer,  tbeils  auf  Beisen,  um  den  Lnftdn 
verschiedenen  Orten  zu  messen,  theils,  wie  wir  später  Eeigea  mmb 
Htihenmessungen.   Man  mnss  daher  dann  ein  tragbares  Barometw  aav 


Baromt'tur  v 
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welcbem  der  MaaussUb  ein  für  »lleinul  feül  iül.  I)ui-  vorzüglichste  GcfUüt<- 
mneter  der  Art  ist  das  Fortin'sche. 

Das  GeftBB  daseelben  (Fig.  134)  besteht  aus  einem  Glabtylimler,  weldicr 
;  einem  kupfernen  Deckel  Teräohcn  iet,  der  in  seiner  MitUi  eine  OefTnung 
,  um  dos  Barometerrohr  durchzuladen.    Der  GLiscylin' 

steht  in  einem  Cyliuder  von  Buchsbaumholz,  der  mittel:; 
ng^en  an  dem  Deckel  festgeschraubt  ist.  Der  Boden  die- 
Bacbsbaumcflinders  iüt  aus  einem  elaEtiüchen  Sack  ge- 
let,  einem  Beutel,  dessen  innere  Seite  au»  nicht  vulka- 
rtem  Kautschak,  dessen  äussere  aus  Leder  besteht,  und 

Qber  den  vorspringenden  Kand  des  Cylindcrs  von 
bsbaiun  fest  aufgebunden  ist..    Dieser  Bitchsbaumcylin- 

ist  in  einem  weiten  Metallcylinder  fest  eingeschraubt, 
;h  deasen  Boden  eine  Schraube  hindurchgeht,  deren 
1  Bl^jernndeter  Kopf  gegen  ein  mctjLllischesSttlck  drückt, 
dies  in  der  Uitte  de»  Beutels  befestigt  ist,  und  in  dem- 
nach unten  gerichtete  Höhlung  der  Kopf  der  Schraube 
jnpasst. 

Das  Geffiss  ist  bis  /n  einer  gewissen  Höhe  mit  Qiieck- 
9r  gefOlli  Wenn  man  nun  die  Schraube  dreht,  wird 
elastische  Boden  des  GefUsscs  und  damit  die  Obciflücho 
Quecksilbers  in  dem  Glascylinder  geloben  oder  gesenkt. 
I  ist  daher  im  Stande ,  das  Niveau  des  Quecksilbers  im 
irae  immer  anf  gleicher  Höhe  zu  erhalten.  Um  diese  la 
Uren,  reicht  von  dem  Deckel  des  Glascylinders  ein 
mbeinstift  s  in  den  Gelinder  herab  und  man  bat  nur 
lüg,  gerade  so  wie  bei  dem  vorigen  Barometer  ilafür  zu 
{en,  dass  die  Spitze  des  Stiftes  5  und  ihr  Bild  sich  bc- 
ren,  indem  man  die  OborflSche  des  Quecksilbers  mit  ^ 
fe  der  Schraube  soweit  hebt.  Diese  Spitze  ist  dann  der 
(gangspnnkt  der  an  dem  Barometer  angebrachten  Thci- 

9- 

Das  Barometerrohr  reicht  durch  die  in  der  Mitte  iles 
dtfils  angebrachte  OefTnung  in  das  Geföss  hinein,  und 
Stock  Leder,  welches  an  dem  Rohr  und  an  den  über  den  Deckel  hervor- 
widen  WSnden  der  Oeffnung  angebunden  ist,  verschliesst  dieselbe  soweit 
t  kein  Quecksilber  heraustreten,  aber  die  üussereLuft  ungehindert  mit  der  des 
Iteaes  commnniciren  kann.  Das  Bohr  ist  vollständig  von  einer  MessinghUlse 
geben,  nm  es  gegen  StOsse  zu  schützen,  in  welcher  nur,  um  den  Stand  dos 
MksilberB  beobachten  zu  kSnnen,  oben  zwei  gegenüberliegende  Spalten  an- 
xacbt  und ,  die  vielleicht  2  Decimet«r  unter  und  Über  den  mittlem  Stand 

Banuneters  von  760  Millimeter  lang  sind.  Auf  der  MessingbUlse  ist  eine 
fimetertheilang  angebradit,  welche  oben  neben  dem  Bande  der  Spalte  steht, 
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und  deren  Nullpunkt  die  Spitze  den  Elfunbeinstiftcs  ist.    Der  eine  1 
Spalte  iüt  gezabnt  (Fig.  135)  und  iiiittel«  einea  Triebes  lut  daran  (ä 


l 


auf  und  ab  verschiebbar.  Will  man  eine  Ablesung  machen,  so  begi 
damit,  unten  das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Oeffteee  einzustellen.  D 
schiebt  jnau  den  Noniua,  indem  man  das  Auge  in  der  durch  den  nnt« 
desselben  gehenden  Horizontalebcne  halt,  so  lange,  bis  diese  EHiene  dii 
uilberkuppe  tangirt,  und  hat  nur  die  Stellung  des  in  dieser  Ebene  l 
Nullpunktes  des  NoniuB  au  der  Tbeilung  zu  bestimmen ,  um  den  Si 
Barometer  bis  auf  Zehntel  Millimeter  genau  zu  erhalten.  Das  Barome 
auf  einem  dreibeinigen  Stativ,  welches  beim  Transport  zugleich  als  E 
(Fig.  136),  so  aufgeliÜDgt,  daas  ca  durch  die  Schwere  des  Geftssai 
vertJcal  hKngt.  Dazu  ist  es  mittels  einer'sogenannten  Cardanischen  Aufl 
befestigt,  das  heisst  um  zwei  zu  einander  senkrechte  Azen  drehbi 
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-oineter  ist  an  dem  Durchmesser  eincä  Ringes  drehbar  befestigt,  der  selbst 

einen  zu  jenem  senkrechten  Durchmesser  drehbar  ist. 

Dieses  Barometer  ist  sehr  leicht  ti*ansportabel ,  und  bietet  so  einen  wci- 
a  Tortbeil  dar.  Man  schraubt  dann  das  Quecksilber  des  GefUsse:^  in  die 
he,  soweit,  bis  nicht  nur  das  Geföss,  sondern  auch  das  Rohr  selbst  ganz 
u  Quecksilber  gefüllt  ist.  Die  vorher  in  dem  Gef^sse  befindliche  Luft  tritt 
in  durch  das  Leder  aus.  Dann  kann  man  den  Apparat  legen  oder  umkeh- 
i,  ohne  dass  Luft  in  das  Barometer  eindringt,  und  ohne  befürchten  zu 
Issen,  dass  durch  etwaige  Stösse  Schwankungen  des  Quecksilbers  eintreten, 

dass  durch  den  Stoss  des  Quecksilbers  das  Glas  entzwei  geht.  Der  zu- 
nmengelegte  Dreifuss  schützt  dann  als  Etui  das  Barometer  vor  äussern  Yer- 
zungen. 

§.94. 

Correction  wegen  der  Capillarität.  Da  in  den  bisher  beschriebenen 
u-ometcm  das  Rohr  stets  in  ein  mehr  oder  weniger  weites  GefHss  mit  Queck- 
iber  taucht,  so  ist  nach  den  §.  76  vorgetragenen  Lehren  kl^,  dass  die 
berfläche  des  Quecksilbers  in  dem  Rohre  bedeutend  st&rker  gekrümmt  ist 
3  in  den  Gefässen,  und  daraus  folgt  weiter,  dass  in  den  Röhren  wegen 
IT  capillaren  Depression  das  Quecksilber  nicht  so  hoch  steht,  als  es  in  Folge 
18  hydrostatischen  Druckes  thun  würde.  Wir  müssen  daher  an  den  beobach- 
ten Barometerständen  eine  Con'ection  anbringen,  indem  wir  die  Depressions- 
össe  bestimmen  und  diese  der  beobachteten  Barometerhöhe  hinzufügen, 
les  ist  jedoch  sehr  schwierig.  Wir  sahen ,  dass  die  capillare  Depression  ab- 
agt  von  der  Weite  der  Röhre  und  dem  Winkel ,  unter  dem  die  Flüssigkeits- 
•erfläche  die  Wandfläche  schneidet.  Wenn  man  aber  mm  den  Winkel  misst, 
n  die  Quecksilberoberfläche  mit  der  Wand  bildet,  so  findet  man  denselben, 
le  wir  bereits  früher  erwähnten,  keineswegs  constant;  ja  die  Schwankung 
;  im  Barometer  noch  viel  bedeutender  als  sonst,  es  kommt  vor,  dass  der 
mkel  nahezu  ein  rechter  wird,  wo  dann  gar  keine  Depression  eintritt.  Die 
spression  des  Quecksilbers  kann  demnach  in  Röhren  gleichen  Durchmessers 
br  verschieden  sein,  und  man  kann  keine  allgemein  gültigen  Tabellen  auf- 
eilen, um  die  Depression  für  Röhren  von  bestimmtem  Durchmesser  zu  be- 
fanmen.  Man  wird  für  jedes  Barometer  den  Durchmesser  der  Röhre  und  für 
de  Beobachtung  die  Höhe  des  Meniskus  messen  und  daraus  den  Winkel  be- 
immen  müssen,  unter  dem  die  Quecksilberoberfiäche  dieWandfiäche  schneidet, 
ad  daraus  dann  die  Depression  berechnen.  Um  das  leichter  zu  machen ,  sind 
srschiedene  Tabellen  berechnet ,  welche  nach  den  Formeln  von  La  Place  die 
Depressionen  bei  verschiedenen  Winkeln  und  Röhrendurchmessern  angeben. 
ine  solche  von  Delcros  berechnet  findet  sich  im  XIV.  Bande  der  Memoiren 
BT  Brüsseler  Akademie.  Für  einen  Winkel  von  36^  gibt  Bravais*)  folgende 
ibkn  an: 


1)  Bravais,  Annalee  de  chim.  et  de  phys.  111.  Sör.  Tome  V. 
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Durchniesßer  der  Röhre        Depression 
41.1111  I""n6a5 


6 

0 

909 

8 

0 

538 

10 

0 

322 

12 

0 

195 

14 

ü 

117 

16 

0 

070 

18 

0 

041 

20 

0 

025 

Man  sieht,  wie  die  Depression  mit  der  Weite  der  ßöbro  rasch  a1 
und  dass  sie  bei  einem  Röhren durchmesser  von  20"""  schon  innerh 
Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  beim  Fortin'schen  Ba 
fällt.  Wenn  man  die  Röhre  noch  weiter,  gegen  30"""  macht,  so  ist  dei 
stets  verschwindend  klein.  Deshalb  wendet  man  bei  den  festen  Bar< 
auch  Röhren  von  solchem  Durchmesser  an.  Bei  den  ti'ansportabeln  ist 
eine  solche  Weite  wegen  des  zu  grossen  Gewichtes  des  sie  darin  entl: 
Quecksilbers  nicht  anwendbar.  Doch  auch  bei  diesen  darf  der  Durcl 
der  Röhre  fUglich  nicht  unter  10""^'  klein  sein. 

§.  95. 

Heberbarometer.  Von  den  bisher  beschriebenen  Barometern,  ( 
fössbarometern ,  unterscheiden  sich  die  Heberbarometer.  Dieselben  b 
aus  einer  heberformig  gebogenen  Glasröhre,  deren  langer  Schenkel  ol 
schlössen  und  deren  kurzer  Schenkel  oben  offen  ist.  Sind  die  Röhren 
Stelle,  wo  die  Quecksilberoberflächen  sich  befinden,  gleich  weit,  so 
es  bei  ihnen  keiner  Correction  wegen  Capillarität,  so  dass  man  bei  t 
Sicherheit  dieser  Correction  mit  diesen  Barometern  weit  sicherere  R( 
erhält. 

In  dem  Falle  aber  ändern  sich  beide  Niveaus  des  Quecksilbers  in  gl 
Maasso  und  deshalb  muss  hier  die  Theilung  in  besonderer  Weise  ang( 
werden. 

Kann  man  den  Barometerstand  mit  dem  Kathetometer  bestimmen, 
darf  es  auch  in  diesem  Falle  gar  keiner  Theilung,  eine  hebcrförmig  ge 
Glasröhre  wird  vor  einem  mit  Ausschnitten  versehenen  starken  Brei 
festigt  (Fig.  137)  und  mittels  desselben  vertical  aufgehängt.  Um  die 
Quecksilberoberflächen  nahezu  vertical  unter  einander  zu  bringen,  wi 
Röhre  meist  noch  einmal  doppelt  gebogen.  Eine  einfache  Ablesung  m 
Kathetometer  ergibt  dann  den  Barometerstand  mit  grösster  Grenauigkeit 
man  kein  Kathetometer  zu  Gebote,  so  kann  man  zunächst  die  TbeQu] 
dem  Glase  anbringen.  Dazu  wird  der  Abstand  zweier  Punkte  a  und  h 
gemessen  und  der  Punkt  a  als  Nullpunkt  der  Theilung  betrachtet  i 
Entfemung  ah  gerade  gleich  760"*"*,   so  wird  man  den  Theilstrich  a 


sowie  über  und  unter  b  werden 
Um  den  Barometerstand  zu  er- 
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ut  760  bezeichnen,  lieber  und  unter 
ne  Reihe  von  Theifirtiiclicn  gezogen. 
beobachtet  man,  wie  viel  Theibtricbc 
re  und  untere  Kuppe  des  Quocksil- 
3t  oder  unter  dem  Nullpunkte  steht, 
)  Differenz  beider  Ablesungen  gibt 
ometerstand.  In  anserer  Zeichnung 
2.  B.  die  untere  Kuppe  am  Theil 
10  Über  dem  Nullpunkte  o,  die  obere 
stehen,  der  Barometerstand  wfire 
iO  —  10  =  740"'"'.  Beim  Ablesen 
I  darauf  zu  achten,  dasa  das  Auge 
t  dem  Gipfel  der  Kuppe  in  der  glei- 
oriiontalebene  befindet.  Um  dieses 
Iten  und  zugleich  um  die  Ablesung 
zu  machen,  sind  bei  feinem  Appa- 
i  dem  obern,  sowie  am  nntem  Theile 
ometers  verschiebbare,  mit  Faden- 
erSehene  kleine   Mikroskope   ange- 


statt  die  Theilung  auf  dem  Baro- 
hr selbst  anzubringen,  kann  sie  aacb 
iem  Rohre  auf  dem  Brette  ange- 
verden.  Ist  das  Rohr  ein  fUr  allemal 
;eb»cht,   und  ebenso  die  Theilung 

erl^t  man  den  Barometerstand  in 

Weise  wie  in  dem  vorigen  Falle, 
ufig  findet  man  an  Barometern,  um 
einer  Ablesung  den  Barometerstand 
.ten,  das  Bohr  oder  die  Skala  ver- 
ir  angebracht.  Ist  wie  in  Fig.  138 
r  Tertical  verschiebbar ,  so  befindet 

dem  Brette,  auf  welchem  die  Skala  befestigt  ist,  der  Nullpunkt  der 
j  markirt.  Man  stellt  dann  mit  Hilfe  der  Stellschraube  das  Kotir  so, 
■  untere  Quecksilberkuppe  gerade  an  dem  Nullpunkte  ansteht  Diu  an 
3m  Theile  des  Barometers  angebrachte  Theilung  ist  dann  von  diesem 
aus  aufgetragen  und  eine  einmalige  Ablesung  ergibt  den  Stand  des 


die  Skala  verschiebbar,  so  wird  der  Nullpunkt  derselben  auf  die  untere 

inffestfillt. 

n  bat  den  Heberbarometcm ,  um  sie  besser  und  sicherer  transportiren 

en,  mancherlei  Formen  gegeben,  deren  Zweck  ist,  den  offenen  Schen- 

rerschliessen,  so  dass  kein  Quecksilber  hemus  und  keine  Luft  in  den 
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leeren  Baum  des  Btu-ometer  hinein  Icaon.  Die  in  Fig.  137  und  138  dargeiU 
ten  Barometer  werden  durch  ein  mit  Baumwolle*  imiwickeltes  Hokstfibchi 
geschlossen,  nachdem  man  durch  vorsichtiges  langsames  Neigen  den  leer 
Raum  ganz  mit  dem  Quecksilber  gefüllt  hat.  Das  Stäbchen  wird  dann  kui 
herunter  gedrückt ,  dass  es  ganz  auf  dem  Quecksilber  aufsteht ,  und  dann  i 
Barometer  umgekehrt,  damit  das  Gewicht  des  Queckailbers  das  Stfibcbea  nii 
berauf  drücke. 

Einen  vortrefllichen  VerscbluBS  bietet  die  Vorrichtung,  welche  der  Beriii 
Greiner  an  seinem  Heberbarometer  angebracht  hat  (Fig.  139).     Die  iui 


Wände  des  langen  und  kurzen  Schenkels  gehen  nicht  ununterbrochen  in  eini 
der  über,  sondern  der  lange  Schenkel  ist  mit  dem  kurzen  durch  den  kOa 
liehen  Glasverband  aa  verbunden.  Der  längere  Schenkel  ist  konisch  auigeugl 
und  um  diesen  Konus  liegt  bei  u  angeschmolzen  der  ausgeweitete  Theil  i 
kürzeren  Schenkels.  Durch  die  Oeffnung  &,  welche  ungeMir  2™"  weit  ii 
communicirt  der  längere  Schenkel  mit  dem  küraeren;  der  sie  umgebende Bw 
ist  st«tB  mit  Quecksilber  gefüllt.  Zum  Transport  wird  dos  Barometer  n 
schlössen,   indem  der  Stopfen  in  die  Verengerung  c  des  kOnem  Scbcnki 
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hinab  geschoben  und  dessen  Stiel  in  der  Messingfassung  d  des  kurzem  Schen- 
kels festgeklemmt  wird. 

Fig.  140  Ä  und  B  zeigt  das  Gay  -  Lussac^sche  Barometer,  welches  eben- 
falls sehr  leicht  und  sicher  transportirt  werden  kann.     Es  besteht  aus  zwei 
Stacken  einer  gut  cylindrischen  Röhre ,  welche  durch  eine  mehrfach  gebogene 
eik^e  Bohre  so  verbunden  sind ,  dass  die  Quecksilbersäulen  in  den  beiden  Röh- 
ren gerade  unter  einander  liegen.   Das  Gefass  des  Barometer  hat  nur  eine  sehr 
kleine  OefFhung  bei  0,  die  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  in  die  vor  der 
Qlasbläserlampe  erweichte  Röhrenwandung  hinein  sticht.  Zum  Transport  neigt 
inan  das  Barometer  langsam ,  bis  der  leere  Raum  ganz  mit  Quecksilber  erftUlt 
i:^,  und  kehrt  dann  das  Barometer  vollständig  um.     Dann  füllt  das  Queck- 
silber den  langen  Schenkel  bis  r  und  das  überschüssige  fällt  in  den  kürzeren 
Schenkel  unter  die  Oefifhung  0,   durch  welche  es  wegen  der  capillaren  De- 
pi^ession  des  Quecksilbers  im  Glase  nicht  austreten  kann.   Man  sieht,  dass  das 
^QQgekehrte  Barometer,   da  es  vollständig  bis  r  mit  Quecksilber  erfüllt  ist, 
l>6iiii  Transport  keine  StÖsse  erleiden  kann,   und  zugleich,   dass  durch  die 
®Qge  Röhre  nicht  wohl  Luft  in  den  leeren  Raum  des  Barometer  gelangt. 

Das  Barometer  von  Bunten  (Fig.  141)  ist  vor  dem  Eindringen  von  Luft 
noch  mehr  gesichert,  indem  über  der  untern  Biegung  der  engem  Röhre  eine 
^oitere  Röhre  angebracht  ist ,  in  welche  sich  der  obere  Theil  der  engen  Röhre 
^^^^rteetzt  und  in  der  er  in  einer  feinen  Spitze  endigt;  wenn  nun  doch  eine 
I«iiftbla8e  eindringen  sollte ,  so  legt  sich  dieselbe  in  den  Raum ,  der  die  Fort- 
setzung der  engen  Röhre  umgibt  bei  R  und  dringt  nicht  in  den  leeren  Raum 
^eg  Barometer. 

Die  drei  letzten  Barometer  sind  im  übrigen  gerade  so  auf  einem  Brette 
*^fe«tigt,  wie  die  zuerst  beschriebenen  einfachen  Heberbarometer.  Die  Skala 
^findet  sich  entweder  auf  dem  Rohre ,  oder  auf  der  Unterlage  des  Barometer 
**üt  den  vorhin  erwähnten  Modificationen. 

Bei  dieser  Art  Barometer  bedarf  es  keiner  Correction  wegen  der  Capilla- 
*^^t,  aber  bei  diesen  sowohl  wie  bei  den  GefUssbarometem  einer  Correction 
^^gen  der  Temperatur.    Das  Quecksilber  dehnt  sich  nämlich  wie  alle  Körper 
^^^Ua  Erwärmen  aus  und  wird  dadurch  leichter;  dem  gleichen  Gewichte  der 
^uft  hält  daher  von  kaltem  Quecksilber  eine  kürzere  Quecksilbersäule  das 
Gleichgewicht  als  von  warmem.    Die  bei  verschiedenen  Temperaturen  genom- 
ii^en  Barometerstände  sind  daher  nicht  vergleichbar.    Man  muss  deshalb  die 
^  verschiedenen  Temperaturen  genommenen  Stände  auf  gleiche  Temperatur 
Und  somit  gleiche  Dichtigkeit  reduciren.    Als  solche  Normaltemperatur  nimmt 
man  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises ,  Null  Grad.   Ist  der  Barometer- 
stand B  bei  einer  Temperatur  i^  nach  der  Thermometerskala  von  Celsius ,  so 
ist,   wie  wir  in  der  Wärmelehre  nachweisen  werden,   der  Barometerstand  h 
bei  der  Temperatur  Null  Grad. 

1  +  0,Oüül«  .  t 
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Aneroidbarometer.  Alle  bisher  botrochteten  Barometer  beiD 
dem  hydroBtatiBchen  Gesetze,  daaa  in  communicirenden  ROhren  dii 
zweier  FlUssigkeiteaKuleii  von  verBcbiedeaem  BpecifischeD  Gewicht  t 
halten  umgekehrt  wie  die  specifiscben  Gewichte  der  Flttss^ketten.  In 
Zeit  bat  nun  Bourdon ')  ein  Barometer  construirt,  welches  auf  einem  | 
dem  Piinzipe  beruht,  und  welches,  wenn  auch  zu  exakten  Uessungi 
so  geeignet,  wie  die  bisher  betrachteten,  doch  in  aehr  einfacher  W 
Schwankungen  des  Luftdruckes  zu  erkennen  gibt.  Das  Barometer  bei 
dem  §.  56  vorgetragenen  Satze,  dass  die  Biegung  von  StSben  oder 
proportional  ist  der  Kraft,  welche  die  Biegung  hervorbringt  We 
P,    j^  elastische  kreisförmig  geljogene  Rfihre  i 

Knden  fest  verschlosaen  wird,  so  krQi 
sich  demnach  stärker  oder  schwtlcher,  ii 
constantem  innem  Druck  der  äussere  Dni 
ker  oder  schwücber  wird.  In  dem  B< 
sehen  Barometer  ist  eine  solche  ddnne  el 
Röhre  bei  F  befestigt  und  bei  A  und  B  i 
Innem  der  BCbre  ist  dieXnft  sehr  sti 
dünnt.  Wenn  nun  der  Dmck  der  atm< 
sehen  Luft  stärker  wird,  so  nähern  a 
Enden  A  und  S,  und  ein  um  die  feste 
drehbarer  Winkelbebel  ADGEB  dreht  si 
Übertragt  seine  Drehung  mittels  des  gai 
RadstUckes  bei  Q  auf  einen  Zeiger,  der  ai 
am  Umfange  des  Barometer  angebrachten  Theilung  einspielt.  Nim 
Luftdruck  ab,  so  gehen  die  Enden  A  und  B  der  ROhre  wieder  ans  e 
und  der  Zeiger  bewegt  sich  nach  entgegengesetzter  Richtung.  Bei  k 
Barometerstand  steht  der  Zeiger  über  J',  steigt  der  Luftdmck,  so  be 
sich  zur  rechten,  föllt  derselbe,  zur  linken  Seite.  Die  Theilung  wii 
einem  Queckailberbarometer  aufgetragen,  und  gibt  den  Luftdruck  ii 
metcm  QuecksilberbCbe  an. 

In  neuerer  Zeit  bat  Victor  Pierre*)  Beductionsfonueln  angegeben, 
deren  das  Barometer  bei  nicht  zu  grossen  Schwankungen  des  Luftdmck 
/u  Messungen  geeignet  ist,  wenn  nicht  die  Susserste  Genauigkeit  t 
wird.  Die  von  Hempel  in  Paris  gearbeiteten  Metallbarometer  sind  in< 
vorzQglicb,  dass  man  sie,  wenigstens  wo  nicht  die  äusserste  Genanigk 
langt  wird,  ohne  weiteres  zu  Messungen  benutzen  kann. 

1)  BoKTÜim,  Borotui^tre  metalliquc.  Compte«  rendus  hebdomadaires  de  X 
ÜB  France.  BU.  XXXVII.  66G. 

2)  Heber  du«  Bourdon'aclic  Metiilllaromefer  von  Victor  PierTf.  I'ra( 
(Aus  den  Verhuudl.  der  kgl.  BOhmiDchen  Gesellschaft  der  WissenichafteB.] 
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§.  97. 

Anwendung  des  Barometer.  Wir  haben  bei  der  Construction  und 
Beschreibimg  des  Barometers  so  lange  verweilt  wegen  der  Wichtigkeit  des 
Apparates.  Wir  werden  dasselbe  bei  sehr  vielen  physikalischen  Untersuchun- 
gen in  Anwendung  finden. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  findet  es  in  der  Meteorologie,  da  es 
idcht  nur  den  Luftdruck  im  allgemeinen  misst ,  sondern  auch  die  Schwankun- 
gen desselben  in  jedem  Augenblicke  angibt,   und  so  eine  der  Fundamental- 
^tnscheinungen  der  Witterungslehre  auf  das  genaueste  zu  verfolgen  gestattet. 
fir  müssen  uns  damit  begnügen,   einige  Resultate  hier  anzuführen,   deren 
ntere  Ausführung  der  Witterungslehre  angehört. 

Beobachtet  man  an  einem  und  demselben  Orte  regelmässig,   vielleicht 
Standen,  das  Barometer,   so  sieht  man  bald,   dass  dasselbe  keineswegs 
ler  denselben  Stand  hat,  sondern  bald  höher  bald  tiefer  steht.     Bei  einer 
laen  Untersuchung   dieser  Schwankungen  unterscheidet  man  bald   zwei 
m  derselben :  periodisch  regelmässige  und  unregelmässige.    Erstere  be- 
nur  wenige  Millimeter,  letztere  können  30 — 40  Millimeter  betragen, 
^hten  wir  zunächst  die  regelmässigen  Schwankungen ,  welche  in  der  Re- 
der Tropen  fast  allein  vorhanden  sind,  so  erkennt  man,  dass  das  Baro- 
zweimal  des  Tages  einen  höchsten  und  zweimal  einen  tiefsten  Stand  hat. 
höchsten  Stände  sind  kurz  nach  Sonnenuntergang  und  des  Morgens  zwi- 
9  und  10  Uhr  Vormittags ,  die  tiefsten  einige  Zeit  vor  Sonnenaufgang 
des  Nachmittags  gegen  4  Uhr.    Die  Zeiten,  an  denen  diese  Maxima  und 
auftreten ,  ändern  sich  im  Laufe  des  Jahres  etwas ,  der  tiefste  Stand 
Kachmitti^  und  der  höchste  Stand  am  Abend  tritt  im  Sommer  sehr  viel 
,  dagegen  der  tiefste  Stand  am  Morgen  im  Sommer  sehr  viel  früher  ein 
im  Winter,  nur  der  höchste  Stand  am  Morgen  fällt  immer  nahezu  um  die- 
Zeit,  im  Sommer  vielleicht  V4  Stunde  früher  als  im  Winter. 
Wenn  man  aus  den  stündlichen  Beobachtungen  das  arithmetische  Mittel 
it,   und  so  den  mittlem  täglichen  Barometerstand  bestimmt,   so  findet 
bei  einer  Yergleichung  der  verschiedenen  Barometerstände  im  Laufe  des 
i,  dass  auch  diese  einer  periodischen  Aenderung  unterworfen  sind;  die 
leterstände  sind  im  Winter  höher,  der  Luftdruck  ist  also  grösser  als  im 
ler. 

Nimmt  man  aber  aus  allen  täglichen  mittlem  Barometerständen  wieder 

arithmetische  Mittel,  und  bestimmt  so  den  mittlem  jährlichen  Barometer- 

,  80  findet  man  denselben  bei  fortgesetzten  Beobachtungen  in  verschie- 

Jahren  merklich  gleich  gross ,  so  dass  wir  schliessen  müssen ,  dass  der 

Lck  im  Grossen  und  Ganzen,  jene  Schwankungen  abgerechnet,  immer 

tbe  bleibi 

Vergleicht  man  nun  aber  die  so  erhaltenen  Jahresmittel,  welche  ims  also 
i  mittlem  Luftdruck  eines  Ortes  geben,  für  verscliiedene  Ort«  mit  einander, 

WüuuoB,  Rgriik  L   2.  Aufl.  21 


322  Abhängigkeit  des  BarometeniandeB  von  der  Lage  des  Ortes. 

80  finden  wir,  dass  der  Lnftdrack  für  verschiedene  Orte  eine  yerse 
GrOsse  hat.  Zunächst  ändert  sich  der  Barometerstand  mit  der  Erhebm 
Ortes  über  dem  Boden,  oder  der  Meeresfläche,  nach  einem  Qesetxe, 
wir  demnächst  ableiten  werden,  nämlich  so,  dass  die  Barometerhöhe  i 
geometrischen  Beihe  abnimmt,  wenn  die  Erhebungen  in  einer  srithm( 
Reihenfolge  wachsen;  das  heisst,  wenn  wir  um 

a,  2a,  Sa na 

Meter  aufsteigen ,  ist  der  Barometerstand 

bq^  hq^y  hq^  .  .  ,  .  &g*, 

worin  q  eine  constante  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  1  ist. 

Mit  Hilfe  dieses  Gesetzes  können  ¥rir  alle  an  verschiedenen  Orten, 
Höhe  über  der  Meeresfläche  bekannt  ist,  beobachteten  Barometerstäu 
die  Meeresfläche  reduciren.  Thut  man  das,  so  findet  man,  dass  auc 
der  Barometerstand  keineswegs  an  allen  Orten  derselbe  ist,  dass  e 
mehr  sich  mit  der  Länge  und  Breite  eines  Ortes  ändert.  Um  die  i 
Hingen  des  Barometerstandes  mit  der  Länge  eines  Ortes  auch  nur  annl 
zu  bestimmen ,  dazu  reicht  das  vorhandene  Beobachtungsmaterial  keim 
aus.  Für  die  Aenderungen  mit  der  Breite  eines  Ortes  scheint  aber  gu 
gemein  das  Gesetz  zu  herrschen,  dass  der  Barometerstand  vom  Aeqoai 
gegen  den  30.  Breitegrad  zunehme,  von  dort  bis  zum  65.  Breitegrad  ab 
und  in  hohem  Breiten  wieder  wachse.  Um  ein  Bild  dieser  Aenderon^ 
geben,  führen  wir  Schouw's  Angaben  hier  an,  der  aus  den  Beobachi 
verschiedener  Orte  auf  Inseln  und  an  den  Gestaden  des  atlantischen  ( 
folgende  Uebersicht  zusammengestellt  hat  ^) : 

Breite  nördlich  Barometerstand    j    Breite  nördlich    Barometerstaiid 
0  762,2  50  762,2 

10  763,7 

20  765,5 

30  766,6 

40  764,4 

Die  Barometerstände  am  Meeresufer,  schliesst  Schouw,  scheinen 
lieh  das  neben  einander  darzubieten,  was  in  zeitlicher  Reihenfolge  die  t8g 
und  jährlichen  Schwankungen  zeigen. 

Von  viel  bedeutenderer  Grösse  als  die  periodischen  Aenderungen  d« 
meterstandes  sind  die  nicht  periodischen.  Dass  aber  auch  diese  einer  gel 
Begelmässigkeit  folgen,  hat  Dove  auf  das  sicherste  nachgewiesen,  indi 
den  Begriff  der  barometrischen  Windrose  aufteilte  und  zeigte ,  dass  die 
meterschwankungen  auf  das  innigste  mit  den  Aenderungen  der  Winde 
tung  zusammenhängen. 

Der  Barometerstand  ist  im  allgemeinen  bei  Nordostwind  am  höd 


60 

758,9 

65 

753,4 

70 

755,6 

75 

758,9 

1;  Schouw,  Poggend.  Annal.  Bd.  XXVI.  p.  434. 
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sinkt  bei  Ost-,  Südost-,  Südwind,  ist  bei  Süd-  oder  Südwestwind  am  tief- 
sten und  steigt  bei  West-,  Nordwest-  und  Nordwind  ^). 
So  ist  z.  B.  für  Carlsruhe : 

Windrichtung  Barometerstand  Differenz 

NO  757,74 

0  756,75  —  0,99 

SO  754,50  —  2,25 

S  752,92  —  1,58 

SW  754,24  +  1,32 

W  754,86  +  0,62 

NW  756,26  -f  1,40 

N  757,14  +  0,88 

NO  757,74  +  0,60 

Den  innem  Zusammenhang  dieser  Thatsachen  weist  die  Meteorologie 
Bieh,  sie  zeigt,  dass  die  Luftströmungen,  welche  ein  Sinken  des  Barometer 
bewirken,  uns  warme,  und  diejenigen,  welche  ein  Steigen  des  Barometer  be- 
wirken, ans  kalte  Luft  zuführen.  Die  Wärmelehre  wird  uns  den  physikalischen 
Otond  dieser  Thatsachen  darbieten. 

Mit  der  Aenderung  des  Windes  hängt  nun  aber  auf  das  innigste  die  Aen- 
derong  des  Wetters  zusammen ;  im  mittlem  Europa  bringt  Süd  -  und  Südwest- 
Wind  im  allgemeinen  Regen ,  dagegen  Nordostwind  heiteres  und  klares  Wetter, 
^  dass  der  Barometerstand  selbst  mit  dem  Wetter  parallel  geht.    Bei  hohem 
Kilometer  haben  wir  sogenanntes  gutes  Wetter,   bei  niedrigem  Regen  und 
^md\  der  mittlere  Barometerstand  entspricht  dem  üebergange  vom  guten 
^Uin  schlechten  und  vom  schlechten  zum  guten  Wetter.    Deshalb  findet  ipan 
ftiieh  in  yielen  Häusern  das  Barometer  als  sogenanntes  Wetterglas ,  und  neben 
^«a  entsprechenden  Barometerständen  die  Bezeichnungen  gutes  Wetter,  ver- 
^derliches  Wetter,  Regen  oder  Wind  u.  s.  f.^). 

Bei  einer  sehr  grossen  Anzahl  physikalischer  Erscheinungen  kommt  der 
•-•uftdruck  in  Betracht;  bei  allen  diesen  brauchen  wir  daher  das  Barometer. 
^o  erwähnten  wir  vorhin ,  dass  wir  bei  Wägungen  die  Gewichte  auf  den  luft- 
**ören  Raum  beziehen  müssten;  wir  werden  sehen,  dass  die  Dichtigkeit  der 
^*^  an  der  Erdoberfläche  dem  auf  ihr  lastenden  Drucke  proportional  ist,  diese 
^^rrection  ändert  sich  demnach  mit  dem  Barometerstand.  Ebenso  werden  wir 
[  ^^ Barometer  benutzen,  um  die  Yolumänderungen  der  Gase  mit  dem  auf 
w  *^  ausgeübten  äussern  Druck  zu  vergleichen  und  zu  einer  Reihe  anderer 
^  "Jitersnchungen ,  so  dass  die  Ausführlichkeit,  mit  der  wir  den  Apparat  be- 
[      w^vieben  haben ,  gerechtfertigt  ist. 


I 


1)  Dove's  Bepertorium  der  Physik.  Bd.  4.  Meteorologische  Untersuchungen. 
^*Hiii  1836  und  Elimatologische  Beiträge.  Berlin  1857. 

t)  Ausführlicheres  in  Kämtz  Lehrbuch  der  Meteorologie.  II.  Bd.  Halle  18S2. 
^E.  Schmidt,  Lehrbuch  der  Meteorologie  als  XXI.  Bd.  von  Karsten^s  allgemeiner 
^^dop&die  der  Physik.  Leipzig  1860. 
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§.'  98. 

Grösse  des  Luftdruckes.  Mittels  des  Barometer  sind  wir  i 
Stand  gesetzt,  auch  in  Kilogrammen  den  Druck  zu  bestimmen,  welch« 
über  uns  lageonde  Luftmasse  auf  ein  Flftchenstück  von  bestimmter  Orosf 
übt.  Derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersfiale ,  deren 
schnitt  gleich  ist  jenem  Flfichenstück,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der 
des  Quecksilbers  im  Barometer,  also  im  Mittel  gleich  760™".  Nenne 
deshalb  die  Höhe  des  Barometerstandes  ft,  die  Grösse  des  Querschnittes 
das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  ^ ,  so  ist  der  Druck  P  gleich 

und  setzen  wir  Ä  =  76^",  q  =  V^  quadr.,  so  erhalten  wir,  da 

8  =  13,59 

P  =,  1,0328  Kilogramm, 

und  f(ir  einen  Querschnitt  von  q  Quadratcentimetem 

P=  1,0328  .  gKilogr. 

Bei  dieser  Grösse  des  Luftdruckes  ist  es  ersichtlich,  dass  er  sehr  kil 
mechanische  Wirkungen  hervorbringen  kann,  wenn  man  bewirkt,  du 
nur  einseitig  auftritt,  wenn  man  ihn  also  an  der  einen  Seite  eines  EQi 
fortnimmt,  wie  wir  es  z.  B.  im  Barometer  gethan  haben.  Wir  woUeB 
Reihe  von  Apparaten,  welche  auf  dem  Drucke  der  Luft  berahen,  betnd 
wenn  wir  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  gelernt  haben ,  um  aas  ii| 
einem  Baume  die  Luft  fortzunehmen.  Die  Luftpumpe  beruht  auf  der  xvi 
Grundeigenschaft  der  Gase ,  durch  welche  sie  sich  von  den  tropfbaren  IV) 
keiten  unterscheiden,  nämlich  darauf,  dass  die  Gase  kein  selbstftndigci 
lumen  haben,  sondern  sich  so  weit  ausdehnen,  bis  ein  äusseres  BSndtf 
sich  ihnen  entgegenstellt. 

llariotte'sches  Gesetz.  Da  die  Flüssigkeiten  ein  selbständiges  Tob 
haben,  so  haben  sie  auch  eine  bestimmte  von  dem  äussern  Dracke,  dal 
unterworfen  sind,  nur  in  geringem  Grade  abhängige  Dichtigkeit. 

Bei  den  Gasen  ist  das  jedoch  durchaus  anders,  da  wir  sahen,  datf 
Volumen  nur  von  dem  äussern  Drucke  abhängt.  Es  fragt  sich  nun,  wiel| 
das  Volumen  und  die  Dichtigkeit  der  Gase  von  dem  äussern  Drucke  ab. 

Diese  Frage  ist  schon  frühzeitig  untersucht  und  zwar  gleii 
dem  französischen  Physiker  Mariotte  ^)  und  dem  englischen  Physiker  Bo} 
Beide  gelangten  zu  demselben  Resultate,    das  sich  in  folgendem,  vmA\ 
erstem  das  Mariotte'sche  genannten ,  Gesetze  aussprechen  lässt.  j 


1)  Mariotte,  De  la  nature  de  Tair.  Paris  1679.  j 

2)  Boyle,    Nova  experimenta  physico  -  mechanica  de  vi  aSris  elastiea»  j 
don  1662. 
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I  man  eine  gegebene  Gasmenge  in  einem  Geßlsse  abschlieset  und 
um  verschiedenen  Drucken  P  und  P'  auaeetzt,  so  verhält  eich  daa 
les  Gases  in  beiden  Flüleu,  v  and  v'  umgekehrt  wie  die  Drucke,  oder 

v:v'  —  F':  P. 
itt  dieses  Ausdruckes  können  wir  auch  setzen 

v',P'  =  v.P 
'rodukt  aus  dem  Volumen  einer  Gasmenge  und  dem  Druck,  unter 
3bt,  ist  constant. 

un,  wie  wir  früher  Bähen,  die  Dichtigkeit  eines  Körpers  bei  glei- 
Lcht  dem  Volumen  desselben  umgekehrt  proportional  ist,  oder 

V  :  v'  =•  d'  :  d, 
US  dem  Obigen,  d&ss  die  Dichtigkeit  einer  Gasmenge  den  Drucken, 
eselbe  au^esetzt,  direkt  proportional  ist,  oder 

d:d'  =  P:P'. 
'■ersuche,  mittels  welcher  Mariotte  dieses  Gesetz  nachwies,   waren 

Er  nahm  eine  lange  Glasröhre,  welche  vor  einem  festen  Brette 
nd  nahe  ihrem  Ende  umgebogen  war ,  so  dass 
er  aufsteigender  Schenkel  entstand,  wie  bei 
■barometer.  Der  kürzere  Schenkel  war  oben  ge- 
der  längere  oben  offen  (Fig.  143).  Man  bringt 
hst  eine  kleine  Menge  Quecksilber  in  das  Bohr, 
in  beiden  KShren  bis  zum  Nullpunkte  der  Thci- 
t.  Dieses  scbliesst  dann  die  in  dem  ktlrzem 
len  Schenkel  enthaltene  Luft  vollständig  ab. 
len  der  abgesperrten  Luft  wird  gemessen  durch 
der  Röhre  angebrachte  Theüung.  Das  Gas  or- 
len  abgesperrten  Baum  unter  dem  Drucke  der 
ift,  welche  auf  der  Oberfläche  des  Quecksil- 
fienen  Schenkel  lastet,  und  welche  nach  den 
cannten  hydrostatischen  Gesetzen  In  die  ge- 
Böbre  sich  Qbertr&gt. 

d  giesst  man  durch  den  Trichter  in  das  offene 
necksilber  nach.    Das  Niveau  desselben  steigt 

Seiten,  aber  in  dem  geschlossenen  Schenkel 

weniger  als  in  dem  offenen ,  und  man  ündct, 
inecksilber  in  dem  geschlossenen  Schenkel  bis 
)triche  5  angestiegen  ist,  die  eingeschlossene 
nur  mehr  die  HSiftc  ihres  früheren  Volumens 
renn  der  unterschied  der  beiden  Quecksilber- 
rade die  Höhe  des  Barometer  beträgt.  Dann 
ich  das  Gas  den  Druck  zweier  Atmosphären 


i  '  ■ 
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auBzu halten ,  indem  ausser  dem  Drucke  der  üussem  Luft  noch  der  Dn 
dem  Gewichte  der  Luft  an  GrSBse  gleichen  Quecksilfaers&ule  aaf  i 
Bchlossene  Gae  drückt.  Wenn  man  nnn  weiter  Quecksilber  hinznfDgt 
Niveauunterschied  gleich  3,  3,  4  .  .  .  Barometerhohen  wird,  so  Obt 
durch  einen  Druck  von  3,4,5...  Atmosph&ren  ans,  und  man  fin< 
dasB  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft  auch  '/j,  '/^,  '/^  ...  des  i 
liehen  Volumens  betr%t. 

um  die  Richtigkeit  des  Mariotte'schen  Gesetzes  fttr  Drucke  ii 
welche  kleiner  sind  als  der  Druck  der  Sussem  Atmosph&re,  kann 
folgenden  Verfahrens  bedienen 
im  wesentlichen  schon  Mari 
wandte.  Eine  möglichst  ej] 
BarometerrQhre  wird  ihrer  gani 
nach  in  Millimeter  getheilt  a 
KaÜbriren  der  zwischen  zw 
strichen  enthaltene  Baum  besti 
dem  Ende  bringt  man  gleiche 
Quecksilber  nach  einander  in  < 
Das  erste  flUle  die  ROhn 
Theilsthche  n,  das  erste  und  i 
zum  Theilstriche  «',  durch  Hi 
des  dritten  fülle  sich  die  BChr 
Thoilstriche  n"  u.  s.  f.,  so  fol( 
dass  sich  die  Bäume,  welche  l 
Theilstrichen  n,  n',  n"  reicl 
halten  wie  1  :  2  :  3  .  .  .  u.  s.  : 
Hat  man  auf  diese  Wei» 
über  der  Rühre  an  allen  Sl 
stimmt,  so  füllt  man  dieselbe  vi 
so,  als  wenn  man  ein  Baron 
stellen  wollte,  und  kehrt  dam 
tigc  Barometer  in  das  GelSas  ( 
um.  Dasselbe  besteht  aus  ein 
R6hre  von  Glas  oder  noch  b 
GuBseisen,  welche  unten  ver 
und  mit  einem  Hahne  versehe 
oben  in  einem  weitem  GefSss 
endet.  Dieselbe  wird  in  ein 
fuss  vertical  aufgestellt  und  bi 
Quecksilber  gefüllt.  Der  unten  augebrachte  Hahn  dient  daza ,  um  di 
Silber  leiohter  ablasaeu  zu  können. 

Hat  man  dae  fertige  Bohr  in  dies  Gei&s  umgekehrt,  so  bringt 
tfils  eines  Znleitungsrohres  etwas  trockne  Luft  in  dasselbe.     Diese] 
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durch  das  Quecksilber  in  den  leeren  Baum  auf,  und  sofort  sieht  man,  wie  das 

Qnecksilbemiyeaa  durch  den  Druck  dieser  Luft  sinkt.    Man  drückt  nun  die 

RShre  znnftchst  in  das  Oeföss  herunter,  so  weit,  dass  die  Oberflächen  des 

Qaecksilbers  im  Innern  der  Röhre  und  ausserhalb  von  gleicher  Höhe  sind; 

der  Theilstrich,   neben  welchem  das  Quecksilber  steht,   gibt  uns  dann  den 

Baum,  welchen  die  Lufb  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  einnimmt.    Zieht 

man  darauf  das  Bohr  weiter  aus  dem  Quecksilber  heraus,   so  vermehrt  man 

dadurch  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft;   aber  zugleich  steigt  auch  das 

Quecksilber  in  Folge  des  äussern  Luftdruckes  in  der  Bohre  empor  und  der 

Unterschied  zwischen  der  Quecksilberhöhe  in  dieser  Bohre  und  der  Barometer- 

h5he  gibt  uns  den  Druck ,  unter  welchem  sich  das  Gas  befindet.    Denn  aus- 

wirts  lastet  auf  dem  Quecksilber  der  Druck  der  ganzen  Atmosphäre  oder  ein 

Drnck  gleich  dem  einer  Quecksilbersäule  von  der  Höhe  des  Barometer,  im 

bmem  hält   diesem  Drucke  zum  Theil   die   gehobene  Quecksilbersäule   das 

Oleiohge wicht;  der  Ueberschuss  der  Barometerhöhe  über  diese  Quecksilber- 

rihde  drückt  also  das  Gas  zusammen;  diesem  Drucke  hält  die  Elasticität  des 

fliBOB,  der  Druck,  den  es  in  Folge  des  Bestrebens,  sich  auszudehnen,  auf  die 

Winde  ausübt,  das  Gleichgewicht. 

um  diese  Unterschiede  zwischen  dem  Barometerstande  und  der  in  unserer 
Übe  gehobenen  Quecksilbersäule  zu  messen,  ist  neben  der  Bohre  ein  festes 
Birometer  angebracht.   Man  misst  dieselben  dann  mittels  des  Eathetometer. 

Vergleicht  man  nun  die  von  dem  Gase  angefüllten  Bäume  und  die 
Dnicke  P,  unter  welchen  es  steht,  so  findet  man  stets 

Füllt  z.  B.  das  Gas,  wenn  das  Bohr  so  tief  eingetaucht  ist,  dass  die 
Oberfläche  des  Quecksilbers  innerhalb  und  ausserhalb  der  Bohre  von  gleicher 
BAhe  ist,  die  Bohre  bis  zum  Theilstriche  ti,  so  füllt  es  die  Bohre  bis  zum 
IbeOstriche  n\  das  Volumen  des  Gases  ist  also  doppelt  so  gross,  wenn  die 
BShe  des  Quecksilbers  in  der  Bohre  gerade  die  Hälfte  der  Barometerhöhe  be- 
^^  u.  8.  f- 

Mittels  dieser  schon  von  Mariotte  angestellten  Versuche  kann  man  das 
*(i%e8tellte  Gesetz  nachweisen;  indess  können  sie  keinen  grossen  Anspruch 
*tf  Genauigkeit  machen,  da  es  besonders  äusserst  schwierig  ist,  die  Tempe- 
'^^  constant  zu  erhalten.  Das  ist  aber  durchaus  erforderlich ,  da  bei  einer 
Ttmperatnränderung  das  Gas  ebenfalls  sein  Volumen  ändert,  das  Mariotte'- 
'^  Oesetz  also  nur  bei  constanter  Temperatur  der  Gase  gültig  sein  kann. 

Üeberdies  kann  man  bei  diesen  Methoden  die  Drucke,  denen  das  (}as 
^^^^leeetzt  ist,  nur  zwischen  verhältnissmässig  engen  Grenzen  varüren  lassen. 
^  der  Wichtigkeit  dieses  Gesetzes  fragt  es  sich  jedoch ,  ob  es  strenge  und 
allgemein  gültig  ist. 

Seit  Mariotte  und  Boyle  sind  deshalb  sehr  vielfach  Versuche  darüber  an- 
fBitdlt,  ob  dieses  Gesetz  für  alle  Gase  und  für  alle  Drucke  gültig  sei.    Die 
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altem  Versuche  vpn  Musschenbroek'),  Sulzcr^),  Bobison"^)  gelangten 
nem  entscheidenden  Resultate;  der  erstere  schloss  in  Uebereinstimmi 
Bojle,  dass  unter  Drucken,  welche  grösser  waren  als  vier  AtmosphSi 
Lafb  weniger,  die  letztem,  dass  sie  mehr  zusammengedrückt  würde, 
Gesetz  verlangt. 

Im  Jahre  1826  publicirten  dann  Oersted  und  Schwendsen^)  V 
nach  einer  der  beschriebenen  ähnlichen  Methode,  aber  mit  bessern  qnd  g< 
Apparaten,  und  nach  einer  zweiten  ganz  verschiedenen  Methode.  Sie  < 
mirten  Luft  in  dem  Kolben  einer  Windbüchse  und  bestimmten  mittel 
Wage  das  Gewicht  und  somit  die  Dichtigkeit  der  in  dem  Kolben  enth 
Luft.  Den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  stand,  bestimmten  sie  m 
eines  Sicherheitsventiles  aus  dem  Drucke,  den  dieselbe  auf  die  WSn 
Kolbens  ausübte.  Das  Ventil  wurde  mit  einem  einarmigen  Hebel  festge 
und  das  Gewicht  auf  demselben  so  lange  verschoben ,  bis  die  eingesch 
Luft  es  gerade  zu  heben  im  Stande  war.  Mit  der  ersten  Methode  i 
Oersted  und  Schwendsen  ihre  Versuche  bis  zU  einem  Drucke  von  8,  i 
letztem  bis  auf  68  Atmosphären  aus.  Sie  schlössen  aus  ihren  Versuche 
für  Luft  das  Mariotte'sche  Gesetz  bis  zu  diesen  Drucken  strenge  güll 
bei  der  unvermeidlichen  Ungenauigkeit  der  letztem  Methode  darf  man 
jedoch  nur  schliessen,  dass  es  mit  grosser  Annäherung  unter  so  hohen  E 
noch  besteht. 

Für  andere  Gase  als  die  atmosphärische  Luft  fanden  die  genannte 
siker  das  Gesetz  jedoch  nicht  bestätigt,  besonders  wenn  die  Gase  durc 
pression  flüssig  zu  machen  sind.  Sie  fanden  z.  B. ,  dass  sich  schweflig« 
bis  zu  einem  Drucke  von  zwei  Atmosphären  gerade  so  verhielt,  wie  ato 
rische  Luft,  dass  aber  bei  höheren  Drucken  das  Gas  stärker  comprimirt 

Gleiche  Resultate  erzielten  die  Versuche  von  Despretz*).  Er  1 
mehrere  graduirte  oben  geschlossene  Bohren,  deren  eine  Luft,  die  i 
andere  Gase  enthielten,  in  einen  Oersted'schen  Compressionsapparat  (] 
§.  63),  nachdem  er  die  offenen  Enden  der  Röhren  in  ein  Gefites  mit 
Silber  eingesetzt  hatte  (Fig.  145).  Bei  einer  Compression  des  Wassers 
Apparate  wurde  auch  das  Gas  der  Röhren  comprimirt.  Der  Druck 
dem  ganzen  Apparate  derselbe,  und  da  die  Röhren  alle  ein  gleiches  V 
hatten  und  dafür  gesorgt  war,  dass  das  Niveau  des  Quecksilbers  be 
ginne  des  Versuches  in  allen  Röhren  gleich  war,  so  hätte  es  auch  i: 
Röhren  dasselbe  bleiben  müssen,  wenn  die  Gase  alle  dem  Mariotte'scl 
setze  folgten.    Es  war  das  jedoch  nicht  der  Fall,  als  die  eine  Röhre  ata 


1)  Musschenbroek,  Cours  de  Physique.  Paris  1769.  Tome  111. 

2)  StUter,  Mämoires  de  Berlin  1753. 

3)  Bobison,  System  of  Mech.  Phil.  1X1. 

4)  Edinburgh  Journal  of  science.  Vol.  IV.  p.  224. 

5)  DespretM,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tom.  XXXIV. 
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rische  Luft,  die  zweite  Ammo&iakgas ,  die  dritt«  Schwefolwasserstoff  und  die 
vierte  Cjangu  enthielt.  Das  Tolnmen  dieser  Gase  nahm  schon  bei  einem 
I>Tiicke ,  welcher  wenig  grösser  war  als  der  zweier  Atmosphären,  schneller  ab, 
als  die  Drache  zunahmen,  schneller,  als  das  Volumen  der  atmo- 
flpliSiischen  Luft  abnahm. 

Deapretz  schlose  femer,  dass  Wasserstofigas  und  atmospbtl- 
lifiche  Luft  bis  zu  einem  Drucke  von  15  Atmosphären  dem 
Mariotte'schen  Gesetze  folgen,  dass  aber  bei  einem  Drucke  ron 
20  Atmospldren  und  darüber  die  Luft  stärker  zusammengedrflckt 
werde,  als  das  Gesetz  von  Mariotte  es  verlängt. 

Durch  Despretz's  Versuche  wurde  also  die  enakte  Gflltigkelt 
des  Gesetzes  von  Mariotte  auch  für  atmosphärische  Luft  wieder 
in  Vnge  ge8t«llt,  deshalb  nahmen  auf  AuFfor(femng  der  franzS- 
Biachen  Akademie  Arago  und  Dulong')  die  Frage  wieder  auf. 

Diese  ausgezeichneten  Physiker  bestimmton  das  Gesetz  der 
Compresaion  der  atmosphärischen  Luft  bis  zu  einem  Drucke  von 
37  Atmosphären  nach  einer  lUetbode,  die  sieb  im  Prinzipe  durchaus  nicht  von 
äfir  Hariotte's  unterschied;  die  aber  durch  die  Sorgfalt,  mit  welcher  die  ein- 
>alnen  Theile  des  Apparates  gearbeitet  waren,  und  die  Genauigkeit,  mit  wol- 
ehar  diese  Physiker  beobachteten,  Besultate  ergab,  welche  das  höchste  Vertrauen 
verdienen.  Die  zu  comprimü-ende  Luft  war  in  einer  sorgiültig  auegemessencn 
Bfihre  von  l^.VO  Länge  und  5"""  lichtem  Durchmesser  eingeschlossen.  Diese 
Bohre  war  von  einem  weitem  Cylinder  umgeben,  durch  welchen  continuirlich 
V'awer  derselben  Temperatur  hindurcblief,  um  die  in  der  Bohre  eingeschlos- 
une  Lnft  auf  constanter  Temperatur  zu  erbalten.  Die  mit  dieser  Bohre  com- 
mmiicireitde  offene  Bohre  hatte  eine  Länge  von  27  Meter.  Wegen  der  nühem 
Detuls  der  Apparate  und  der  einzelnen  Vorsichtsmassrcgeln ,  welche  diese 
Physiker  anwandten ,  müssen  wir  auf  die  Originatabhandlung  verweisen. 

Dalong  and  Arago  unternahmen  drei  Versuchsreihen;  in  jeder  derselben 
"^u^  der  kurze  geschlossene  Schenkel  ihrer  Röhre  mit  Luft  unter  dem  Drucke 
w  AtmosphSre  angefüllt,  und  diese  dann  immer  stürker  comprimirt.  Nach 
J*dor  Erhöhung  des  Druckes  wurde  das  Volumen  der  abgeschlossenen  Luft 
"■d  die  Niveaudifferenz  des  Quecksilbers  in  der  geschlossenen  und  offenen 
"™u^  gemessen.  Bei  jeder  Yersnchsreihe  wurde  der  Druck  bis  auf  27  At- 
f'^'PhKren  verstärkt.  Folgende  Tabelle  enthält  die  von  ihnen  erhaltenen  Zahlen 
"  Filter  Versuchsreihe,  bei  der  die  Temperatur  genau  auf  13"  erhalten  war. 
*  erst«  Colomne  enthalt  den  Druck  in  Millimeter  Quecksilberhöhe,  die  zweite 
™"  Volumen  der  Luft  in  der  verschlossenen  Röhre,  die  dritte  das  Volumen 
^^bnet  nach  dem  Mariotte'Bchen  Gesetze  von  dem  Änfangsvolumen  -und 
~^  Anfangsdmcke  ans,  und  die  vierte  endlich  die  Unterschiede  zwischen 
'^'**  80  berechneten  nnd  dem  beobachteten  Volumen. 


1)  llämoires  de  rAcadämie  des  «ciences  de  l'liutitut  de  t'rance.  T.  X.  p.  1 
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Tabelle  der  Ton  Dulong  und  Arago  erhaltenen  Zahlen. 


Druck  in  mm. 
Quecksilber 

Beobachtetee 
Volumen 

Berechnetes   ■ 
Volumen 

Differenz 

760,0() 

501,3 

3612,48 

105,247 

105,470 

1 

0,230 

3757,18 

101,216 

101,412       1 

0,206 

4625,18 

82,286 

82,380 

0,094 

!       5000,78 

76,095 

76,198 

0,ias 

!       5737,38 

66,216 

66,417 

0,201 

8596,23 

44,008 

44,320 

0,312          1 

9992,36 

37,851 

38,132 

0,281 

12620,00 

30,119 

30,192 

0,073 

13245,0^ 

28,664 

28,770 

0,106 

14667,36 

25,885 

25,978       , 

0,093 

16534,9 

22,968 

23,044 

0,076 

16584,4 

22,879 

22,972       ! 

0,093 

18438,5 

20,547 

20,665 

0,118 

20236,0 

18,833 

18,872       1 

0,039 

20498,6 

18,525 

18,588       ' 

0,063         ] 

Vergleicht  man  die  beobachteten  mit  den  berechneten  Zahlen ,  so 
man  dieselben  sehr  nahe  gleich.    Man  muss  daraus  schliessen,  dass  die 
liehe  Compression  der  Luft,  wenn  Überhaupt,  sich  nur  sehr  wenig  voi 
nach  dem  Mariott-e'schen  Gesetze  berechneten  unterscheidet.    Mehr  darf 
jedoch  daraus  nicht  schliessen,   da  die  unterschiede  nicht  gleich  Null 
und  da  die  beobachteten  Volumina  immer  kleiner  sind  als  das  berec: 
Volumen.   Es  kann  dav^  seinen  Grund  haben  entweder  in  der  nicht  voUkoi 
nen  Richtigkeit  des  Gesetzes  oder  auch  in  üngenauigkeiten  der  Messu] 
Die  Art  der  Abweichungen  spricht  jedoch  für  das  Erstere. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgehoben  wurde ,  ist  man  niemal 
Stande,  ganz  vollkommene  Messimgen  zu  machen;  wenn  die  Abweichu 
zwischen  den  Beobachtungen  imd  den  nach  einem  vermutheten  Gesetze 
gestellten  Berechnungen  nur  sehr  klein  sind ,  so  ist  man  zu  der  Annaho» 
rechtigt,  dass  die  unterschiede  gleich  Null  sein  würden,  wenn  die  Messu 
ganz  vollkommen  wiiron,  imd  dann  auf  die  Richtigkeit  des  Gesetz« 
schliessen.  Indess  wird  in  dem  FaUe  der  Unterschied  zwischen  Beobadil 
und  Rechnung  bald  positiv,  bald  negativ  sein,  das  heisst,  bald  wird  die 
obachtete,  bald  die  sich  aus  den  Rechnungen  ergebende  Zahl  grösser  sein, 
es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  dass  die  unvermeidlichen  Beobachtungsfell 
bei  einer  sonst  richtigen  Methode,  die  Resultate  vergrössem  als  yerUeiiM 


k 


§.  99.  Versuche  von  Pouillet.  331 

Abweichungen,  welche  immer  in  demselben  Sinne  erfolgen,  und  seien  sie  auch 
noch  80  klein,  lassen  entweder  einen  constanten  Fehler  in  der  Methode  oder 
eine  üngenauigkeit  des  Gesetzes  vermuthen.  Da  ersterer  nun  nicht  aufzu- 
finden ist ,  so  dürfen  wir  durch  diese  Versuche  das  Gesetz  nicht  als  bewiesen 
ansehen;  müssen  vielmehr  annehmen,  dass  die  sich  zeigenden  Abweichungen 
zum  Theil  allerdings  in  den  Beobachtungsfehlem,  zum  Theil  jedoch  in  einer 
Üngenauigkeit  des  Mariotte'schen  Gesetzes  ihren  Grund  haben. 

Arago  und  Dulong  schlössen  anders;  sie  glaubten,  wie  man  überhaupt 
im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  geneigt  war  anzunehmen,  dass  die  Natur- 
erscheinungen einfachen  Gesetzen  folgen,  dass  der  mathematische  Ausdruck 
derselben  stets  wenig  complicirt  sein  müsse.  Deshalb  übersahen  diese  Phy- 
siker es,  dass  die  Abweichungen  stets  in  demselben  Sinne  stattfanden,  und 
kielten  bei  der  geringen  Ghrösse  der  Unterschiede  das  Gesetz  für  bewiesen. 

Arago  und  Dulong  konnten  ihre  Versuche  nicht  über  andere  Gase  als 
^6  atmosphärische  Luft  ausdehnen ,  da  die  französische  Regierung  ihnen  die 
Benutzung  der  Gebäude  entzog,  in  denen  ihre  Apparate  aufgestellt  waren. 

I>ie8e  Lücke  suchte  Pouillet^)  auszufüllen.  Pouillet  nahm  fllr  die  Luft 
^^^ch.  den  vorhergegangenen  Versuchen  das  Mariotte'sche  Gesetz  als  richtig  an, 
*^d  Verglich  mit  den  Compressionen  der  Luft  jene  der  andern  Gase.  Seine 
^örsuchsmethode  war  derjenigen  von  Despretz  ähnlich;  die  Röhren,  in  wel- 
chen er  die  Gase  comprimirte,  hatten  eine  Länge  von  zwei  Meter. 

I^e  Resultate  Pouillet's  sind  folgende : 

1)  Stickstoff,    Sauerstoff,    Wasserstoff,    Stickoxyd  und  Kohlenoxydgas 
iol^ex^  bis  zu  100  Atmosphären  dem  Compressionsgesetz  der  atmosphärischen 

2)  Die  Gase,   schweflige  Säure,    Ammoniak,    Kohlensäure   und   Stick- 
^^^^Ulgas,  welche  bei  relativ  geringen  Drucken  schon  in  die  tropfbar  flüssige 

*^*i  übergehen,  werden  merklich  stärker  comprimirt  als  die  atmosphärische 
*'^**i^   sobald  ihr  Volumen  auf  Ya  oder  Vi  comprimirt  ist. 

3)  Das  Gleiche  gilt  für  leichtes  und  schweres  Kohlenwasserstoffgas,  welche 
"^  oinem  Drucke  von  100  Atmosphären  noch  nicht  flüssig  werden. 

Polgende  Tabelle  enthält  die  von  Pouillet  mitgethoilten  Resultate.    Die 
*^*ie  Colunme  enthält  die  Drucke ,  die  zweite  die  theoretischen  Volumina ,  die 

*^*8eiiden  die  Quotienten  ~  der  beobachteten  Volumina  v'  und  der  theoreti- 

^^^W  V  für  die  darüber  stehenden  Gase. 


1)  PtmüUt,  £l^ment8  de  Phyaique.  4.  ^dit.  Tome  I.  p.  327. 
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Druck  in 
Atmo- 
sphären 

Theore- 
tisches 
Volumen 

V 

* 

V 
V 

Kohlensäure 

i 

1 

1 

Stickoxydul 

1 

V 
V 

Leichtes 
Kohlenwas-  , 
serstoffgas 

y 

Schwerei 

Kohlenwaft- 

serstoffgas 

1 

1,00 

1 

1,000 

■   ■ 

1,000 

1,000 

1,000 

2 

0,60 

1         1,000 

0,996 

0,998 

0,994 

4 

0,25 

1,000 

0,988 

0,995 

0,989 

5 

0,20 

0,989 

0,983 

0,992 

0,986 

6,67 

0,15 

0,980 

0,971 

0,989 

0,983 

10 

0,10 

0,965 

!        0,956 

0,981 

0,972 

15,38 

0,065 

0,934 

1        0,923 

0,949 

0,%2 

20 

0,050 

0,919 

0,896 

0,956 

0,955 

25 

0,040 

0,880 

i        0,849 

0,951 

0,948 

33,3 

0,808 

!        0,787 

0,951 

0,931 

40 

0,025 

'        0,739 

0,732 

0,940 

0,919 

50 

0,020 

1            • 

0,907 

0,899 

83 

0,012 

1 

1 

0,850 

Lange  Zeit  nahm  man  nun  mit  Arago  und  Dulong  an,  dass  die  atmosphl 
rische  Luft  so  wie  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Stickstoff  dem  Mariottc'schei 
Gesetze  vollständig  folgen,  bis  Begnault  die  Frage  1845  wieder  aufnahm.  £ 
war  durch  gewisse  Erscheinungen  beim  Ausdehnen  der  Gase  durch  die  WSrm 
auf  die  Vermuthung  geführt  worden,  dass  das  Gesetz  von  Mariotte  auch  fÜ 
diese  Gase  nur  ein  annähernd  richtiges  sei.  Da  nun  das  Gesetz  über  di 
Campression  der  Gase  ein  Fundamentalgesetz  der  Physik  ist,  indem  es  in  fas 
alle  Bestinmiungen  über  die  Gase  eingeht,  so  stellte  Regnault  eine  BeÜH 
neuer  Versuche  über  diesen  Punkt  an  ^). 

Die  Apparate,  welche  Regnault  anwandte,  waren  im  wesentlichen  die- 
selben, welche  auch  Arago  und  Dulong  angewandt  hatten,  auch  er  bennWe 
die  Methode  von  Mariotte,  ein  abgeschlossenes  Gasvolumen  durch  Quecksilber- 
säulen zusammendrücken  zu  lassen,  und  maass  dann  zugleich  das  Volama 
des  Gases  und  den  zugehörigen  Druck. 

Eine  Verbesserung  der  Methode  Hess  jedoch  eine  bedeutend  grössere  Ge- 
nauigkeit in  den  Messungen  erzielen. 

Arago  und  Dulong  waren  bei  ihren  Versuchen  stets  davon  ausgegaDge»«  ■ 
die  kurze  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer  AtmospMw 
zu  füllen  und  diese  nach  und  nach  bis  zu  einem  Drucke  von  27  AtmosphW 
zusammen  zu  pressen.    Da  nun  das  Anfangsvolumen  des  Gases  unter  den  ^ 
Drucke  einer  Atmosphäre  gleich  1  war,  so  war  es  unter  dem  Drucke  tob 
5  Atmosphären  nur  V5,  bei  10  nur  Vio»  ^^i  20  nur  V20  ^'  s-  ^-    So  wurde 
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bei  den  hohen  Drucken  das  Volumen  sehr  klein  und  dadurch  war  es  unmög- 
üch,  es  mit  der  grössten  Genauigkeit  auszumessen,  besonders  wenn  man  be- 
achtet, dass  es  äusserst  schwierig  ist,  das  Volumen  der  einzelnen  Theile  der 
JSdhre  genau  zu  erhalten ,  und  dass  der  Meniskus  des  Quecksilbers  nicht  genau 
seine  Gestalt  beibehält. 

Die  sich  hieraus  unvermeidlich  ergebenden  Ungenauigkeiten  der  Messung 
vermied  Regnault  folgendermassen : 

Eine  Glasröhre  von  8  — 10  Millimeter  lichtem  Durchmesser  und  3  Meter 
If finge  wurde  vertical  aufgestellt.  Die  Bohre,  an  ihrem-  obem  Ende  durch  einen 
Fffthn  verschlossen,  communicirte  an  ihrem  untern  Ende  mit  einer  zweiten 
vertical  aufgestellten,  oben  offenen  Röhre  von  36  Meter  Lj^ge,  welche  die 
Quecksilbersäule  enthielt,  welche  das  in  der  ersten  Röhre  abgeschlossene  Gas 
zusammendrücken  sollte.  Auf  der  oben  verschlossenen  Röhre  von  drei  Meter 
Lfiix^e  waren  zwei  Marken  gezogen,  die  eine  an  ihrem  unteren  Ende,  welche 
das  Volumen  der  ganzen  Röhre  bestimmte,  indem  zu  Anfang  jedes  Versuches 
dafür  gesorgt  war,  dass  das  Quecksilber  in  dieser  Röhre  bis  zu  dieser  Marke 
^tazid;  die  zweite  Marke  war  in  der  Mitte  der  Röhre  gezogen,  so  dass  sie 
ffens^u  das  halbe  Volumen  der  Röhre  von  ihrem  obem  Ende  bis  zur  untern 
Mairke  bestimmte. 

Man  fallt  nun  zunächst  die  Röhre  mit  trockener  Luft  unter  dem  Drucke 
®^^oir  Atmosphäre  bis  zur  untern  Marke,  dann  di*ückt  man,  indem  man  die 
^u^Gcksilbersäule  in  der  langen  Röhre  verlängert,  die  Luft  so  weit  zusammen, 
^^^  sie  gerade  das  halbe  Volumen  annimmt,  bis  also  das  Quecksilber  in  der 
^^^^chlossenen  Röhre  bei  der  zweiten  Marke  steht.  Ist  das  Mariotte'sche  Ge- 
genau richtig,  so  muss  jetzt  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  in  der  offenen 
'e  über  der  in  der  verschlossenen  genau  die  Höhe  des  Barometer  sein, 
^^ir  Druck  muss  genau  gleich  zwei  Atmosphären  sein. 

Man  füllt  nun  zu  einem  zweiten  Versuche  die  ganze  geschlossene  Röhre 
■^^s    2i2r  untern  Marke  mit  trockner  Luft  unter  dem  Drucke  zweier  Atmosphä- 
und  comprimirt  wieder  auf  die  Hälfte;  der  Druck  muss  dann  gleich  vier 
Losphären  sein. 

Füllt  man  dann  das  Volumen  1  mit  trockner  Luft  unter  dem  Drucke  von 
^^^r  Atmosphären  und  comprimirt  diese  auf  das  Volumen  V2>  ^^  muss  jetzt 
^^^  Druck  acht  Atmosphären  sein  u.  s.  f. 

Kurz ,  man  untersucht  auf  diese  Weise ,  ob  der  Druck ,  der  ein  Volumen 
*^^ft,  welches  unter  dem  Drucke  h  steht,  auf  die  Hälfte  reducirt,  gleich  2h 
^^.    Die  Ghusvolumina  sind  bei  diesen  Versuchen  stets  sehr  gross  und  deshalb 
^«T  genauesten  Messung  föhig. 

Wegen  der  Einzelnheiten  des  Apparates  und  der  Vorsichtsmassregeln 
W  den  Messungen  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen,  nur 
Duflssen  wir  kutz  erwähnen ,  wie  die  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter  hohem 
Drucken  angefüllt  wurde.  Die  Röhre  communicirte  mittels  des  an  ihrem 
obem  Ende  befindlichen  Hahnes  mit  einer  Pumpe,   durch  welche  man  bei 
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geiüihieiem  Hahn  Lafl  in  die  Bfihre  pumpen  konnte.  Man  fUlte  auf 
Weise  die  Bohre  bis  zur  untern  Marke  mit  Luft  an  und  bestimmte  den  DnA^ 
unter  welchem  die  Luft  sich  befand,  aas  der  Höhe  der  Quecksübeniole  k 
der  langen  Röhre.  Man  hatte  es  auf  diese  Weise  in  der  Hand ,  die  BOhre,  ii 
welcher  das  Gas  comprimirt  wurde,  bis  zur  untern  Marke  mit  Luft  imUr 
beliebigem  I>rucke  anzufüllen. 

Um  zu  zeigen,  wie  Begnault  aus  diesen  Versudien  die  Besnltate 
wollen  wir  zunächst  eine  Versuchsreihe  mit  atmosphärischer  Luft  folgen 
sen ,  bei  welcher  das  Volxmien  1  mit  Luft  miter  dem  Drucke  einer  Atm< 
angefüllt  wurde.  Die  ge^iChlossene  Bohre  communicirte  beim  Beginne 
Versuches  frei  mit  der  atmosphärischen  Luft;  als  sie  bis  zur  untern  Marke 
Luft  angefiült'war,  wurde  der  Hahn  geschlossen  und  durch  Einfüllen 
Quecksilbers  in  die  lange  Röhre  das  Volumen  möglichst  genau  auf  */?  redoditj 

Columne  1  enthält  die  Volumina  V^  und  Fj  beim  Beginne  des  Versnoheij 

und  nach  der  C'ompression ,  Columne  2  die  entsprechenden  Drucke  in 

meter  Quecksilberhöhe,    Columne  3  die  Temperaturen  der  Luft,  Columne 

y 
das  Verhältniss  der  Volumina  y  ,  Columne  6  das  Verhältniss  der  Drucke 


und  Columne  6  das  Verhältniss 


Volumina 

Drucke 

Fo  und  T', 

Po  "nd  P, 

1939,69 

738,72 

969,20 

1476.25 

1939,69 

738,99 

969,80 

1475,82 

1940,21 

739,07 

970,10 

1476,34 

1939,17 

739,19 

969,^9 

1476,80 

Temperat. 
oC. 


4,44 


F, 


2,001  215 


Po 


r._P. 


4,40  1,999990 


1,998389     '     1,001414 


1,997076     I     1,0014« 


4,40 


2,000010     .     1,997  565 


4,43  2,000  701  1,997863 


1 ,001 234 


1,001431 


Wäre  das  Mariotte'sche  Gesetz  genau  richtig,   so  müssten  die  in  ü 
Horizontalreihe  befindlichen  Zahlen  der  Columnen  4  und  5  genau  gleich  m 

da  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetz 

V  •  V  —  p.p. 

und  da  ebenso 

V  P   —  V      P 

so  müsston  die  Zahlen  der  letzten  Columne  gleich  1  sein. 


p, 


Man  sieht  aber,  während  J*  fast  genau  gleich  2  ist,  dass  ^  stets  kki- 

y  p 

ner  als  2  und  somit  v^  7>°>  1  i^^- 

Es  folgt  also  aus  diesen  Versuchen,  dass  die  atmosphärische  Laft  sehoi 
bei  einer  Druckdifferenz  von  einer  Atmosphäre  von  dem  Gesetze  Mariottrt 
abweicht.    Gleiches  fand  Regiiault  bei  allen  übrigen  Gasen. 
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In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  !^egnault  erhaltenen  Zahlen  für 
atmosphttrische  Luft,  Stickgas,  Kohlensäure  und  Wasserstoffgas  zusammen- 
gestellt. 

Fttr  jedes  Gas  sind  zwei  Columnen  verzeichnet;   die  erste  enthält  die 

I>racke  P«  beim  Beginne  der  Versuche,   die  zweite  das  Verhältniss   y° '  p" , 

wo  F|  stets  fast  genau  72  Fy  war  und  Pj  der  dem  Volumen  Fj  entsprechende 
r>mck  ist. 

Tabelle  Ton  Regnaalt's  Tersuchen  ttber  die  Compression  der  Gase. 


Luft 


StickBtoff 


Kohlensäure 


Wasserstoff 


p» 


F©  •  Pq 

F,  :p, 


0 


V     V 

'  0  •  ■*  0 

y, .  p, 


t "     V 


'9 '  "0 
F|.P, 


738,72  1,001414 
2112,63  1,002  765 
4140,82,' 1,003090 
4219,22  1,003496 
6770,16  1,004286 
9336,41    1,006366 


763,62  1,000  788 
1159,26  1,000996 
2159,60  1,001381 
3030,22  1,001 955 
4953,92!  1,002  860 
5957,96  1,003271 
7297,06;  1,003924 
8628,64;  1,004  768 


9775,38 
10981,42 


1,004881 
1,006456 


764,03 

1,007  725 

1414,77 

1,012313 

2164,81 

1,018  973 

3186,13 

1,028494 

4879,77 

1,046625 

6820,22 

1,066137 

8393,68 

1,084278 

9620,06 

1,099830 

2211,18  0,998684 
3989,47' 0,996961 
5845,18  0,996121 
7074,96  0,994697 


9175,25 


0,993 126 


10361,78:0,992327 


Vq  ,  I'q 


Man  sieht,  dass  bei  diesen  vier  untersuchten  Gasen  das  Verhältniss  ^-  -J 

nur  sehr  wenig  von  der  Einheit  abweicht,  so  dass  also  das  Mariotte'sche  Ge- 
setz, wenn  es  auch  nicht  genau  richtig  ist,  doch  nur  wenig  von  der  Wahrheit 
tbweicht.  Wir  werden  es  deshalb  in  den  meisten  Fällen  als  richtig  annehmen 
dOx^fen,  ohne  fUrchten  zu  müssen,  grosse  oder  auch  nur  merkliche  Ungenauig- 
keiten  zu  erhalten,    besonders  da  wir  in  den  meisten  Fällen  nur  kleinere 

^^'^cke  anzuwenden  haben,  und  wie  die  Tabelle  zeigt,   fttr  Drucke,   welche 

F    P 
^^^  Wenig  von  dem  der  Atmosphäre  verschieden  sind,  das  Verhältniss  J*'  J^ 

Mcti  ^er  Einheit  immer  mehr  nähert. 

Bei  aufmerksamer  Betrachtung  jener  Tabelle  findet  man,  dass  die  drei 
^"^ten  Gase,   Luft,   Stickstoff,   Kohlensäure,    alle  in  demselben  Sinne  von 

^®^  Mariotte'schen  Gesetze  abweichen ,   dass  bei  allen  t/  - 1»*  >  1 ,  also  bei 

^  das  Volumen  im  rascheren  Verhältnisse  abnimmt ,  als  der  Druck  wächst, 

^^  das  beobachtete  Volumen  Fj  kleiner  ist,  als  es  nach  dem  Mariotte^schen 

^•«tze  sein  sollte.      Dasselbe  Resultat  enthielten  schon  die  Versuche  von 

^*^o  und  Dulong.    Die  neuen  Versuche  indess  zeigen  weiter,  dass  das  Ver- 
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V    P 
h&ltniss   i/'  p"  wächst,   wenn  der  anfängliche  Dmck,   unter  dem  dai 

Versuche  unterworfene  Gas  steht,  grösser  ist,  dass  also  die  Abwridi 
zwischen  dem  wirklichen  Verhalten  der  Gase  imd  dem  Mariotte'schen  C 
um  so  grösser  werden,  je  mehr  die  Zusammendrückung  des  Ghkses  ? 
Wenn  nun  auch  die  Begelmässigkeit  dieser  Zahlen  auf  das  entschiedenste 
spricht ,  dass  die  beobachteten  Abweichungen  nicht  Folge  der  Beobadi 
fehler  sind,  sondern  einer  Ungenauigkeit  des  Gesetzes  zugeschrieben  i 
müssen,  so  ist  es  doch  gut,  nachzuweisen,  dass  sie  grösser  sind  als  ( 
obachtungsfehler,  welche  wir  annehmen  dürfen.  Sei  deshalb  der  beob 
Werth 

und  nehmen  wir  V^  genau  =  Y2  ^0  >  ^^  ^^^ 

oder 

et  ' 

Wäre  mm  das  Mariotte'sche  Gesetz  genau  richtig ,  so  müsste 

•  •_*?? ?  *?? 1 

V    p'  —   p'    —     » 

oder 

P-,  =  2  Po 

sein.   Der  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ist  demnach 

P-,  -  P,  =  2  Po  -  2  ^«  =  2  P„  (1  -  1) . 

Dieser  unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ISsst  sich  n 
rechnen ,  wenn  wir  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  Pq  und  a  unserer  1 
einsetzen,  man  erhält  dann  den  Unterschied  in  der  Höhe  der  Queck 
Säulen,  wie  sie  beobachtet  wurden,  und  wie  sie  nach  dem  Gesetze  vonM 
hätten  sein  sollen.   Für  Luft  erhalten  wir  dann 


Po 

P-i-A 

733111111^72 

2™™,08 

2112      53 

11      65 

4140     82  . 

25      50 

4219      05 

29      36 

6770      15 

57      68 

9336     41 

118     Ol 

lud  offenbar  zu  c 

Toss,  als  dass  man 

tungsfehlem  zuschreiben  könnte.  Das  Mariotte^sche  Gesetz  ist  demnach 
strenge  richtig,  wenn  auch  die  Abweichungen  so  unbedeutend  sind,  da 
sie  im  allgemeinen  nicht  zu  beachten  haben  werden. 
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Sticiutoff,  Kohlensiiure  und  SaueratolT  verhalten  sich  wie  atmosphärische 
Loft,  sie  werden  slÄrker  zusammeiigedrdckt,  als  das  Mariotte'sche  Gesetz  ver- 
iaagt.  Sie  bilden  also  mit  den  von  Despretz  und  PouiUet  untersuchten  Gasen, 
Ammoniak,  schweflige  Säure,  C^an  u.  a.  f.  eine  Gruppe;  alle  diese  Gase  be- 
sitxen  eine  ZuaammendrUckbarkeit,  ^reiche  mit  dem  Süssem  Drucke  zunimmt. 

y    p 
Anders  jedoch  das  Wosaerstolfgas ;  für  dieses  ist  das  VerhSltniss  y—p 

stets  kleiner  als  1.  Dieses  Gas  wird  also  bei  steigenden  Drucken  weniger 
stArk  zusammengedruckt,  T,  nimmt  nicht  in  demselben  Verhältnisse  ab,  als 
J*,  (rtchst;  »md  da  bei  immer  grliüsem  Anfangs  drucken  der  Werth  y' '  „'■ 
inuner  kleiner  wird,  so  folgt,  dass  mit  wachsendem  Drucke  die  Compressibi- 
litat  abnimmt. 

Folgende  Tabelle,  welche  Zahlen  enthUlt,  welche  Begnault  aus  seinen 
Versuchen  berechnet«,  zeigt,  wie  die  Compressibilitttt  wBchst  bei  den  drei 
®>*t«n  und  abnimmt  bei  dem  letzten  Gase,  Sie  gibt  die  Drucke  an,  welche 
^'Worderlioh  sind,  um  ein  Gas,  welches  unter  dem  Drucke  1  Meter  Queck- 
silber das  Volumen  l  hat,  auf  '/i,  V4  ■  ■  ■  ^"  comprimiren. 


J 

Luft 
Druck  .  BitTereuz 

Kohlenaäute 
Druck  ;  Differeni 

Heut    1       Msler 

Stii^kgiLs 

WEwa^rBtoff 

Druck  1  Differenz 

Druck  1  Differene 

UM«            KtAtf 

l^u«   '     M«^ 

M..«    ,       M.l.r 

1 

1,0000  -f-  0,0000 

l^OfKMI  +  0,0000 

1,0000+0,0000 

1,0000—0,0000 

V, 

1,Ö»78  -|-0,OI>>ä 

1,9820' +  0,fJ)Tl 

l,Ü9Hfil  + 0,0014 

2,0011—0,0011 

'/, 

3,»ft74  +0,0I3C 

3,M9T.H  4-  (t,102r. 

3,'J!llBi  + 0,0081 

4,006m'  —  0,00(i8 

1/ 

7,alB6  -(-  0,054.1 

7,ril93  -j-  0,*807 

7,9U4i'-|-0,asß'j 

B,03.!0  —  0,03.19 

V,. 

9,0102  +  o,o»:w 

n,äiiis.  -i-  0,77a« 

9,ii4;iri  +  0,o5Cr) 

10,0500,  —  0,0500 

y-* 

Il,f«28  +0,1177 

10,8l!32  -i-  l,i:Hift 

11,9191    +0,0fl09 

I2,0M44'  —  0,0844 

V., 

l.'i,8044  -(-".'-'f'" 

l:i,9260.  +  2,1)740 

iri.Hü«;  +0,140;' 

1(1,101«!  — 0,161« 

V-,, 

l!»,7"«!-|-0,2Kiil 

l(;,7or,4'  +  ;i,20tfi 

lil,7w.'  +  0,3iir, 

2n,2CK7  —  0,ar,K7 

Um  diene  Erscheinungen  ziisamnicnzufas-'^en ,  kann  man  sich  ein  Gas 
'•oittcn,  welches  genau  dum  Mariott^i'sclit'n  liesotzc  folgt,  und  welches  die 
'■^enze  bildet  zwischen  den  buidcn  Gruppen,  deren  eine,  Luft,  Stickga.4, 
'*ol»len«Bnnj ,  stärker  comprimirt  wird,  deren  andere,  allein  durch  das  Wasscr- 
,***S  ropi^ontirt,  jedoch  in  gcringerm  (irade  zusammengedruckt  wird  nls 
'^'^Oa  angenommene  Gas.  Das  Mariotte'sche  Gesetz  ist  deniuach  ein  Gesetz, 
*■*»  sich  die  verschiedenen  flasu  mehr  oder  weniger  annllhem.  Die  Ahwei- 
**ligeiL  hllngen  ab  von  der  Natur  dcH  Gnscs ,  von  den  antUnglielien  Dniikvn 
^*4  von  andern  Umstanden;  in  welcher  Weise  jedodh  die  Ditferenz  zwisclien 
'^■»»  beobachtet«n  Wortlie  von  ,°' .l'  und  dem  theoretischen  Werthe,  der 
8l«id,  1  iat,  oder 

L,  Pfafiik  I.  a.  Aufl.  ii 
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von  diesen  Umständen  abhängt,  lässt  sich  bisher  nicht  bestinimen. 

Selbst  die  Abhängigkeit  des  Werthes  ß  von  den  anfönglichen  Dracken  P| 
lässt  sich  ans  den  Versuchen  von  Regnault  nicht  ableiten.     Um  eine  solde 
Abhängigkeit  zweier  Grössen  von  einander,  wenn  ftir  dieselbe  kein  einlaehei 
Gesetz  erkannt  ist,  darzustellen,  bedient  man  sich  sogenannter  Interpoktioo^J 
formein,   welche  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  aus  Reihen  bestehen,  die 
steigenden  oder  fallenden  Potenzen  der  einen  jener  zwei  Grössen  geoi 
sind.    Die  Grösse  ß  stellt  nun  die  Abweichung  der  Gase  vom  Mariotte't 
Gesetze  dar,   wenn  man   das   unter  dem  Drucke  Pq  abgesperrte  Voliutff|] 
durch  Vermehrung  des  Druckes  auf  P,   auf  die  Hälfte  reducirt,  und  eine  &] 
Regnault'schen  Beobachtungen  darstellende  Formel  müsste  wiedergeben,  w 

weit  dann  der  Quotient  >»-  von  V?  abweicht,   wenn  man  dem  anföngiididi 

Drucke  Pq  verschiedene  Werthe  gibt. 

Man  kann  indess  aus  den  Beobachtungen  noch  in  anderer  und  übersidit'j 
lieberer  Weise  eine  die  Abweichungen  der  Gase  vom  Mariotte'schen 
darstellende  Intcrpolationsformel  ableiten.    Für  eine  gegebene  Gasmenge 
das  Produkt  P  .  V  für  jeden  Druck  einen  bestimmten  Werth ,  und  nach 
Mariotte'schen  Gesetze  sollte  dieser  Werth  immer  derselbe  sein ,  welches 
der  Druck  P  ist.    Die  Abweichung  der  Gase  von  diesem  Gesetze  besteht 
darin,   dass  mit  steigendem  Drucke  dieses  Produkt  kleiner  wird,   man 
dieselbe  deshalb  darstellen,  indem  man  die  Veränderlichkeit  dieses  Prodi 
durch  eine  Gleichung  wiedergibt,  welche  die  Abhängigkeit  des  Produktes 
dem  Drucke  P  ausdrückt.    Man  geht  dazu  von  dem  für  irgend  einen 
ten  Druck  Pq  ,  den  man  als  Einheit  wählt ,  gegebenen  Wertiie  des  Prodi 
aus  und  vergleicht  mit  dem  die  übrigen.    Wählen  wir  als  Einheit  des  Di 
den  von  1  Meter  QuecksUber,   und  stellen  wir  allgemein  die  Drucke  di 
Meter  Quecksilber  dar,  so  können  wir  setzen 

PV 

PoVo 

da ,  wenn  wir  P  =  P^^ 
werden  muss. 

Derartige   Formeln   sind   mehrfach  aufgestellt,    zuerst  von  Regnault' 
selbst,  der  ihr  eine  etwas  andere  Form  gab,  dann  von  Jochmann ^  und 
letzt  von  Schröder  van  der  Kolk  ^).    Für  keines  der  untersuchten  Gase 
sich  aber  alle  beobachteten  Werthe  durch  eine  einzige  Formel  mit  hinreichet- 
der  Genauigkeit  wiedergeben,   so  dass,  die  Genauigkeit  der  ßegnaolfsdifli: 


=  1  +^(P—  1)  +  ^(P—  1)^  ... 

=  1  und   V=  Fj)  setzen,  dieser  Quotient  gleich  IJ 


1)  EeffHuuU,  Memoires  de  l'Acad.  des  sciences  etc.  T.  XXI.  p.  418. 

2)  Jochmamt ,  Rchlömilch  Zeitschrift  für  Mathematik  etc.  Bd.  V.  p.  101. 
'6}  ^i:hröiUi'  rati  ihr  KoU\  Poggeiul.  Aiiiial.  Bd.  CXVI. 


^ 


i 
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'Versncne  voraosgesetzt ,  die  Abhängigkeit  des  Produktes  P  V  von  dem 
Drucke  P  eine  sehr  verwickelte  ist. 

Innerhalb  enger  Grenzen,  etwa  bis  zu  dem  Drucke  von  fünf  bis  sechs 
Atmosphären,  kann  man  indess,  wenn  man  aus  zwei  Beobachtungen  die  Con- 
stanten Ä  und  B  der  Gleichung  bestimmt,  die  übrigen  darstellen,  und  dann 
^e  Formel  benutzen ,  um  auch  für  nicht  beobachtete  Drucke  P  F  zu  be- 
rechnen. 

Wir  haben  diesen  Punkt  so  ausführlich  besprochen ,  um  schon  hier  eine 
für  das  Verhalten  der  Gase  wichtige  Bemerkung  anzuknüpfen,  welche  aus- 
führlicher in  der  Wärmelehre  besprochen  werden  wird,  nämlich  über  den 
Einfloss  der  Temperatur.  In  seiner  Arbeit  über  die  Dichtigkeit  der  Gase^), 
iwrelche  wir  ebenfalls  in  der  Wärmelehre  ausführlicher  besprechen  werden, 
bestimmte  Begnault  das  Gewicht  Kohlensäure,  welche  ein  Ballon  bei  100^ 
einmal  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  von  755™™,15  Druck  und  ein 
Midresmal  unter  einem  Drucke  von  338""",39  füllte.   Er  fand 

Pj  =  755,66     Gewicht  =  14,190    =  5, 
Pj  =  338,39  „         =     6,8487  =  s^. 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  müsste  nun 

^ui,  xmd  die  Abweichung  dieses  Quotienten  von  1  gibt  uns  die  Abweichung 
^^  Kohlensäure  vom  Mariotte'schen  Gesetze  bei  100".  Jener  Quotient  wird  nun 

^/^  '  1,^'""  =  1,000908. 

755)66  .  6,3487  ' 

Diese  Abweichung  der  Kohlensäure  vom  Mariotte'schen  Gesetze  ist  aber 
"^brächtlich  kleiner  als  jene,  welche  sich  aus  den  bei  ungefähr  3®  C.  angestell- 
^  Compressionsversuchen  ergibt.  Für  die  Kohlensäure  wird  in  der  vorhin 
"''fe^tellten  Interpolationsformel 

/-J^  =  1  +  ^  (p- 1)  +  B  (p  - 1)' 

Ä=  —  0,008567      B  =  0,000111. 

Berechnen  wir  darnach  den  Werth  P  V  für  die  angegebenen  Drucke ,  also 
^  hier  P  in  Meter  Quecksilber  gegeben  ist 


^  ^hMen  wir 


'"^A  daraus 


fttr  P,  =  0,75565  und  P.  =  0,33839 , 

P,    F,  =  1,002157  .  P„   r„ 
P,   V.,  =  1,006157  .  P„   F„ 

li   y 

»     »  =  1,003987. 


1)  Begnault ,  MemoireH  de  TAcad.  des  Hcifiiccs  et-c.  T.  XXI.  p.  149. 
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« 
£3  nimmt  also  die  Abweichung  der  Kohlensäure  vom  Mariotte'schen 

setz  mit  steigender  Temperatur  beträchtlich  ab.    Aehnliches  gilt,  wie  Sehr 

van  der  Kolk  gezeigt  hat,  für  die  Luft,  während  für  Wasserstoff,   der 

Mariotte'schen  Gesetz  in  entgegengesetztem  Sinne  abweicht,  eine  soldie 

nähme  nicht  «xistirt,  ja  wahrscheinlich  statt  dessen  eine  Zunahme  ein 

während  mit  sinkender  Temperatur  eine  Abnahme  eintritt  ^). 

Dürfen  wir  diese  wenigen  Erfahrungssätze  verallgemeinem ,  so  w 
man  daraus  schliessen,  dass  die  Zusammendrückbarkeit  der  Gase  mit  stei 
der  Temperatur  abnehme ,  mit  sinkender  Temperatur  hingegen  wachse. 

Die  Gase  der  ersten  Gruppe  nähern  sich  demnach  dem  Mariotte's 
Gesetze,  wenn  man  sie  erwärmt  und  bei  einer  gewissen,  für  die  verschied 
Gase  verschiedenen  Temperatur  folgen  die  Gase  dem  Gesetze  genau.  Bei 
terer  Erwärmung  würden  sich  die  Gase  dann  wie  der  Wasserstoff  verha 
ihre  Zusammendrückbarkeit  würde  kleiner,  als  das  Gesetz  verlangt.  Der  Wai 
Stoff  würde  dann  den  andern  Gasen  nicht  als  specifisch  verschieden  gegenfl 
stehen,  sondern  sich  verhalten  wie  die  andern  Gase  in  hohem  Tem|)eratii 
derselbe  würde  in  einer  sehr  tiefen  Temperatur  dem  Mariotte'schen  G« 
folgen.    Wir  werden  auf  diese  J^ragen  in  der  Wärmelehre  zurückkommen. 

§.  100. 

Anwendung  des  Mariotte'schen  GKesetses  zur  Bestinunung 
Abnahme  des  Luftdruckes  mit  der  Höhe.  Mit  Hülfe  des  Mariotte'sc 
Gesetzes  sind  wir  nun  leicht  im  Stande,  das  Gesetz  zu  bestimmen,  nach  1 
chem  der  Luftdruck  bei  einer  Erhebung  über  den  Boden  abnimmt.  Wir  ha 
zu  dem  Ende  nur  die  Barometerstände  in  den  verschiedenen  Höhen  über 
Erdoberfläche  aufzusuchen,  da  die  Barometerstände  den  Druck  messen,  oi 
welchem  die  Luft  sich  dort  befindet,  und  die  Dichtigkeit  der  Luft  dies 
Drucke  proportional  ist. 

Nehmen  wir  zu  dem  Ende  an,  dass  die  Luft  überall  dieselbe  Tempen 
habe  und  denken  wir  uns  dieselbe  in  eine  Beihe  sehr  dünner  Schichten  geth 
von  der  Dicke  D,  Die  Dichtigkeit  der  Luft  in  jeder  Schicht  sei  constant, 
ändere  sich  aber  beim  Uebergang  aus  einer  Schicht  in  die  andere.  Nun 
der  Barometerstand  an  der  Erde  gleich  H^ ,  wenn  wir  um  die  Höhe  D  anil 
gen  gleich  U^^  um  22)  gleich  IL^  ....  um  nD  gleich  jB'h-i-i.  Wenn  wir 
die  Höhe  D  aufsteigen,  nimmt  der  Barometerstand  um  JET,  —  i/j  ab.  c 
Luftsäule  von  der  Höhe  D  an  der  Erdoberfläche  ist  also  an  Gewicht  gl« 
einer  Quecksilbersäule  von  gleichem  Querschnitt  und  der  Höhe  H^  — -i 
Nennen  wir  daher  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  Schicht  rf,  die  des  Qb« 
Silbers  .<?,  so  folgt 

(l:s  =  H^  —  H^i  D, 

1)  Man  sehe  Schröder  ran  der  Köll',  Poggend.  Aonal.  Bd.  CXVJ  UDd  OXIt 
lieyc^  Poggend.  Annal.  Bd.  CXVl. 
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Da  nun  aber  die  Dichtigkeit  der  Luft  proportional  ist  dem  Drucke ,  unter 
»Ichem  sie  steht,  so  haben  wir  ebenfalls,  wenn  c  die  Dichtigkeit  der  Luft 
ter  dem  Drucke  H  =  1  bezeichnet, 

^Ty   wenn  wir  das  Verhältniss  der  Dichtigkeit  d  der  Luft  zu  derjenigen  s 
i  Quecksilbers  mit  ö  bezeichnen,  also  setzen 

8  ' 


d  =  C.  H., 


C  gleich  ist 


c 


Mit  Beachtung  der  vorigen  Gleichung  haben  wir  nun 

\o  für  den  Barometerstand  H2  in  dem  Abstände  D  von  der  Erde 

H^  =  7/,  (1  —  C.  I>). 

Steigen  wir  ein  zweites  mal  um  D  auf,  so  nimmt  der  Barometerstand  um 

j  —  JLj  ab;  ist  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  Schicht  d\  so  ist  jetzt 

d'  _  H^  -^/, 
s  ~       D      ' 

Nun  ist  aber  wieder  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze ,  da  U^  der  Baro- 
eterstand  in  dieser  Schicht  ist, 

d'  =  c  .  //^, 

orin  c  genau  denselben  Werth  hat  wie  vorhin,  demu^ch 

c 


so 


d  =  -  .  i/,  =  C .  II,, 


jj  —  ^  •  -"2  7 


IL^  =  11^  (1  —  CD)  =  i/,  (1  -    CU)', 

In  ganz  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  Barometerstände  in  den  Höhen 
P,  42) ,  es  ist  in  der  Höhe 

^D  .,H^       ==^3(1  —  CD)  =  7/^(1  —  CD)\ 
4:D.,H^       =  7/^  (1  --  CD)  =  77,  (1  —  CD)\ 

«  •  •  • 

nD  ..  Hn+i  =  77*  (1  —  CD)  =  77,  (1  —  CD)\ 

Wir  erhalten  daraus  das  Gesetz,  dass,  wenn  die  Höhen  77^ ,  T/^,  H^  ,,,  U^ 

arithmetischer  Beihe  wachsen ,  die  Barometerstände  in  geometrischer  Reihe 

nehmen.    Da  nun  die  Dichtigkeit  der  Luft  an  irgend  einer  Stelle  dem  dort 

rhandenen  Barometerstande  proportional  ist,  so  folgt,  dass  dasselbe  Gesetz 

*  die  Abnahme  der  Dichtigkeit  der  Luft  besteht,  oder,  dass  die  Dichtigkeit 
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der  Luft  in  geometrischer  Progression  abnimmt,  wenn  die  Höhen,  zu  denen 
man  ansteigt,  in  arithmetischer  Progression  zunehmen. 

In  diesem  Satze  über  die  Abnahme  der  Barometerstände  mit  der  Höhe 
erhalten  wir  ein  einfaches  Mittel,  um  Höhendifferenzen  zwischen  zwei  Orten 
aus  Barometerbeobachtungen  abzuleiten. 

Ist  die  Höhe  eines  Ortes  über  der  firdoborfiUche,  an  dem  wir  den  Baro- 
meterstand //  beobachten,  gleich  m  .  D  und  eines  andern,  an  welchem  wir 
den  Barometerstand  h  finden ,  n  .  D^  so  ist  die  Höhendifferenz  X 

X=  {n  —  m)  .  I), 

Zugleich  ist  aber 

11=  If^{{  —  CD)"', 

h  =  i/,  (1  —  CJ))\ 


somit 


und  daraus 


1"«   'ii  =  {»■-  m)  .  log  {l     -CD) 


»--"*  =  lo^a  -  67^)  ■  ^"«  i/ 


und  setzen  wir  diesen  Werth  fürn  —  w  in  die  Gleichung  für  X 

V  D  .       h 
^  =  log(r-Ci>r^^^'i/' 

oder  auch  da  II  ^  h,   um  nicht  den  Logarithmus  eines  echten  Bruches  zu 

benutzen , 

V  -I)  ,      H 

IT  

Der  Coefficient  von  log  ,    ist  constant  und  hängt  nur  von  dem  Werthc  C 

und  der  Dicke  D  der  Schichten  ab.    Wir  nahmen  nun  bei  der  Entwickelun^ 
des  Gesetzes  über  die  Abnahme  der  Barometerstände  an ,  dass  in  jeder  Schicimn 
von  der  Dicke  D  die  Dichtigkeit  der  Luft  constant  sei.    Das  ist  nur  dann  d^ssi 
Fall,  wenn  wir  D  als  unendlich  klein  annehmen,  so  dass  es  nur  wenig  von      < 

verschieden  ist;  der  Coefficient  von  log  -r-  nimmt  dann  die  Form  -r-  an; 

müssen  daher  suchen,   den  Werth  desselben   unter  dieser  Voraossetzong 
bestimmen.   Dazu  gelangen  wir  folgendermassen. 

Man  kann,  wie  in  der  Analysis  gezeigt  wird,  jeden  Logarithmus  in 
Reihe  entwickeln  und  hat  dann  in  briggischen  oder  dekadischen  Logarithmen 

iog(i-.)  =  -;,(x4-f  +  f  + ), 

worin  ^  den  Modulus  der  dekadischen  Logarithmen,  M  also  die  Zahl  2,3V258-^ 
bedeutet. 

Wir  haben  denmach  in  unserem  Falle 

log  (1-C/))  =  -  j^(ci>  +  ^y^'  +  ^^  + ) 
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and  daher 

D  1)  .M 


log  i\  — CD        ^j.   ,   6'«D«   ,   C»7)»    , 


M 


Wenn  wir  nun  2>  als  unendlich  klein  voraussetzen,  so  verschwindet  der 
ganze  Nenner  auf  der  rechten  Seite  bis  auf  das  erste  Glied  und  wir  erhalten 

—  D        _  M 
log  (1  -  CD)  "~  C  ' 

Setzen  wir  nun  diesen  Werth  in  unseren  Ausdruck  für  X  ein ,  so  wird 

^       M     ,      H 

X=  ^  .log^-. 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  in  diesem  Ausdrucke  C  zu  bestimmen, 
mn  aus  den  Beobachtungen  des  Barometer  an  zwei  Orten  deren  Höhendifferenz 
bestimmen  zu  können. 

Um  C  zu  erhalten ,  erinnern  wir  uns ,  dass  wir  hatten 

6  =  CHi, 

►rin  6  die  Dichtigkeit  der  Luft  in  Bezug  auf  Quecksilber,  oder  das  Verhält- 

des  Gewichtes  von  1  Kubikcentimeter  Luft  unter  dem  Drucke  H^  zu  dem 

ichte  eines  Kubikcentimeters  Quecksilber  zu  13^-,59  bedeutet.    Wir  wer- 

in  einem  spätem  Abschnitte  die  Mittel  kennen  lernen ,  um  das  Gewicht  d 

Kubikcentimeter  Luft  zu  bestimmen.    Von  den  Grössen ,  mit  denen  sich 

jlbe  ändert,   kennen  wir  vorläufig  nur  den  Druck,  unter  welchem  das 

steht;  überdies  ändert  es  sich  aber  auch  mit  der  Temperatur  f,  mit  der 

ikraft  F  des  Wasserdampfes,    welchen  die  Luft  enthält  und  wenn  wir 

Gevncht  der  Luft  an  verschiedenen  Orten  bestimmen,  auch  mit  der  Inten- 

der  Schwere.    Wenn  wir  alle  diese  Aenderungen  in  einen  Ausdruck  zu- 

lenfassen,  so  erhalten  wir  für  das  Gewicht  d  eines  Kubikcentimeter  Luft 

einem  Orte  von  der  Breite  9  unter  dem  Drucke  H  und  bei  der  Temperatur 

C. 

d  =  OS'^OOl  292  673  •  (1  —  0,002837  •  cos  2  <p)  r/4^7^^. 

rorin  a  eine  constante  Grösse,  den  Ausdehnungscoefficienten  der  Luft,  be- 
llet. 

Wir  erhalten  daraus  ö  =  C .  II,  indem  wir  diesen  Ausdruc]^,j4lfffih  (4fSS 
icht  s  eines  Kubikcentimeters  Quecksilber  dividiren  ..;iii  )  uJ.  ,-  ,  )<i 

^=-0    11=  -^-^^^  (1  -  0,00283,  .  CO«  2<p)  (1+4^60 
nud  setzen  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  rür  C  in  unseren  Ausdruck 


344 


Baroiuetrinchc  HuheDmcsBungen. 


{.loa 


für  X,  so  erhalten  wir  fttr  den  Höhcnunterächied  zweier  Orte,  deren  Baro- 
meterstände H  und  h  sind , 


X  = 


M  .  13,60    1 

0,U012tf267S   (1  —0,002837  .  COS  2  q>) 


(1  +  at) .  760  H 

2^- -log   ,^, 


1     3/     _. 

1         A^ 


X  = 


18398»' 


(1+ai) 


<  1  —  0,0028U7  .  COB  2  qp) 


1  -Vs 


F 
H 


log 


H 


oder  da 


1 


,  =  1  +  0,002  837  .  cos  2  9  +  (0,002837  .  cOS  2  (pY  -f 


l  —  0,002  887  .  COS  2  (p) 

und  in  dieser  Beihe  die  zweiten  und  hohem  Potenzen  wegen  der  Kleinhdij 
derselben  vernachlässigt  werden  können , 

X  =  18398'"  (1  +  0,002837  .  cos  2q>)     *  "^^j,.  •  log  ^ 


1  -V« 


ü 


Dieses  würde  die  Formel  für  barometrische  HöhenbesÜmmungen 
wenn  die  von  uns  gemachten  Voraussetzungen  beständen,  wenn  die  T 
ratur  der  Luft  an  allen  Stellen  dieselbe ,  die  Luft  überall  den  gleichen 
an  Wasserdampf  hätte   und  wenn  liicht  die  Intensität  der  Schwere  in 
schiedenen  Höhen  verschieden  wäre.   Ueberdies  müssen  wir  nach  §.  95  an 
Barometerständen  H  und  h  wegen  der  verschiedenen  Temperatur  auf 
Stationen  eine  Corrcction  anbringen,    und  die  Variationen   des 
Standes  §.97  beachten.    Um  später  nicht  auf  diesen  Gegenstand  zurUc: 
men  zu  müssen,  wollen  wir  hier,  einige  Sätze  aus  der  Wärmelehre  vorgrei 
diese  Correctionen  anbringen. 

1 )  Die  Spannkraft  F  des  Wasserdampfes  ist  an  den  beiden  Beobach 
Stationen  und  in  der  ganzen  Luftsäule  zwischen  denselben  an  den  v 
denen  Punkten  verschieden.    Man  kennt  jedoch  nicht  das  Gesetz ,  nach 
chöm  sich  dieselbe  ändert.   Da  jedoch  i*' immer  nur  sehr  klein  ist,  so 

man  sich,   ein  füi*  allemal  eine  Correction  anzubringen  und  den  immer 

F 

wenig  von   1  verschiedenen  Coefficienten   1  —  %  »^  durch  einen 

Werth  zu  ersetzen  und  die  kleinen  Schwankungen,  welche  er  zurverschii 
Zeiten  erfährt ,  zu  vernachlässigen.  Die  Spannkraft  F  des  Wasserdampfes 
dort  sich  mit  der  Temperatur  der  Luft.  Da  nun  erfahrungsgemäss  di< 
immer  nahezu  die  Hälfte  dos  bei  der  Temperatur  der  Luft  gesättigten  Dam; 
ist,  und  da  man  als  untere  Station  immer  einen  Ort  wählen  wird,  an  wddiA 
der  mittlere  Barometerstand ,  also  H^  nicht  sehr  viel  von  760°^  Yersdiiete 
ist,  so  darf  man  annehmen,  dass  in  jenem  Coefficienten  nur  JPiind  dieses 
mit  der  Temperatur  sich  ändere;  dann  ist 


F 


\-%-=\--b-d, 
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worin  b  and  c  zwei  sehr  kleine  Constanten  bedeuten.   Es  wird  demnach 

1  +  at  \  +at 


1-% 


H 
oder  mit  grosaer  Annäherang 

l  +  at  1  +  at 


l  ^b  —et       i,i  —  b){i  —  cty 
und  führt  man  die  angedeutete  Division  aus,  indem  man  alle  höhern  als  die 
erste  Potenz  von  t  vernachlässigt,  so  wird 

_}^+Jit l  +  {a  +  c)  t 

{i  —  b){l  —  ct)~        1  —  6 

Ala  Werthe  für  a ,  5  und  c  ergeben  sich  für  diesen  Ausdruck 

1  +  (0t003665  +  0,000835)  t  1  +  0,004  t 

1  —  0,0009628  1  —  0,0009628 

und  nach  dieser  Correction  hat  man 
.  -^  =  i^S^e«,  (1  +  0,002837.  cos  2y)(l+ 0.004  0- log  ;^ 

2)  Ebenso  wie  man  sich  wegen  des  Wassergehaltes  der  Luft  mit  einer 
Annäherung  begnügen  muss,  kann  man  wegen  der  an  den  verschiedenen  Stel- 
len der  zwischen  beiden  Stationen  befindlichen  Luftschicht  verschiedenen  Tem- 
peratar  auch  nur  eine  angenäherte  Correction  anbringen,  da  man  das  Gesetz 
mcht  kennt,  nach  welchem  die  Temperatur  mit  der  Höhe  abnimmt.  Man 
idnimt  daher  an,  dass  sie  der  Höhe  proportional  abnähme,  und  dass  deshalb 
dis  arithmetische  Mittel  aus  den  an  den  beiden  Stationen  beobachteten  Tem- 
pentoren  der  mittlem  Temperatur  der  Luft  entspräche.    Anstatt  t  setzt  man 

3)  Man  muss  femer  der  Aenderung  der  Schwere  in  der  Höhe  Rechnung 

^K^Bgen.    Man  kennt  das  Gresetz,  nach  welchem  die  Schwere  mit  der  Höhe  ab- 

'^uiuiit,  und  kann  daraus  die  Aenderungen  berechnen,  welche  man  an  unse- 

''^»u  Ausdrucke  für  X  anbringen  muss.     In  den  vollständigen  Formeln  von 

*^  Place')  und  Poisson*-')  ist  das  geschehen.    Indess  ist  es  einfacher  und  be 

Q^emer,  hier  die  Beobachtung  zu  Hilfe  zu  nehmen  und  mittels  barometrischer 

^^obachtung  an  genau  auf  trigonontetrischem  Wege  gemessenen  Höhen  den 

^^^tfeieriBchen  Coefficienten  so  zu  bestimmen ,  dass  unser  Ausdruck  diese  Höhen 

^^^dergibt.  Nach  den  Beobachtungen  von  Bomond  ^  erhält  er  dann  den  Werth 

*Ö393™.   Dadurch  wird  unsere  Formel 

X-=  18393°»  (1  +  0,002837  .  cos  2<p)  |l  +  0,004  ^ +'|  .  log  '[- 

1)  La  Place,  Mäcanique  cälestc.  Li  vre  X.  chap.  4. 

i)  Poiuon,  Traitä  de  Mäcanique.  Tome  11.  Li  vre  IV.  chap.  5. 
//w     5)  Bamond,  Memoire  sur  la  formule  baromdtrique  de  la  Mecanique  Celeste 
^^^nnont-Ferrand  1811). 

AtulÜhrliche  Darstellung  der  verschiedenen  bei  barometrischen  Höhcnmessun- 
r?^  M  beachtenden  Umstände  siehe  Brandes,  Ueber  Höhenmessungen  in  Gehler's 
™>t.  Wörterbuch.  Bd.V.  Theill.  Man  sehe  auch:  Baeyer,  Poggend.  AnnaL  XCVIII. 
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um  nun  schliesslich  die  Correctionen  wegen  der  Temperatur  des  Queck- 
silbers anzubringen,  ist  es  nothwendig,  die  Barometerstünde  auf  0^  zu  redaci- 
rcn  (§.  95).  Dasselbe  geschieht,  wie  wir  bereits  erwähnten,  dadurch,  6m 
wir  den  Barometerstand  H  durch  1  -|-  0,00018  .  T'  dividiren,  wenn  wir  die 
Temperatur  des  Quecksilbers  an  der  untern  Station  mit  T'  bezeichnen;  ist  sie 
an  der  obern  Station  t ',  so  wird 

X  =^  18393'"  (1  +  0,002837  .  coa2(p) 

jl  +  0.004  ^+-'}  {log  ,  :^-^^^,  -  log  ,  ^„V -.,.]• 

üin  nun  die  Variationen  des  Barometerstandes  mit  zu  beachten,  mon 
man  entweder  den  mittlem  Barometerstand  an  beiden  Stationen  anwendfli, 
oder  wenn  das,  wie  es  meist  der  Fall  ist,  an  der  obcm  Station  auf  der  Spit» 
eines  Berges  nicht  möglich  ist,  muss  man  eine  Zeit  wählen,  in  welcher  d» 
Atmosphäre  möglichst  ruhig  ist ,  damit  sie  möglichst  nahe  im  Zustande  ds 
Gleichgewichtes  ist,  den  unsere  Bechnung  voraussetzt.  Man  muss  dann  fcnMr 
gleichzeitige  Beobachtungen  an  beiden  Stationen  anstellen  lassen.  Da  die  Aer 
derungen  des  Luftdruckes  meist  nicht  so  lokal  sind,  dass  derselbe  in  Bib 
liegenden  Orten  sehr  verschieden  ist ,  so  kann  man  dann  ziemlich  sicher  seili 
correspondirende  Barometerstände  zu  erhalten.  Unsere  Formel  ergibt  dm 
die  Höhe  der  zweiten  Station  mit  dem  Barometerstande  h  über  der  ersten  M 
auf  einige  Meter  genau. 

Kennt  man  die  Höhe  eines  Ortes  über  der  Meercsfiäche  und  zugleich  dA 
Barometerstand  Ji  an  demselben ,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Formel  da 
JWometerstand  JI  erhalten,  welcher  in  dem  Niveau  des  Meeres  untfr  der  Breit* 
und  Länge  des  Ortes  stattfinden  würde.  Auf  diese  Weise  werden  die  an  de«  | 
verschiedenen  Orten  beobachteten  mittlem  Barometerstände  auf  das  Nivc** 
des  Meeres  reducirt. 

§.  101. 

Anwendung  des  ICariotte'sohen  Gesetzes  auf  Manometer.     I^ 

Druckmesser,    welche  wir  bisher  kennen  gelernt  haben,    beruhen  auf  d** 
hydrostatischen  Grundgesetze,   dass  in  communicircnden  Röhren  nur  d^^ 
Gleichgewicht  ist,  wenn  der  Druck  auf  die  Trennungsflftche  der  beiden  Fl^ 
sigkeiten  von  beiden  Seiten  gleich  gross  ist.    Bei  diesen  wird  also  der  Dra^ 
des  Gases,  die  Expansivkraft  desselben  durch  eine  FlüssigkeitssSule  gemess^^ 
welche  in  der  einen  der  beiden  communicircnden  Röhren  über  dem  Nivesa  d^ 
Flüssigkeit  in  der  andern  erhoben  ist.    Bei  hohen  Drucken  müssen  diese  ab^^ 
immer  eine  höchst  bedeutende  Länge  haben,   wie  z.  B.  die  von  Arago  u^^ 
Dulong  oder  Regnault  eine  Länge  von  36"'  besassen.    Man  hat  deshalb  »^ 
das  Mariotte'sche  Gesetz  eine  andere  Art  von  Manometern  gegründet,  wddf^ 
den  Druck  eines  Gases  durch  die  Compression  eines  abgeschlossenen  Lnfl' 
Volumen  bestimmen.    Da  die  Luft  fast  genau  dem  Mariotte'Hchen  (besetze  fol^ 
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Fig.  116. 


erbalten  wir  mit  Zugrundelogimg  dcjs  Gesetze»  nur  wenig  von  der  Wahrheit 
Rreiehendo  Resultate. 

Die  gewöhnliehste  Form  der  Manometer  ist  die  folgende.  Eine  oben 
ichlossene  mit  trockner  Luft  gefüllte  Glasröhre  (Fig.  146)  taucht  in  ein 
ßlss,  welches  zum  Theil  mit  Quecksilber  gefüllt  ist.  Das 
t&as  steht  in  einem  festen  Cylinder  von  Eisen,  durch  dessen 
ekel  die  geschlossene  Böhrc  luftdicht  hindurchgeführt  ist. 
9  Röhre  ist  in  dem  Deckel  fest  eingekittet,  und  der  Deckel 
Idicht  imd  fest  auf  den  Cylinder  aufgeschraubt.  Durch 
le  mit  einem  Hahn  verschliessbare  Bohre  kann  das  Gefass 
i  dem  Baume  in  Verbindung  gesetzt  werden,  in  welchem 
B  Gas  eingeschlossen  ist,  dessen  Druck  gemessen  werden  soll. 
Bei  dem  äussern  Druck  der  Atmosphäre  steht  das  Queck- 
ber  in  der  Bohre  und  dem  GefUsse  gleich  hoch ;  tritt  durch 
p,  Hahn  das  zusanunengodrückte  Gas  in  das  Gefass  und 
auf  die  äussere  Quecksilberfläche,  so  dringt  das  Queck- 
in die  verschlossene  Bohre  ein  und  das  Volumen  dos 
m  Gases  gibt  die  Grösse  des  Druckes  an. 
Man  graduirt  den  Apparat  auf  folgende  Weise. 
Ist  der  Badius  der  Bohre  gleich  r  und  ihre  Länge  gleich  h, 
bei  dem  anfänglichen  Drucke  von  760"""  das  Volumen 
abgesperrten  Gases  v 

Wenn  nun  der  äussere  Druck  bis  zu  n ,  TöO'""*  wächst,  so  steigt  das  Queck- 
um  X  in  der  Bohre  in  die  Höhe  und  der  dann  von  der  Luft  eingenom- 

Baum  ist 

v'  =  rn  {h  —  j:). 

Während  nun  das  Quecksilber  in  der  Bohre  um  x  steigt,  sinkt  es  in  dem 
um  y.    Nennen  wir  den  Badius  des  ebenfalls  als  cylindrisch  voraus- 
tn  Gefösses  i2,  so  haben  wir 

nr'^x  =  TtR^i/, 

in  die  Böhre  aufgestiegene  Quecksilber  vorhin  in  dem  Gefiisse  den 
ftH^  einnahm. 
Die  Spannung  oder  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  auf  die  Ober- 
des  Quecksilbers  ist  nun  gleich  dem  äussern  Drucke  n  .  760'""',  jedoch 
lindert  um  die  Höhe  der  gehobenen  Quecksilbersäule ,  also 

p'  =  n  ,  760  —  X  —  y 

p'  =  n.7ßO  —  x{l  +^\)- 

Und  da  nun  die  Volumina  v  und  v'  sich  verhalten  imigekehrt  wie  die 
[e,  so  haben  wir 

.   »r%  :  nr^  {h  —  ä^)  =  w  760  —  x  (l  +  ^  :  760, 
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und  GeUon  wir 


Graduiriing  der  Manometer. 

7k  ('  +  »)-'■■■ 


k  :  h  —  x=  n  —  lex:  1 

j-—-  =11  frjT, 

Diene  Gleicbung  nach  x  aufgelöst  gibt 

'  -  !i  t"  +  "  ±  /("  +  '*''  -"'•(»-  1)| . 
WO  wir  zur  Berechnung  von  x  dem  Wurzelausdmck  das  negative  Voi 

geben  niUseen. 

Denn  fßr  »  ^  1  ist  a:  ^  0,  unser  Ausdruck  gibt 

und  machon  wir  den  Wurzelausdruck  negativ 
«  =  0. 

Zur  Graduirung  eines  i^olcheu  ^auomctem  bediirf  es  aläo  nur  eit 
nikuen  Meiisung  der  Radien  r  und  R;  daraus  wird  die  Grösse  h  und  mit 
dann  X  berechnet  fUr  ji  ^  1,  2,  3  ....  Die  so  gefundenen  Hfiben  x  ' 
von  dem  Niveau  des  Quecksilberig  im  GefSsse  aus  neben  der  Rdhre  au% 
nnd  mit  1,  2,  .3  ...  bezeichnet.  Die  Quecksilberstfinde  geben  dann  nnmi 
die  Grösse  des  Druckes  in  Atmosphären  an. 

Ist  die  BCbre  sehr  enge,  das  Geföss,  in  welches  sie  taucht,  aber  seh 
so  kann  man  die  Niveauvoränderung  im  GefSsse  vernachlässigen.  In  1 
Formel  ist  dann  R  =  a;,        =^  u,  A  =  „ß.,,  und  wir  erhalten 


'  W 


^(«-»))- 


Oft  gibt  man  diesen  Hanometom  eine  U-f> 
Gestalt  (Fig.  147).  Der  offene  Arm  erbSlt  den 
der  gemessen  werden  soll,  und  der  geschlosseo 
enthUlt  in  dem  Baume  NÄ  Über  dem  Quec 
trockne  Luft.  Unter  dem  Drucke  der  Atme 
steht  das  Quecksilber  in  beiden  Bähren  ^eicb 
Steigt  der  Druck  auf  »  .  760™,  so  sinkt  das ' 
Silber  in  dem  offenen  Schenkel  bis  2f'  und  sti 
dem  gcscbloasonen  Schenkel  am  ebensoviel  bt 
Um  den  .Apparat  zu  graduiren,  dient  nnsen 
Formel ,  indem  wir  t=R  und  somit 


,  wodurch  wir  erhalten 

;"l«+,S+/''("+#o)'-«4(»- 
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Man  mnss  Übrigens  bemerken ,  dass  bei  dieser  Art  des  Graduirens  voraus- 
gesetzt wird ,  dass  die  Röhren  genau  cylindrisch  sind ,  also  r  überall  denselben 
Wertb  behält.  Es  wird  das  nur  selten  mit  aller  Strenge  richtig  und  deshalb  im 
^meinen  besser  sein,  die  Röhren  durch  den  Versuch  zu  graduiren.  Man 
sie  dann  mit  einem  Quecksilbermanometer  in  Verbindung,  wie  wir  es 
Beweise  des  Mariotte'schen  Gesetzes  anwandten,  und  vergleicht  die  Vo- 
LÜia  der  abgesperrten  Luft  mit  den  äussern  Drucken. 

§.  102. 

Volumenometer.  Eine  andere  Anwendung  des  Mariotte'schen  Gesetzes 
Wk  die  Messung  der  Volumina  von  Körpern  und  so  die  Bestimmung  ihrer  Dich- 
^keit,  ohne  einer  Wägung  in  Wasser  zu  bedürfen.  Der  erste  Apparat  der  Art 
nrde  von  Say  ^)  unter  dem  Namen  St^^reometer  und  etwas  später  von  Leslie^) 
kiMclirieben.  Regnault  ^)  gab  demselben  folgende  Form  (Fig.  148  und  149). 
le  Glaskugel  Ä  von  300  Kubikcentimeter  Rauminhalt  ist  mittels  einer 
fassung  auf  ihrem  Hals  durch  vier  Schrauben  und  Zwischenlegung  von 
tettetem  Leder  luftdicht  mit  dem  manometrischen  Apparat  ahcd  ver- 
iden.  Das  Manometer  besteht  aus  zwei  14"'"^  weiten  Glasröhren  h  und  c, 
le  in  ein  eisernes  mit  einem  T  -  förmig  durchbohrten  Hahn  r  versehenes* 
»nstück  eingekittet  sind.  Fig.  150  und  151  zeigen  einen  Durchschnitt 
Röbrenstückes  mit  zwei  verschiedenen  Stellungen  des  Hahnes.  In  Fig.  150 
inniciren  die  beiden  Manometerröhren  mit  einander,  in  Fig.  151  h  mit 
ftossem  Luft,  c  ist  geschlossen.  In  einer  andern  Stellung  würde  c  ohne  h 
in  einer  vierten  beide  mit  der  äussern  Luft  verkehren.  Die  Röhre  cd  ist 
le  und  oben  offen;  die  Röhre  h,  welche  oben  mit  der  Kugel  durch  das 
Rohr  aÄ  'm  Verbindung  steht,  hat  nahe  unter  der  Krümmung  a  eine 
il  B  und  zwei  Marken  mn  und  pq^  die  eine  über,  die  andere  unter  B, 
einen  Hahn  s  kann  man  nun  auch  die  Röhre  ab  oben  mit  der  freien 
in  Verbindung  setzen. 
^—  Man  muss  nun  das  Volumen  der  einzelnen  Theile  der  Röhren  ah ,  von  da 
sie  in  die  Kugel  A  tritt  bis  zur  Marke  mn,  und  des  zwischen  den  beiden 
cen  enthaltenen  Theiles  genau  kennen,  ebenso  das  Volumen  der  Kugel  A. 
den  zwischen  den  Marken  enthaltenen  Raum  zu  erhalten ,  öffnet  man  den 
Ä,  stellt  r  so,  dass  ab  und  cd  communiciren  (Fig.  150)  und  füllt  in  cd 
sksilber  ein,  bis  es  an  mn  steht.  Darauf  dreht  man  den  Hahn  r  in  die 
lang  (Kg.  151)  und  lässt  soviel  Quecksilber  in  ein  untergestelltes  Geföss 
isen ,  dass  die  Quecksilbersäule  in  ah  gerade  bis  pq  steht. 
Man  schliesst  den  Hahn ,  so  dass  die  Röhren  nicht  mehr  mit  der  äussern 


*  1)  Say,  Anuales  de  chimie  par  Guytoii,  Lavoisier  etc.  T.  XXlIl.  1797.    Auch 
\,  Annalen.  Band  IL 
8)  Ledie,  Anhal.  of  Philosoph.  No.  LXIV 

3)  Regnault,  AnuaL  de  chini.  et  de  phys.   llf.  Ser.   T.  XIV.    Auch  Poggend., 
leu.  Bd.  LXVl. 
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Luft   in  Verbinduiig  steben  und  erhält  aus  dem  Gewicht  dee  aosgefiosMi 
Quecksilbers  das  zwischen  pq  und  mn  eathsltene  Volumen.     Dies  V(dn 


sei  V.  Die  beiden  andern  Volumina,  dag  der  Kngel  und  der  VerbindongEriü 
bestimmt  man  zusammen ,  da  man  nur  die  Snmme  der  Volumina  xa  keu 
braucht.  Diese  sei  F.  Man  füllt  dazu  bei  geöfhetem  Hahn  s  und  bei  Stdh 
des  Hahnes  r  wie  in  Fig.  150,  beide  Böbren  bis  zur  Marke  pq.  Du 
scbliesat  man  S,  und  fllllt  in  cd  soviel  Quecksilber  nach,  bis  das  Queckul 
in  tA  bis  mn  steht.  Das  Quecksilber  steht  dann  in  cd  um  eine  LSnge  h, 
man  mit  dem  Kathetometer  misst,  höher  als  in  ab.  Die  Loft  in  der  BChn 
Über  dem  Quecksilber  und  in  der  Kugel  A  ist  nun  comprimirt  durch  die  Qw 
silbersSute  h.  Unter  dem  atmosphärischen  Druck  bei  geSfbetem  Hahn  s  (H 
sie  den  Raum  V  -\-  v  aus;  unter  dem  verstärkten  Drucke  nur  mehr  » 
Raum  V.  Nennen  wir  nun  den  Barometerstand  H,  so  haben  wir  nacb  J 
Mariott«  seilen  Gesetze 

V{n-\-h)  =  iV+v)H 

r=,..?. 


|.  102. 
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Somit  kennt  man  den  Bauminhalt  der  einzelnen  Theile   des  Apparates, 

man  bedarf,  um  das  Volumen  x  eines  Körpers  zu  bestinmien. 
Man  legt  den  Körper,  dessen  Volumen  x  gefunden  werden  soll,  in 
lie  Kugel.  Derselbe  verdrängt  dadurch  eine  ihm  an  Volumen  gleiche  Luft- 
msnge.  Wenn  man  mm  bei  geöfifnetem  Hahn  .<?  wieder  Quecksilber  bis  zur 
e  pq  einfüllt  und  dann  den  Hahn  .<;  schliesst,  so  ist  jetzt  das  Volnmen 
abgesperrten  Luft  nicht  mehr  V  -\-  r ,  sondern  V  -{-  v  —  x.  Füllt  man 
in  cd  wieder  Quecksilber  nach ,  bis  es  in  ah  bei  mn  steht ,  so  wird  jetzt 
Volumen  V  '\-  v  —  x  auf  das  Volumen  V  —  x  comprimii*t  und  man  be- 
iMU^htet  in  cd  eine  Quecksilbersäule  h\  welche  diese  Compression  bewirkt. 
ISsimen  wir  vriecler  //  den  Barometerstand ,  so  ist 

7-|-i;_  ^:  V  —  X  =  ir  +  ir  :  II 

7/ (F  +  V  ^x)  =  (II  +  h')  (F  —  x) 

V  .h'  —  vH 

^  =  — v— 

Eine  zweite  Bestimmimg  von  x  erhält  man  auf  dem  umgekehrten  Wege. 

füllt  bei  geöffnetem  Hahn  s  soviel  Quecksilber  in  das  Manometer,  dass 

i]B  ab  bis  zur  Marke  mn  steht.    Bei  geschlossenem  Hahn  ist  dann  das  Luft- 

len   F  —  X  abgesperrt.     Darauf  stellt  man  den  Hahn  r  so ,  dass  beide 

mit  einander  und  mit  der  äussern  Luft  in  Verbindung  stehen,   und 

soviel  Quecksilber  abfliessen ,  dass  es  in  ah  bis  zur  Marke  pq  steht.    Das 

rolnmen  F  —  x  hat  sich  dann  auf  das  Volumen  F  +  ^  —  ^  ausgedehnt, 

zugleich  beobachtet  man,  dass  das  Quecksilber  in  der  Röhre  cd  um  eine 

[e  h"  tiefer  steht  als  in  ah.    Nach  dem  Mario tte'schen  Gesetze  ist  dann 

ler 

V+v  —  x:  V  —x  =  n'.}I  —  h" 

H{V  —  x)  =  {H—  ir)  {V+v  —  x) 

^       v{H-  h") 

Combinirt  man  beide  Methoden ,  so  kann  man  sogar  die  B(>obachtung  des 
leter  unterlassen.   Die  erste  Gleichung  ftir  x  gibt 

{V  —X)  h' 


H  = 


V 


reite 


aas  beiden 


H  = 


{V  —  X)  h 


r 


+  h''  = 


(K  +  t?  — rt')/*' 


V 


V  -{-  V  —  X 
T—x 

X  =  V  —  r  • 


h" 
V 


h"  -h' 


Kopp  ^)  bat  schon  früher  ein  anderes  Volumenometer  constniirt ,  welches 
dem  Begnault'schen  den  Vorzug  der  grossem  Einfachheit  hat,  so  dass  es 
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jeder  sich  leicht  selbst  herBtellen  kann,  Fig.  152  stellt  dasselbe  dar.  In 
zum  Tfaeil  mit  Quecksilber  gefUUt«n  Oylinder  K  bewegt  sich  ein  qoeck 
dicht  schliessender  Kolben  mit  schwacher  Reibung. 

Der  Cylinder  int  unten   mit   «incr 
FSs-^Hä.  platte  geschlossen,  und  ein  gekrtimmtes  1 

lässt  ihn  mit  einem  unten  und  oben  gesd 
neu  Oylinder  ü  communiciren.  Der  Ded 
letztem  Cylinders  ist  von  zwei  BOhren  i 
bohrt  cä  und  q. 

Die  Röhre  cii  ist  gerade,  an  ihren  I 
Enden  offen,  und  gegen  eine  willkürliche 
luag  gelegt,  deren  Nullpunkt  etwas  Qbei 
Cylinder  liegt.  Die  Röhre  9,  gekrümmt 
die  Figur  zeigt,  tritt  durch  den  Boden  i 
cylindrisches  Oel^ss  r  ein.  Von  dem  Deck< 
Cylinders  n  reichen  mehrere  Platdnspitzei 
verschiedener  Länge  a,  b  in  den  Cylinder  1 
Das  cylindrisehe  GlefSss  r  kann  ein  andere 
föss  aufnehmen,  welches  den  zu  untersucbi 
Körper  enthält.  Eine  Scheibe  m  von 
geschliffenem  Glase  wird  durch  die  Schra 
und  einen  zwischengelegten  elastischen  KGi 
auf  den  abgeschliffenen  obem  Band  des  < 
der»  gelegt  und  verschliesst  ihn  lufblicht 
Cylinder  K  und  ü  sind  bia  zu  einer  gei 
Höhe  mit  Quecksilber  gefüllt. 
Man  zieht  nun  zunächst  den  Kolben  in  £'  so  weit  herauf,  dass  di< 
frei  durch  cd  in  n  eindringen  kann.  Sei  bei  dem  Barometerstände  J 
Volumen  der  Luft,  welches  inii,  Xundr  abgesperrt  ist,  wenn  du<J 
Silber  gerade  bei  c  die  Röhre  ctl  verschliesst,  gleich  V. 

DrUckt  man  nun  den  Kolben  herab,  so  steigt  das  Quecksilber  in  h 
man  kann  es  leicht  dahin  bringen,  dass  es  gerade  die  Spitze  a  bertthrt 
wird  das  Quecksilber  in  der  RGbre  rd  um  eine  Höhe  k  steigen,  und  die  S 
iiiissst  jetzt  den  Druck,  unter  welchem  die  comprimirte  Luft  si«ht. 
Hübe  wird  bei  verschiedenem  Barometerstand  verschieden  sein ,  da  mit 
Dichtigkeit  dt'r  anfänglich  abgesjwrrten  Luft  sieb  ändert. 

Sei  nun  1"  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft,   wenn  tlos  Qoeck 


bei  n  stt-bl., 


>  Jinb'']] 


r :  y  =  n  -\-  h:  II 
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Um  nun  das  Yolmnen  F  zu  bestimmen,  bedarf  es  noch  einer  weitem 
Beobachtung;  man  legt  dazu  in  das  Gefites  r  einen  Körper  von  bekanntem 
ITolum  r ,  und  verfährt  gerade  wie  vorhin.  Man  erhält  dann  das  Volum  F  auf 
folgende  Weise.  Das  Volum  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  ist  jetzt  V —  v, 
Mkiin  Hinaufdrücken  des  Quecksilbers  bis  a  ist  es  F'  —  v\  in  der  Röhre  cd 
st  das  Quecksilber  dann  bis  zu  einer  Höhe  h'  gestiegen.    Wir  haben  demnach 

V—v:  V  —  V  =  H  +  h'  :  H, 

md  wenn  wir  wieder  gerade  wie  vorhin  verfahren 

V—v:  V—  r  =  H+y  :h' 

md  setzen  wir  für  F  —  V  den  soeben  erhaltenen  Ausdruck  ein  und  bringen 

Ke  passenden  Transformationen  an 

'  TT        Ä'     H+h 

Ist  nun  F  so  ein  für  allemal  bestimmt,   so  erhält  man  aus  einem  dem 

fen  ganz  gleichen  Versuche  das  Volumen  x  eines  zu  untersuchenden  Kör- 

Man  legt  den  Körper  in  den  Cylinder  r,  und  comprimirt  die  Luft,  bis 

Quecksilber  die  Spitze  a  berührt.    In  der  Bohre  cd  steigt  das  Queckäilber 

zu  einer  Höhe  h'\  und  es  ist 

^  •    Ä"     H+h 

daraus ,  wenn  wir  die  Gleichung  nach  x  auflösen 

_H    h"-h     ^ 

Der  Apparat  ist  mit  mehreren  Platinspitzen  versehen ,  um  zugleich  meh- 
Werthe  für  x  erhalten  zu  können,   welche  sich  gegenseitig  controliren, 
aus  denen  man  das  Mittel  nimmt,   wenn  die  einzelnen  Versuche  kleine 
reichungen  zeigen. 

Man  kann  diese  Apparate  sehr  gut  anwenden,  um  das  specifische  Ge- 

it  von  Körpern  zu  bestimmen,  bei  denen  man  die  gewöhnliche  Methode 

Eintauchens  in  eine  Flüssigkeit  nicht  anwenden  kann.    Man  bestimmt  das 

ieht  des  Körpers  in  Grammen  und  das  Volumen  mittels  dieses  Apparates 

fKubikcentimetem.   Der  Quotient  beider  gibt  das  specifische  Gewicht. 

Um  sich  von  der  Genauigkeit  der  Methode  zu  überzeugen,  bestimmte 
ip  zunächst  das  specifische  Gewicht  von  Blei ,  Zinn  und  einigen  Salzen ,  es 
it,  wie  folgende  Zahlen  zeigen,  sehr  genau  mit  den  von  andern  Beobach- 
gefiindenen  specifischen  Gewichten  dieser  Substanzen  überein. 

Es  ist  das  specifische  Gewicht  von 

Blei  nach  Kopp  11,404,  nach  gewöhnlicher  Methode  11,373 
Zinn  „  „  7,363,  „  „  „  7,358 
Salmiak     „      „       1,50,      „     WoUaston 1,45. 

WOXiUnBi,  TkjtXk  I.    2.  Aufl.  23 
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Für  eine  Reihe  anderer  Substanzen   hat  Kopp    dann  folgende  ZaUa 
erhalten : 


Su1)8tanzcn 


Sp.  Gew. 


Substanzen 


Sp.Gev 


Bimstein  (gepulvert) . . . .  !  2,15 

Asche  von  Buchenholz . .  .  |  2,85 

Zucker  (weiss,  gepulvert) .  1 ,58 

Kochsalz  (gepulvert)  .  . .  .  !  2,15 

Waizenmehl i  1,49 

Stärkmehl |  1,56 

Flachsfaser 1,45 

Seide  (Coconfaden) I  1,50 

Baumwolle i  1,27 

Schafwolle  (verarbeitet) ..  I  1,29 


I 


»» 
« 


Korkrinde 

Faser  von  Lindenholz  .  . . 

Tannenholz . . . 

Nussbaumholz 

Apfelbaum  .  . . 

Zwetschenbaum 

Birnbaum .... 

Eichenholz  . . . 

Buchenholz. . . 


i1 


0^ 

1,18 
1,16 
1,17 
1,20 

1.« 
1,Ä3 

1,27 

1,29 


§.  103. 

Die  Luftpumpe.  Auf  der  zweiten  Fundamentaleigenschafb  der  6i 
dem  Bestreben,  jeden  ihnen  dargebotenen  Baum  auszufCQlen,  beraht  einer« 
ftlr  den  Physiker  wichtigsten  Apparate,  die  Luftpumpe,  durch  welche  b 
im  Stande  ist,  aus  einem  Baume  die  Luft  herauszuschaffen. 

Fig.  153.  « 


<^>:^v;iiji^ 


Der  einfachste  Apparat  dieser  Art  ist  die  Halmluftpumpe,  wie  sie  te 
Erfinder  derselben ,  Otto  von  Guericke ,  Bürgermeister  von  Magdebnigi  c* 
struirte.  (Experimenta  nova  Magdeburgica  de  spatio  vacuo.  Amstdlod.  IfiR 
fol.).  In  einem  hohlen,  gut  gearbeiteten  Oylinder  A  kann  ein  hUbSM 
schliessender  Kolbon  k  hin  und  hergeführt  werden.  Der  Boden  dee  CjSiM 
ist  durchbohrt  und  eine  Röhre  n-,  welche  in  der  Mitte  eines  Teller«  U  mteM 
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Ntet  d«n  durch  die  Glocke  &  umgebenen  Baum  mit  dem  Itmem  des  Gylinders 
ig  Verbindung. 

In  der  Bohre  rr  sind  Überdies  zwei  einfach  quer  durchbohrte  Hähne  an- 
grimcht  h  und  {.  Wenn  man  nun  die  beiden  Hähne  bo  stellt,  daes  der  innere 
Biom  des  Cylindera  weder  mit  der  Glocke  G,  noch  mit  der  Kussem  Luft  in 
F^trbindung  steht,  und  nun  den  Kolben  g^en  a  hin  bewegt,  so  entsteht  im 
yiinder  ein  luftrerdOnnter  Baum,  da  sich  die  vorher  in  einem  kleinen  Theile 
«  Cjlicdors  befindliche  Luft  jetzt  in  dem  ganzen  Cylinder  verbreitet.  Dreht 
AO  nun  den  Hahn  h,  so  wie  die  Zeichnung  es  zeigt,  dass  die  Glocke  mit 
nn  Cylinder  A  in  Verbindung  steht,  so  strömt  die  dichtere  Luft  aus  der 
locke  durch  die  BChre  rr  in  den  luftv^rdUnnten  Baum  des  Cylinders,  und 
e  Luft  unter  der  Glocke  ist  dünner  wie  vorher.  Schliesst  man  dann  durch  h 
e  Glocke  wienler  vom  Cylinder  ab,  so  kann  man  durch  Zurückschieben  des 
ilbens  bei  geöfinet«m  Hahn  l  die  Luft  aus  dem  Cylinder  berausdrflcken.  Durch 
ihrfache  Wiederholung  dieser  Operationen  kann  man  dann  allmfihlich  die 
ift  unter  der  Glocke  bb  auf  einen  gewissen  Grad  vcrdOnnen. 

Diese  Luftpumpe  ist  nun  zwar  die  einfachst«,  aber  auch  die  unbequemste, 
man  bei  jeder  Verdünnung  drei  Operationen  vornehmen  muss,  das  Heraus- 
^en  und  Hineinschieben  des  Kolbens  und  die  Stellung  zweier  ^^^  ^^ 
ihne.  Die  n&chste  Verbesserung,  welche  au  den  ätaschinen 
gebracht  wurde,  war  nun  die,  dass  man  statt  zweier  H&bne 
IT  einen  doppelt  durchbohrten  Hahn  (Fig.  154)  anwandte.  Die 
ae  Durchbohrung  gebt  wie  bei  den  einfachen  Hähnen  quer 
irch  denselben,  und  verbindet  in  der  entsprechenden  Stellung 
eGlocke  mit  dem  Cylinder.  Die  zweite  bildet  einen  rechtwinkelig 
»krBmmten  Kanal  ab,  sie  setzt  das  In- 
!re  des  Cylinders  mit  der  äussern  Luft 
■  Verbindung,  sie  dient  also  dazu,  die 
•oft  beim  ZurOckfUhren  des  Kolbens  aus 
<m  Cylinder  zu  entlassen. 

Um  der  Stellung  der  Hähne  ganz 
ttioiioben  zu  sein,  bat  man  dann  später 
itselben  durch  Ventile  ersetzt  (I^g.  1S5). 
^  in  dem  Cylinder  A  bewegliche  Kol- 
li f  iat  durch  ein  centrales  Loch  durch- 
■fart,  welches  durch  eine  von  unten 
eh  oben  sich  fifiucnde  Klappe  ver- 
Uonen  werden  kann.  Eine  ähnliche 
^tpe  iat  am  Boden  des  Cylinders  vor- 
ddeD,  dissbonfaUa  von  unten  nach  oben 
A  Bffitet.  Wenn  man  nun  den  Kolben 
in  die  Hfihe  deht,  schliesst  sich  das 
dlnniTMitil  1}  dmch  den  starkem  Druck 


Fig.  lie. 


3IS6 


VentUlaftpampe. 


der  Luft  in  der  Gloclce  OfEnet  aich  daim  aber  das  Ventil  h  und  di«  Ld 
aus  der  Glocke  in  den  Cjlinder.  Wird  dann  der  Kolben  hinabgedri 
schliesat  sich  das  Tentil  h,  da  dann  die  in  JT  enthaltene  Luft,  welche  i 
her  mit  der  Luft  der  Glocke  ins  Gleichgewicht  gesetzt  hatt«,  stärker  i 
nach  unten  drflckt.  Bald  fiffiiet  sich  dann  auch  das  Ventil  l  des  Koll 
die  im  (^linder  Ä  enÜialtene  Luft  atrOmt  durch  die  EoIbenS&ung 
der  Kolben  wieder  auf  dem  Boden  des  Cylindeis  aufsteht. 

Lidess  wttrde  bei  dieser  einfachsten  Ventilluftpumpe  die  VerdOni 
Luft  unter  der  Glocke  bald  ihre  Grenze  erreichen,  da  die  Luft  nur  i 
der  Glocke  in  den  Cjlinder  K  strömen  kann,  wenn  sie  das  Ventil  h  hi 
Luft  wird  also  aufhören,  in  den  Cjrlinder  einzugtrCnifln ,  sobald  de 
der  Luft  in  der  Glocke  so  klein  geworden  Ist,  dass  er  nicht  mehr  ii 
ist,  das  Ventil  zu  heben.  Deshalb  hat  man  an  der  Maschine  weitere  ** 
rungen  angebracht,  und  bewirkt,  dass  der  aufsteigende  Kolben  dos 
öffiiet,  der  niedergehende  es  schliesst. 

Der  Kolben,  wie  er  an  den  verbesserten  Maschinen  angewandt  ? 
folgende  Einrichtung  (Fig.  156). 

Der  Kolben  enthalt  im  Innern  einen  metallischen  Kern,  der  i 
dicken  nach  unten  sich  erweiternden  BOhre  RR  besteht,  um  diese  B 
auf  der  Platte  PF  sind  Ledorsclu 
legt,  welche  vollstfindig  mit  Oel 
sind.  Diese  Lederscheiben  sind  c 
Deckplatte  QQ,  welche  mit  der  Sei 
dagegen  gedruckt  wird,  zusammen 
Die  ümf&nge  dieser  Lederscheiben 
begrenzt,  dass  dieselben  einen  Cyli 
den,  der  ganz  genau  in  den  Cyli 
Pumpe  faineinpasst  und  nur  mit  s< 
Reibung  darin  auf  und  ab  bewegt 


Es  ist  nicht  acbwierig,  den  K« 
nau  einzupassen,  denn  jedesmal,  w< 
die  Schraube  S  anzieht,  wird  dei 
messer  des  Kolbens  grösser,  da  ( 
zusammengepressten  Scheiben  nach  der  Seite  sich  ausdehnen.  Man  i 
diese  Weise  den  Kolben  ganz  genau  luftdicht  einpassen ,  ohne  do^ 
bang  zn  stark  zu  machen,  und  so  den  Gang  der  Pumpe  zu  erschweren 
Im  Innern  der  Böhre  R  befindet  aich  das  Ventil  l.  Dasselbe  iat  ein 
kreisförmige  Platte,  welche  abgeachliffen  ist,  und  die  Oeffiiung  0 
Bodenplatte  TollstOndig  bedeckt.  Sie  wird  durch  eine  Feder,  welche  ■ 
kleinen  in  der  weitem  Stelle  der  Bfihre  befestigten  Gestelle  Iwfestigt  ia 
die  Bodenplatte  angedrückt.  Die  Feder  iat  andererseits  an  einen 
Platte  I  ansteigenden  Stiel  befestigt.     Die  Feder  ist  nnr  sehr  ach« 
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«Dst  der  Druck  der  Luft  im  Innern  des  Cflmdera  bald  nicht  mehr  aasreichen 
norde,  am  das  Ventil  zu  heben. 

AnsUtt  der  einfachen  Klappe,  welche  die  zur  Glocke  fahrende  Röhre  ver- 
icUiesst,  hat  man  folgende  Einrichtung  angebracht.  Der  Kolben  ist  mit  einer 
Dnrchbohrong  Terseben,  durch  welche  ein  Messingstab  ss  hindurchgeht,  der 
bftdicht  eingepasst  ist.  An  dem  Stabe  ist  eine  nach  unten  konisch  abgedrehte 
Ferdickang  angebracht,  welche  in  die  konische  Oeflnung  in  dem  Boden  des 
jflinders  h  ein^sdüiffen  ist  und  dieselbe  luft4licht  abschliesst.  Wird  nun  der 
folben  herabgedrflckt,  so  nimmt  er  den  Messingstab  mit  sich,  bis  die  kegel- 
bmige  Verdicknng  die  E:>deiiOfihung  abschliesst.  Der  Verschluss  dauert  so 
inge,  wie  der  Kolben  niedergeht.  Wenn  nan  der  Kolben  aafgezogen  wird, 
ibt  er  lunficbBt  den  Stab  ss,  Ofinet  die  BodenSfinang  h  und  stellt  auf  diese 
"■eise  die  Communication  der  Glocke  mit  dem  Pumpenstiefel  her.  Damit  aber 
a-  Stab  nicht  zu  hoch  gehoben  and  so  nachher  der  rechtzeitige  Verschluss 
lim  HinabdrQcken  nicht  verhindert  wird,  stSsst  der  Stab,  gleich  nachdem  er 
ihoben  ist,  gegen  den  Deckel  des  Pumpencylinders ,  und  der  Kolben  gleitet 
i  der  Hessingstange  in  die  Höhe. 

Diese  Einrlchtong  bewirkt  also,  dasa  man  beim  Pampen  selbst  die  Com- 
onlcation  des  Becipientcn  mit  dem  Pumpenstiefel  herstellt  und  unterbricht, 
M  also  die  Laft  aus  der  Glocke  ohne  Hindemiss  in  die  Pumpe  eintreten  kann. 

Zw^stiefedlge  Pumpen.  Bei  den  einstiefeligen  Pampen  ist  anvermeid- 
jfa  jedesmal  ein  todter  Gang,  indem  beim  Berabdrttcken  des  Kolbens  nur  die 
oft  aus  der  Pumpe  in  die  freie  Luft,  nicht  aber  aas  dem  Becipienten  in  die 
nmpe  geschafft  wird.  Ausserdem  haben  sie  noch  eine  andere  ünbequemlich- 
sit.  Wenn  n&mlich  die  Luft  fast  TollstSndig  ausgepumpt  ist ,  so  muss  man 
ei  Hebnng  des  Kolbens  nicht  nur  die  Beibang  des  Kolbens  an  den  WSnden 
es  Stiefels  überwinden,  sondern  auch  fik.  isi 

m  Druck  der  Laft,  welcher  auf  dem 
[olben  lastet  und  dem  kein  Gegendruck 
las  Gleichgewicht  hSlt.  Dieser  Druck 
tt  nan  bei  einiger  Grflsee  des  Kotbens 
)hr  bedeutend,  er  Überschreitet  100  Ki- 
igramm,  wenn  der  Querschnitt  d^ 
olbens  dinem  Quadratdecimeter  gleich 
ird.  Dieser  Druck ,  der  bei  dem  Anfang 
ar  Operation  gleich  0  ist,  wächst  sehr 
iscfa  nnd  macht  das  Auspumpen  von 
nft  bald  sehr  schwierig,  wenn  nicht 
nmflgtip.h.  Um  diesen  beiden  üebel- 
ftiden  m  begegnen,  hat  man  zweistie- 
lüge  Luftpumpen  (Fig.  157)  construirt, 
n  denen  man  zwei  solcher  Pumpen  un- 
ittelW  neben  einander  stellt  und  mit  . 
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demselben  Becipienten  in  Verbindung  bringt.  Die  Kolben  sind  an  Zkfanitaga 
befestigt,  deren  Zäbne  in  die  eines  gezSbnt«n  Bades  eingreifen.  Du  Zilmnil 
aitzt  auf  einer  metalliecben  Axe,  an  der  zugleich  ein  zweiarmiger  Esbel  be- 
festigt ist.  Man  fasst  den  Hebel  an  den  an  seinen  beiden  Enden  nogebiMUs 
Handgriffen  und  hebt  und  senkt  die  Kalben  durch  Drehnng  des  Bodee.  Sbi 
sieht,  wie  hier  immer  der  eine  Kolben  steigt,  wenn  der  ander«  henbgiU, 
und  wie  somit  beide  vorhin  bemerkte  üebelstSnde  abgestellt  sind.  Dom  bemnt 
jetzt  der  Luftdruck  den  aufsteigenden  Kolben,  so  befördert  er  in  ganigU- 
chem  Ma&sse  den  niedergehenden;  der  äussere  Luftdruck  ist  also  kein  Hen» 
nisB  der  Operation,  sie  gebt  am  Ende  bei  fast  leerer  Glocke  ebenso  leicht  ili 
im  Anfang.  Ueberdies  ist  aber  auch  der  todte  Gang  vermieden,  denn  gehtte 
eine  Kolben  nieder,  um  die  Luft  aus  dem  KOrper  der  Pumpe  fortzoschaSo:, 
so  st«igt  der  andere  Kolben  auf  und  pumpt  Luft  aus  dem  Becipienten. 

Terbinduug  der  Pumpen  mit  dem  Beoipienten.  Um  mit  dn 
Pumpen  leicht  die  verschiedensten  Apparate  in  Verbindung  setzen  zu  kSnnti, 
sind  sie  auf  einem  festen  Tische  befestigt  (Fig.  168).    Die  KanBle,  welche  & 


Flg.  166. 


Pumpenstiefel  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  setzen,  Terelnig«s  ädi 
gleich  hinter  den  Pumpen  in  einen  einzigen  Kanal ,  der  dann  horizontil  Ate 
dem  Tische  bingefilbrt  ist ,  in  einiger  Entfernung  vertical  aufsteigt  und  ia  ia 
Mitte  eines  Tellers  von  mattgeschliffenem  Glase  endigt.  Dm  lim  iniiiiliihniill 
Ende  des  Kanals  ist  mit  einem  Schraubengewinde  versehen ,  auf  welchem  ■■ 
die  Apparate  aufschrauben  kann,  in  welchen  man  einen  lufUeeien  Banm  ber 
stellen  will.    Diese  sind  zu  dem  Zwecke  mit  einer  Schranbeiuiiatter  TurwfcWi 


Manometer. 


350 


e  Ulf  du  Gewinde  passt  Ueberdies  sind  bei  einer  aolcben  Luftpumpe 
einig»  Glocken  mit  abgeflchliffenem  Bond,  welche  auf  den  Teller  gesetzt 
aag^nn^  werden  können.  Um  den  Verschlasa  einer  solchen  Glocke 
anmen  luftdicht  za  machen,  bestreicht  man  den  Bmd  derselben  dann 
mit  einer  dUnnen  Schicht  Fett. 

Cauometer.  Um  zu  bestimmen ,  wie  weit  die  Verdünnung  der  Luft  in 
.pparaten  vorgeäcbritten  ist,  besitzen  alle  Luftpumpen  ein  Barometer 
.59).  Dasselbe  ist  von  einer  Glasglocke  umgeben,  welche  in  eine  Moasiug- 
g  eingekittet  iat,  die  durch  eine  Böhrenleitung  mit  dom  vom  Recipienten 
1  Pumpen  führenden  Kanal  in  Verbindung  steht.  So  wird  zugleich  aus 
lecipienten  und  dieser  Glocke  die  Luft  ausgepumpt.  Man  sieht  daher, 
ei  jedem  Kolbenhub  das  Quecksilber  in  dem  einen  Schenkel  des  Baro- 
fällt,  so  lange  bis  die  Verdünnung  der 
hren  höchsten  Grad  erreicht  hat,  und  das 
n  des  Quecksilbers  im  Barometerrohr  nur 
mehr  über  das  in  dem  offenen  Schenkel 
m  ist.  Der  Druck  der  noch  im  Recipienten 
idenen  Luft  und  somit  ihre  Dichtigkeit 
a  jedem  Uoment  durch  den  Unterschied 
ecksilborniveaus  angegeben.  Gewöhnlich 
t  man  anstatt  eines  ganzen  ein  abgekilrz- 
kTometer  an  von  30  bis  40  Centimeter 
.  Das  Quecksilber  in  dem  geschlossenen 
kel  beginnt  dann  nicht  eher  zu  falten,  als 
r  Druck  der  Luft  auf  die  ffilfte  reducirt 
>mit  die  Luft  zur  Hälfte  ausgepumpt  ist. 
man  die  Verdttnnung  schon  frtlher,  ja 
lupt  genau  messen,  so  verbindet  man  mit 
mpc  ein  einfaches  Quecksilbermanometer 
160),  dessen  einer  Schenkel  durch  einen 
ihukpfropf  geschlossen  ist,  der  von  einer 
iftpumpe  geführten  Glasröhre  durohbobrt 
er  andere  Schenkel  ist  offen;  die  Bohren 
ir  Hälfte  mit  Quecksilber  gefüllt.  Wird 
e  Luft  in  dem  mit  dem  Recipienten  der 
impe  in  Verbindung  gesetzten  Schenkel 
int,  so  steigt  dos  Quecksilber  in  demsel- 
inkt  in  dem  andern  und  die  Niveaudifferenz  gibt  den  Ueberschuss  des 
1  Luftdruckes  aber  den  Druck  der  Luft  im  Recipienten.  Zieht  man 
ch  den  Niveauunterschied  vom  Barometerstande  ab,  so  erhält  man  den 
der  Luft  im  Recipienten. 
er  Niveauunterschied  wird  mit  dem  Kathetometer  gemessen. 
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Grad  der  Verdünnung. 


il«. 


Grad  der  Verdünnung.  Wenn  man  die  Verdünnung  der  Luft  im  Ee- 
cipienten  durch  fortgesetztes  Pumpen  möglichst  weit  treibt,  so  wird  mia 
doch  niemals  in  dem  abgekürzten  Barometer  das  Quecksilbemiveau  in  beiden 
Schenkeln  gleich  hoch,  oder  in  unserem  Manometer  (Fig.  160)  die  NiYen- 
differenz  dem  Barometerstande  gleich  finden.  Man  erbfilt  daher  niemalB  ii 
dem  Recipienten  einen  luftleeren  Baum,  und  es  fragt  sich,  wie  weit  kann  mal 
die  Verdünnung  treiben.  Es  hängt  das  wesentlich  ab  von  der  gnten  Goi-j 
struction  der  Pumpe ;  aber  auch  theoretisch  betrachtet  kann  man  niemals 
vollkommen  leeren  Baum  erhalten ,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Sei  A  die  Capacität  des  Bccipienten,  B  die  des  Pumpencylinders.  Neii*| 
men  wir  an ,  wir  hätten  eine  einstiefligo  Pumpe  und  der  Kolben  stehe  auf  doii 
Boden  des  Pumpencylindors.  Sei  femer  die  dann  im  Recipienten  abgespenll^ 
Luftmenge  gleich  der  Einheit. 

Wird  nun  der  Kolben  ganz  in  die  Höhe  gezogen,  so  verbreitet  sieh  & 
Luft  aus  dem  Recipienten  in  den  Cylinder  und  die  vorhin  den  Raum  Ä  aar\ 
nehmende  Luft  nimmt  jetzt  den  Raum  A  '\-  B  ein.   Die  Dichtigkeit  der  Li 
ist  demnach  jetzt  in  dem  Räume  des  Recipienten  sowohl  als  des  Gylinders 


Ä  +B 


Wird  jetzt  durch  Hinabdrücken  des  Kolbens  die  Luft  aus  dem  Cjlindarj 
getrieben,  so  ist,  wenn  der  Kolben  den  Boden  wieder  berührt,    anstatt 
Luftmenge  1  in  dem  Recipienten,  dessen  Capacität  gleich  A  ist,  das  gleu 
Volum   Luft  wie  vorher  abgesperrt,    dieses  hat   aber  nur   die  Dichtij 

-j-qj^«   Nach  dem  zweiten  Kolbenhube  breitet  sich  nun  die  Luft  von  die 

Dichtigkeit  aus  dem  Räume  A  wieder  in  den  Raum  A  -]-  B  aus,  die  Dichtij 

keit  nimmt  demnach  wieder  im  Verhältniss   .    ,   ^  ab ,  oder  sie  ist  jetzt 

(Ä  +  B)^' 

Beim  Niedergang  des  Kolbens  wird  wieder  das  Volumen  B  dieser 

ausgestossen,   berührt  der  Kolben  den  Boden,   so  ist  im  Raum  A  die  Lid^ 

A^ 
menge  .  .    ,   ^^^  enthalten. 

Nach  dem  dritten,  vierten  etc.  Auf-  und  Niedergange  des  Kolbens  erblB 
man  in  gleicher  Weise  als  im  Recipienten  zurückbleibende  Luftmengen 

A^  A'  ^» 


{A+Br    (A  +  BY    '      {A  +  B)' 


Nun  ist 


{A + sr 


(■ + i) 
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udman  sieht,  dass  dieser  Aii»druck  nur  dann  gleich  0  wird,  wenn  n  unend- 
leh  gross  wird ,  wenn  man  also  unendlich  viele  Kolbenhübe  vornähme. 

Man  kann  daher  mit  keiner  Luftpumpe  einen  absolut  leeren  Baum  er- 
litten, sondern  unter  den  obigen  Voraussetzungen  sich  dem  vollständig  leeren 
bnm  nur  durch  andauerndes  Pumpen  annähern.  Aber  selbst  dieses,  eine 
Mrtgeaetzte  Annäherung  an  den  luftleeren  Baum  ist  in  der  Praxis  nicht  zu 
rmchen,  selbst  bei  den  besten  Pumpen  ist  es  nur  eine  gewisse  Grenze  der 
Mfinnung,  der  man  sich  bei  fortgesetztem  Pumpen  immer  mehr  nähert. 
dbst  die  besten  Maschinen  reichen  nicht  weiter  als  bis  zu  einer  Verdünnung 
ml  —  2°*°  Quecksilberdruck.   Der  Gründe  dafür  sind  mancherlei. 

Wie  gut  auch  die  Maschine  gearbeitet  ist,  so  können  doch  niemals  die 
vbindungen  zwischen  den  einzelnen  Theilen  vollkommen  luftdicht  sein.  So 
hEesst  der  Kolben  nicht  absolut  luftdicht  an  den  Cylinder,  die  Stange  der 
■tile  nicht  im  Kolben,  ebenso  nicht  das  Boden-  und  Kolbenventil.  Femer 
i  darch  die  mancherlei  Verbindungen  am  Apparat  das  Innere  desselben  nicht 
W  vollkommen  von  der  äussern  Luft  abgeschlossen.  Wenn  deshalb  die  Ver- 
jptiTiTtg  einen  hohen  Grad  erreicht  hat,  sickert  die  Luft  durch  diese  ver- 
Uedenen  sehr  feinen  Bäume  in  die  Pumpe  hinein  und  alles  weitere  Pumpen 
t  Yergeblich;  die  Luftmenge,  welche  wir  durch  das  Pumpen  fortnehmen, 
M  durch  die  nachsickemde  Luft  wieder  ersetzt. 

•     Noch  ein  anderer  wesentlicherer  Umstand  ist  vorhanden ,  der  es  unmög- 
macht,  die  theoretisch  mögliche  Verdünnung  in  der  Praxis  zu  erreichen, 
der  schädliche  Baum  zwischen  dem  Kolben  und  dem  Boden  des  Pumpen- 
lers.    Der  Kolben  steht  nämlich  auch  in  seiner  tiefsten  Stellung  niemals 
dicht  auf  dem  Boden  der  Pumpe,   sondern  immer  ist  ein,   wenn  auch, 
aelir  gut  gearbeiteten  Pumpen,  noch  so  kleiner  Baum  zwischen  beiden, 
folgt,   dass  nicht,   wie  wir  bei  unserer  Berechnung  annahmen,    bei 
Niedergange  das  Luftvolumen  B  fortgeschafPt  wird,   sondern  da  von 
Baume  B  unter  dem  Kolben  noch  ein  Baum  h  übrig  bleibt,  nur  das  Vo- 
B  —  b.   Bei  weit  vorgeschrittener  Verdünnung  wird  deshalb  ein  Punkt 
^  wo  die  Luft  in  dem  Pumpenstiefel  gar  nicht  mehr  durch  den  Kol- 
austritt;  wo  sie  nicht  mehr  im  Stande  ist,  das  Ventil  zu  heben,  sondern 
in  dem  Baum  h  comprimirt  wird.    Bei  weiteren  Auf-  und  Niedergängen 
[Kolbens  tritt  daher  keine  Luft  mehr  aus  dem  Becipienten  in  den  Pumpen- 
und  aus  diesem  durch  den  Kolben  in  die  äussere  Luft,  sondern  es 
nur  die  in  dem  Baume  h  enthaltene  Luft  abwechselnd  ausgedehnt  und 

Bsblnefa  Halin«    Um  diesen  störenden  Umstand  auf  ein  Minimum  zu- 

.,  .hat  Babinet  zur  Luftpumpe  einen  besondem  nach  ihm  benann- 

Hahn  hinzugefügt.    Derselbe  befindet  sich  in  der  Axe  der  Bohre,  welche 

iron  beiden  Fumpensüefeln  kommenden  Kanäle  verbindet,    unmittelbar 

denselben.  Dieser  Hahn  hat  zunächst  eine  T'förmige  Durchbohrung,  so 

die  Qoerdnrchbohrung  die  beiden  Pumpenstiefel  mit  der  in  der  Axe  des 


Hahn  ZI 


1  Wicdcreinlatsen  der  Luft. 


ng.  ifii  B 


H&hnes  geführten  LSngsdurchbohmng,  uod  da  dieee  die  Fortnetinag  i 
Glocke  führenden  Kanals  iat,  mit  diesem  in  Verbindung  setit.  In  in 
lung  Fig.  161,  sie  ist  »nf  dem  Hi 
wohnlich  mit  2  baiachnet,  iit  also  d 
hindimg  der  innem  Theile  der  Huefa 
bisher  von  uns  BngenonuneiM.  And« 
wenn  man  den  Hahn  um  90°  dreht, 
die  Stellnng  Fig.  162  bringt.  Die 
bohrung  des  Hahnes  ist  dann  so,  d 
eine  Fumpenstiefel  noch  mit  der  Gl 
Verbindung  steht,  der  andere  jedoc 
mehr.  Dafllr  steht  dnrch  eine  andere 
bohrung  des  Hahnes,  die  in  der  Fign 
die  punktirten  Linien  angedeutet  ist 
Stiefel  mit  dem  ersten  Stiefel  in 
düng.  Geht  nun  der  Kolben  in  den 
Stiefel  in  die  HObe,  so  tritt  die  L 
dem  Becipienteu  in  ihn  hinein ;  geht  < 
und  der  Kolben  des  zweiten  Stiefek  in  die  Höhe,  so  pumpt  der  letxta 
Luft  aus  dem  Becipientcn,  sondern  die  Lnft  aus  dem  ersten  Stiefel  in 
Dadurch  wird  also  die  Luft  aus  dem  schädlichen  Baume  des  mit  dem  K 
ten  in  Verbindung  stehenden  Stiefels  ausgepumpt,  und  man  kann  d 
dUnnung  viel  weiter  treiben  als  vorher,  so  weit,  dass  die  znrllckbl 
Luft  nur  mehr  1"""  Druck  auezuUben  im  Stande  ist. 

Hatin  zum  Wiedereinlauen  der  Luft.     Ist  unter  der  Glo 

Luftpumpe  der  verdünnte  Raum  hergestellt,  so  wird  dieselbe  durch  dei 

der  Sussem  Luft  so  festgehalten,  dass  es  nicht  möglich  ist,  üe  au6 

Es  ist  deshalb  nSthig,  eine  Vorrichtung  anzubringen,  um  die  Lnft  in  ■ 

wieder  einlassen  zu  kCnncn.    Dazu  dient  der  unter  dem  Teller  (Sig.  1 

gebrachte  Hahn.    Derselbe  hat  ebenfalls  mehrfache  Dnrchb<äiruiigen, 

Teller  der  Lof^mq 

yig.  i«3.  Fig.  IS*.  Kg.  165.      ständig  abapemoi  i 

neu,   Eugleich  abw 

Pumpe  Loft    einlai 

können. 

Zunttclist  ist  ( 
durchbohrt  und  mU 
St«llung  (Fig.  16 
Glocke  mit  dar  P« 
Verbindung.  Absm 
Durchbohrung  hat 
eine  zwnto  (Rg.  1fr 
che  im  Innem  des  Kanales  rechtwinklig  umbiegt,  und  die  in  eiaan 
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■  Kg.  163  gemdmetea  senkrecht«n  Dnrchschiütt  liegt.  Dieser  Kanal  mtlndet 
a  der  Sossem  Luft  und  kann  durch  einen  Stift  luftdicht  geachloesen  werden, 
■Bit  in  der  Stellnng  Fig.  163  keine  Luft  durch  diesen  Kanal  eintreten  kann, 
t  der  SteUnng  Fig.  164  setzt  der  Hahn  die  Glocke  der  Luftpumpe  mit  der 
■Mm  Loft  in  Verbindung;  er  dient  also  zun  Einlaesen  der  Luft  in  die 
boke.  In  der  SteDong  Fig.  165,  In  welcher  der  Hahn  gegen  164  om  180" 
Ireht  ist,  ist  die  Glocke,  der  Becipient,  sowohl  von  der  Suasem  Luft  als 
der  Pumpe  abgesperrt,  dugegen  conununlcirt  jetzt  die  Pumpe  mit  der 
■B  Luft. 

Anf  dem  Griffe  des  Hahnes  sind  die  Stellungen  gezeichnet,  auf  der  einen 
kr  atebt  B  und  auf  der  andern  2''.  In  Fig.  164  ist  der  Buchstabe  B  (rentrte) 
.,  die  Luft  kann  in  die  Glocke  zurUck treten ;  in  Elg.  165  ist  F  (fermie) 
I,  die  Glocke  ist  abgesperrt. 

Anstatt  der  zweiatiefUgen  Ventilluftpumpen  werden  auch  vielfach  zwei- 
fle Hafanluftpumpen  angewandt,   besonders  ausgezeichnet  sind  die  der 
ler  Mechaniker  Schulze  und  Kleiner.    Die  Verbindung  des  Trflers  mit 
■Pumpen atiefeln  ist  dieselbe  wie  bei  den  Ventilluftpumpen,  die  wir  bisher 
rieben  haben;  die  Kolben  in  diesen  Pumpen  sind  ganz  massiv,  und  der 
itlichste  unterschied  Kwiachon  diesen  und  den  Ventilpumpen  besteht  in 
Einrichtung  des  Hahnes,  der  nn  der  Stelle  des  Bablnet'schen  Hahnes  an- 
acht  ist,  um  beim  Aufsteigen  des  Kolbens  den  Pumpenstiefel  mit  dem 
pientcn ,  beim  Niedergänge  aber  mit  der  äussern  Luft  in  Verbindung  zu 
B,  des  nach  seinem  Erfinder  benannten  Grassmann'scfaen  Hahnes. 
Die  Binrichtang  dieses  Hahnes  und  seine  Verbindung  mit  der  Pumpe  zeigen 
IG6  und  167.    Von  dem  Boden  der  beiden  Stiefel  L  und  B  führt,  gerade 

ng.  IM. 


s  der  Ventilpumpe  eine  Dorchbohrung  za  dem  mittlem  Kanal,  der  den 
D  sich  aa&immt. 

1  der  Stelle,  wo  das  von  dem  Teller  der  Pumpe  herkommende  Eohr 

B  Kanal  mündet,   ist  der  Hahn  quer  gan/  durchbohrt,  bei  h;  von  der 

f  dieser  Querdurchbohrung  geht  durch  den  Hahn  schrSg  hindun^  ein 

i,  der  in  der  Lage  Fig.  Ifiti  dort  aus  dem  Hahn  hervortritt,  wo  die 

B  Stiefel  L  herkommende  üurchbohrung  mündet.    Eine  zweite  schrfigc 

»ohrumg  des  Hahnes  k  l,  welche  in  dem  Griffe  des  Hahnes  in  die  Süssere 
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Luft  mündet,  verbindet  dann  den  von  dem  Stiefel  R  herkommende 
mit  der  äussern  Luft. 

Zieht  man  nun  den  Kolben  Z  in  die  Höhe ,  wobei  gleichzeitig  i 
ben  R  hinabgedrückt  wird ,  so  tritt  in  Z  die  Luft  aus  dem  Becipientei 
rend  aus  R  durch  kl  die  Luft  herausgedrückt  wird.  Dreht  man  j< 
Hahn  um  180^  in  die  Lage  Fig.  167,  so  ist  durch  den  Kanal  hi  $e 
düng  des  Stiefels  R  mit  dem  Becipienten ,  durch  kl  ^e  des  Stiefels  L 
Uussem  Luft  hergestellt. 

Um  schliesslich  den  Hahn  auch  als  Babinef  sehen  zum  Auspum 
einen  Stiefels  durch  den  andern  gebrauchen  zu  können,  hat  man  de 
nur  aus  den  oben  angedeuteten  Stellungen  um  90^  zu  drehen^  die  dritte 
bohrung  fn,  welche  einfach  quer  durch  den  Hahn  geht,  verbindet  d 
beiden  Stiefel  mit  einander,  während  weder  eine  Verbindung  mit  de 
pienten  noch  mit  der  äussern  Luft  vorhanden  ist. 

Bei  den  Hahnluftpumpen  muss  man  allerdings  nach  jedem  Koll 
den  Hahn  umlegen,  also  eine  Operation  mehr  vornehmen  als  bei  der 
pumpe,  da  man  indess  jetzt  Stiefel  von  bedeutender  Grösse  ninunt,  ii 
Uebelstand  nicht  sehr  gross.  Die  Hahnluftpumpen  haben  dagegen  den 
der  einfachem  Construction  und  gestatten  deswegen  im  allgemeinen  « 
dünnung  weiter  zu  treiben,  als  die  Yentilpumpen. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  statt  der  zweistiefligf 
doppeltwirkende  einstieflige  sowohl  Hahn-  als  Yentilpumpen  constmirt 
welchen  der  Stiefel  beim  Aufsteigen  des  Kolbens  unten,  beim  Niedergan 
mit  dem  Becipienten  in  Verbindung  steht.  Bei  diesen  Pumpen  wird 
zeitig  das  Auf-  und  Niedergehen  des  Kolbens  durch  die  continuirliche  I 
eines  Bades  erzeugt,  durch  einen  Mechanismus,  der  demjenigen  ganz 
ist ,  den  wir  später  bei  dem  Natterer  sehen  Apparat  beschreiben  werde 

Eine  eigenthümliche  doppeltwirkende  einstieflige  Yentilloftpai 
vor  kurzem  Deleuil  construirt^),  welche  sich  von  den  eben  erwähnten  • 
unterscheidet,  dass  der  Kolben  nicht  dicht  an  dem  Stiefel  anli^, 
dass  zwischen  ihm  und  der  Stiefelwandung  ein  Zwischenraum  von  etwi 
ist ,  es  sind  die  sogenannten  Pumpen  k  piston  libre.  In  dem  capiUar 
schenraum  zwischen  Kolben  und  Stiefel  circulirt  die  Luft  nur  sehr  Ii 
indem  man  nun  den  Kolben  recht  lang  nimmt ,  gleich  dem  doppelten 
messer  des  Stiefels ,  und  da  auf  dem  grössten  Theile  des  Weges ,  den  < 
ben  zurücklegt,  die  Luft  an  beiden  Seiten  desselben  nur  eine  wenig  v 
dene  Dichtigkeit  hat ,  kann  man  trotz  des  nicht  dichten  Anliegens  des  1 
verdünnte  Bäume  herstellen,  in  denen  die  Luft  nur  etwa  mehr  lO^  Qnec 
druck  hat.  Die  Maschine  geht,  da  der  Kolben  nicht  reibt,  leichter  wie  die 
Pumpen,  sie  hat  zugleich  den  Vorzug,  dass  der  Kolben  nicht  gefettet  ^ 


1)  Deleuil,  Comptes  RenduB.  T.  LX.   p.  671.    Repertorium  fBr  phjH* 
Technik  von  Carl.  Bd.  1. 
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§.  104. 

ill  der  E:örper  im  luftleeren  Baum.  In  §.  90  erwilhnien  wir 
g^  des  Daseins  der  Luft  nicht  alle  Körper  gleich  schnell  fallen, 
r  aber  die  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnitts  behauptete 
ionalitftt  von  Gewicht  und  Anziehungskraft,  und  somit  den 
aas  alle  Körper  gleich  schnell  fallen,  selbst  fdr  die  specifisch 
t;en  Körper  mit  der  Luftpumpe  nachweisen  können.  Zu  dem 
endet  man  eine  Bohre  an,  welche  an  der  einen  Seite  in  eine 
kssung  eingekittet  ist,  die  in  eine  mit  einem  Hahn  versehene 
ibergeht,  welche  in  einer  auf  das  Schraubengewinde  der  Luft- 
passende Schraubenmutter  endigt.  Das  andere  Ende  der  Bohre 
h  eine  Metallfassung  luftdicht  geschlossen. 

diese  Bohre  bringt  man  ein  Schrotkom  und  eine  Flaumfeder, 
L  Stückchen  Platin  und  ein  Stückchen  Papier,  schraubt  sie  auf 
tpumpe  und  macht  sie  so  luftleer  als  möglich.  Darauf  schliesst 
a  Hahn ,  schraubt  die  Böhre  wieder  ab  und  kehrt  sie  um.  Die 
Elöhre  enthaltenen  Körper  fallen  dann  herab,  und  man  sieht, 

Flaumfeder  in  demselben  Augenblicke  unten  ankommt  als 

irotkügelchen ,   das  Stück  Papier  ebenso  rasch  fällt  als  das 

» 

latin. 

sst  man  dann  durch  theilweises  Oeffhen  des  Hahnes  allmfth- 
3der  Luft  in  die  Böhre  eintreten,  so  sieht  man,  wie  beim 
die  leichtem  Körper  immer  mehr  zurück  bleiben,  je  dichter 
t  wird;  ein  Beweis,  dass  die  ungleiche  Geschwindigkeit  des 
iieser  Körper  nur  Folge  des  störenden  Einflusses  der  Luft  ist. 
ne  Beihe  von  Versuchen,  welche  gewöhnlich  mit  der  Luft- 
angestellt werden,  um  die  Existenz  des  Luftdruckes  nachzu- 
,  als  das  Zersprengen  einer  über  einen  Cylinder  gespannten 
das  feste  Aneinanderhaften  der  sogenannten  Magdeburger 
geln  u.  s.  f.,  genüge  es,  hier  erwähnt  zu  haben.  Sie  haben 
a  ihrem  Literesse  verloren,  welches  sie  früher  darboten,  als 
L  dienten ,  den  grossen  Druck  nachzuweisen  und  beitrugen,  das 
Ol  des  Horror  vacui  zu  verbannen. 


bereits, 

Fig.  Iß8. 


§.  105. 

leoksilberliiftpumpen.  Eine  von  den  bisher  besprochenen  durchaus 
)dene  Form  der  Luftpumpen  ist  die  zuerst  von  Dr.  (reissler  in  Bonn 
irte  Qnecksilberluftpumpe  ^).    Bei  dieser  wird  die  Pumpe  ersetzt  durch 


?o^^enJor/f  weist  zwar  nach  (Poggend.  Annal.  Bd.  CXXV),  dass  die  Idee  der 
Ibetpompe  sehr  alt,  ja  fast  ebenso  alt  als  die  der  gewöhnlichen  Luftpumpe 
1  wird  aber  trotzdem  Geissler  als  deu  Erfinder  dieser  Art  Luftpumpen  be- 
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eine  bsrometerartige  Vorrieb  taug ,  in  welcher  durch  Heben  und  Senken  t 
Quecksilber  die  Toricelli'sche  Leere  bergestellt  wird,  tßit  der  dann  diejoug 
Appiirtite  verbunden  werden ,  aus  welchen  die  Luft  entfernt  werden  boIL  1 
Einrichtung  dieser  Pumpe ,  mit  einem  sehr  bequemen  Gestell  seigtPig.  II 
An  einem  festen  an  den  Tisch  T  angeschraubten  Brette  iat  die  bä  £i 


einer  etwa  1,6  Liter  enthaltenden  bimfCrmigen  Erweiterung  vei 
und  unten  offene  GlasrOhre  AC  befestigt.  Unten  bei  C  ist  die  Bfihn 
gebogen,  und  auf  die  ümbiegung  ein  dicker  Eautschuk schlauch  geM| 
der  die  RJthre  AC  mit  dem  GefSese  G  in  Verbindung  aetzt.  In  die  Bl 
AC  iet  bei  H  ein  Glasbuhn  eingesetzt,  der  in  ganz  äbnlicber  Weise 
der  §.  103  Fig.  163  beschriebene  Hahn  zum  Einlassen  der  Laft  in  die  Po 
durchbohrt  ist.  Die  eine  nach  aussen  gehende  Durchbohrung  mdndet 
das  kleine  an  den  Uabn  angetiehmolzene  Glasgef&es^,  die  andere  Da 
bohmng  gebt  quer  durch  den  Hahn.  Die  BQhre  AC  ist  oben  konitcb  < 
geechliffen,  und  in  dieses  Ende  ist  das  Ende  des  T-^"^>gon  Befares  ( luM 
cingeachliffen.      Dieses  X'f^r'nige  Rohr  trügt  einerseits  das  Hanomctci ' 


,  da  er  der  Ente  war,  der  (18G7)  e 
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ireldies  Inftdicht  in  das  obere  Ende  des  Bohres  t  eingeschliffen  ist,  anderer- 
Mits  mündet  das  Bohr  t  in  ein  kleines  mit  wasserfreier  PhosphorsSure  halb 
geMtes  Oef^s,  von  dem  aus  das  gabelförmige  Glasrohr  ^  einerseits  zu  den 
Apparaten  führt,  welche  luftleer  gepumpt  werden  sollen,  andrerseits  durch 
dafiü- förmig  gebogene  Bohr  m  und  die  doppelhalsige  Flasche  n  in  die  freie 
£«aft  ftlhrt.    Letztere  Verbindung  dient  dazu,  nach  dem  Auspumpen  wieder 
Ijoit  einzulassen,  und  zu  dem  Ende  ist  in  dieselbe  ein  einfach  durchbohrter 
Grlashahn  h  eingesetzt,  der,  so  lange  die  Pumpe  luftleer  sein  soll,  geschlossen 
bleibt.    Die  Bohre  m  und  die  Flasche  n  sollen  die  in  die  Pumpe  eintretende 
Liuft  vollkommen  austrocknen.    Die  Flasche  n  ist  zu  dem  Ende  einige  Centi- 
meter  hoch  lüit  concentrirter  Schwefelsäure  gefüllt,  so  dass  das  in  den  Hals 
der  Flasche  luf(;dicht  eingesetzte  an  beiden  Enden  offene  Bohr  r,  durch  wel- 
ches cÜe  Luft  in  den  Apparat  eindringen  kann,  unter  der  Schwefelsöure  mün- 
det. Alle  in  den  Apparat  eintretende  Luft  muss  deshalb  zunächst  durch  diese 
Schwefelsäure,  dann  durch  das  mit  Chlorcalcium  oder  mit  in  Schwefelsäure 
S^tanehten  Bimsteinstücken  gefüllte  Bohr  m,  und  wird  so  aller  Feuchtigkeit 
beraubt. 

um  die  Pumpe  zu  gebrauchen,  wird  das  GefUss  ff,  dessen  Inhalt  etwas 
grösser  ist  als  derjenige  des  Bohres  AC^  mit  Quecksilber  gefüllt.  Wird  der 
Bahn  H  dann  so  gestellt ,  dass  das  Bohr  BO  durch  denselben  mit  der  äussern 
Luft  communicirt,  so  steigt  das  Quecksilber  im  Bohr  BG  zunächst  bis  zur 
Hohe  des  Niveaus  im  Gefässe  Q.  Man  hebt  dann  das  Gefäss  G  so  hoch,  dass 
te  Niveau  des  in  ihm  vorhandenen  Quecksilbers  etwas  höher  steht  als  der 
Bahn  ff,  das  Quecksilber  steigt  dann  in  BG  bis  zur  selben  Höhe ,  vertreibt 
•De  Lnft  aus  demselben  und  dringt  schliesslich  in  kleinen  Tropfen  durch  den 
HAn  in  die  Kugel  g.  Man  dreht  dann  den  Hahn  H  um  einen  kleinen  Winkel 
^  aenkt  dann  Q  bis  zu  dem  Schemel  S^  auf  welchen  man  dasselbe  aufsetzt. 
Dl  der  Schemel  8  um  mehr  als  760'""^  tiefer  steht  als  die  bimförmige  Erwei- 
terung jB,  so  unkt  das  Quecksilber  unter  dieselbe  hinab,  und  stellt  in  dem- 
Klben  ebenso  einen  vollkommen  leeren  Baum  her,  wie  ein  solcher  im  Baro- 
BMter  aber  dem  Quecksilber  sich  befindet.  Dreht  man  dann  den  Hahn  II  so, 
^  der  Baum  des  Bohres  t  und  durch  dasselbe  die  auszupumpenden  Gefösse 
^  diesem  leeren  Baum  in  Verbindung  gesetzt  werden ,  so  tritt  aus  jenen  die 
Uftin  diesen  hinein,  gerade  wie  sie  aus  dem  Itecipienten  in  den  ausgepump- 
^  Stiefel  hineintritt.  Man  dreht  dann  den  Hahn  wieder  znrUck ,  so  dass  BC 
Bot  der  äussern  Luft  communicirt,  und  wiederholt  die  Operationen  in  der 
•"^gegebenen  Weise. 

Wegen  des  grossen  Gewichtes  des  zu  hebenden  Quecksilbers  kunn  eine 
"^Idie  Luftpumpe  immer  nur  in  kleinen  Dimensionen  ausgeführt  werden,  kaum 
*  S^^em  als  sie  vorhin  angegeben  wurden ;  deshalb  ist  die  Pumpe  nur  ge- 
eignet, um  kleinere  Apparate  auszupumpen.  }3ei  diesen  gestattet  sie  aber, 
^  iö  der  Pumpe  kein  schädlicher  Raum  ist,  und  da  die  Glasverbindungen  weit 
**^hter  hergestellt  werden  können,   ein  weit  voUkomiimeres  Vacuum  herzu- 
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stellen  als  die  gewöhnlicben  Luftpiimi>eii,    Wir  werden  die  Wirke 
Pumpe  näher  kennen  lernen,  wenn  wir  in  der  Elektridtätelehre  die  Hei 
lung  der  Geissler' sehen  Röhren  besprechen. 

Um  das  immerhin  lüstige  Heben  und  Senken  des  Oeßlsses  O  bequem 
machen,  hat  Jolly  ')  eine  Pumpe  construirt,  bei  welcher  dos  QefSss  i 
einem  Tische  steht ,  welcher  durch  eine  Kurbel  und  ein  Zahnrad  gehoben 
gesenkt  werden  kann.  Ausserdem  hat  Jolly  die  Glaahähne  durch  HKhnt 
Gussstahl  ersetzt,  welche  ebenso  dicht  halten  ats'Glashfihne. 

Poggendorf  ^)  hat  die  Geiasler'sche  Pumpe  mit  der  gewöhnlichen  F 
verbunden,  um  des  Hebens  des  Quecksilbers  ganz  Überhoben  zu  sein. 
Poggendorff'sche  Einrichtung  zeigt  Fig.  170.    In  den  obem  Hals  der  de 


tububrteb  grossen  mit  Quecksilber  gefüllten  Flasche  A,  welche  in  deml 
geßisse  C  steht,  ist  der  lange  untere  Hals  des  eiförmigen  Genteses  B,  vi 


I  für  physikaUBche  Technik  ^ 
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i8  fast  auf  den  Boden  von  A  reicht ,  luftdicht  eingeschliifen.  Der  zweite  Tu- 
lins  der  Flasche  A  kann  durch  einen  einfach  durchbohrten  Hahn  f  entweder 
ftdicht  geschlossen,  oder  mittels  eines  auf  die  Dille  i  aufgesetzten  festen 
iilaaches  mit  der  Luftpumpe  verbunden  werden. 

Der  obere  kurze  Hals  des  Gefässes  B  ist  mit  einer  Fassung  versehen, 
ran  durch  den  Hahn  g  verschliessbare  Durchbohrung  zu  dem  luftdicht  in  die 
Bsnng  gekitteten  Gläschen  d  führt,  welches  auf  seinem  Halse  die  aufgekittete 
eme  Dille  k  trägt.  Der  Hahn  g  ist  doppelt  durchbohrt,  steht  der  Griff,  wie 
der  Zeichnung  vertikal,  so  setzt  er  einfach  das  Gläschen  d  mit  dem  GefUss  B 
Verbindung;   wird  er  um  45®  gedreht,  so  sperrt  er  JB  von  ^  ab,  wird  er 

90^  gedreht,  so  dass  der  Griff  horizontal  ist,  so  verbindet  er  das  GefUss  B 
»  dem  Seitenkanal  2,  an  dem  die  Gegenstähde  befestigt  werden,  welche  mit 

Pumpe  evacuirt  werden  sollen. 

Um  mit  dieser  Pumpe  zu  arbeiten,  wird  zunächst  das  Ende  k  mit  der 
ftpumpe  verbunden,  der  Hahn  f  geö&et  und  g  so  gestellt,  dass  d  mit  B 
ununicirt;  durch  einige  Kolbenhube  der  Luftpumpe  steigt  dann  das  Queck- 
mr  bis  in  das  Mäschchen  d.  Dann  wird  der  Hahn  g  geschlossen,  und  an- 
kt  der  Dille  k  die  mit  i  bezeichnete  mit  der  Luftpumpe  verbunden  und  durch 
ige  Kolbenzttge  die  Luft  in  J.  so  weit  verdünnt,  dass  das  Quecksilber  bis  in 
i  Hals  des  Gefässes  B  hinabsinkt.    Auf  diese  Weise  entsteht  in  B  ebenso 

Barometerleere,  wie  in  der  Pumpe  von  Geissler  durch  das  Senken  des 
Beksilbergef&ses.  Verbindet  man  daim  durch  Drehung  des  Hahnes  g  die 
evacuirenden  Gegenstände  mit  J?,  so  strömt  aus  denselben  die  Luft  in  den 
ren  Bamn.  Das  weitere  Auspumpen  geschieht  dann  durch  Wiederholung 
selben  Operationen» 

Die  Poggendorff'sche  Vorrichtung  unterscheidet  sich ,  wie  man  sieht ,  von 

Geissler^schen  Pumpe  durchaus  nicht,  und  auch  die  Quecksilbermenge, 
^e  za  derselben  gebraucht  wird,  ist  bei  gleicher  Capacität  des  Gefässes  B 
t  dieselbe,  sie  vermeidet  nur  das  Heben  und  Senken  des  Quecksilbers 
2h  Anwendniig  der  Luffcpumpe. 

§.  106. 

XUe  CknnpreMionBmasohine«  Die  Compressionsmaschinen  haben  eine 
•ni^^en  der  Luftpumpe  entgegengesetzte  Aufgabe,  sie  dienen  dazu,  um  in 
id  einem  Baume  die  Luft  zu  verdichten.  Die  Fig.  153  dargestellte  Hahn- 
luxnpe  kann  ohne  jede  constructive  Veränderung  unmittelbar  auch  als 
pressionspumpe  benutzt  werden.  Bei  der  Benutzung  muss  nur  das  Spiel 
Btthne  umgekehrt  werden.  Oeffhen  wir  den  Hahn  {,  wenn  der  Kolben  zu- 
gexogen wird,  so  tritt  von  aussen  her  gerade  so  Luft  in  den  Cylinder,  wie 
der  frtthem  Benutzung  aus  dem  Recipienten ,  schliessen  wir  beim  Rück- 
^  des  Kolbens  den  Hahn  l  und  ö&en  h ,  so  wird  die  Luft  in  den  Beci- 
ten  gepresst.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  der  Redpient  auf  dem 
BT  der  Pompe  befestigt  werden  muss,  da  die  im  Innern  desselben  verdich- 
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tete  Luft  sonst  denselben  aufhebt  Ebenso  wie  die  einstieflige  kann  auch  die 
zweistieflige  Hahnluftpumpe  mit  dem  Ghrassmann'schen  Hahne  unmittelbar  ah 
Compressionspumpe  gebraucht  werden,  indem  man  einfach  den  Hahn  bei  dm 
Pumpen  umgekehrt  legt. 

Die  Yentilluftpumpen  können  nicht  so  unmittelbar  ab  Compresäoiis^ 
maschinen  verwandt  werden,  bei  ihnen  müssen  die  Ventile  sich  in  entgegea- 
gesetzter  Richtung,  also  anstatt  von  unten  nach  oben,  von  oben  nach  mteJ 
öffnen.  Wird  dann  (Fig.  154)  der  Kolben  aufgezogen,  so  öffiiet  sich  dorAl 
den  Druck  der  äussern  Luft  das  Ventil  l  des  Kolbens,  dagegen  verscbliest 
sich  durch  den  Druck  der  Luft  im  Becipienten  das  Ventil  A,  ifHLhrend  t» 
her  umgekehrt  l  durch  den  Druck  der  äussern  Luft  sich  schloss  und  h  dunl 
den  der  im  Becipienten  enthaltenen  Luft  sich  Öffnete.  Wird  dann  der  Kolbet 
herabgedrückt,  so  schliesst  sich  das  Ventil  2,  weil  jetzt  der  Druck  im  CyÜB- 
der  A  grösser  wird ,  als  der  der  äussern  Luft.  Ist  die  Luft  im  Cjlinder  dam 
bei  weiterm  Niedergang  des  Kolbens  stärker  comprimirt  als  die  Luft  des  Beci- 
pienten ,  so  öffnet  sich  das  Ventil  h  und  die  Luft  wird  aus  dem  Cylinder  ii 
den  Becipienten  gepresst.  Durch  Wiederholung  der  Operation  kann  man  da 
Luft  im  Becipienten  sehr  weit  verdichten;  man  gelangt  aber  auch  hier  zu  eias 
Grenze ,  welche  man  mit  einer  gegebenen  Pumpe  nicht  überschreiten  kann.    | 

Wegen  der  nicht  vollkommenen  Dichtigkeit*  des  Apparates   wird 
einem  gewissen  Augenblicke  an  aus  demselben  ebensoviel  Luft  entweic 
als  beim  Aufziehen  des  Kolbens  geschöpft  wird.  Wegen  des  Vorhandenseins 
schädlichen  Baumes  wird  man  femer  bei  sehr  grosser  Verdichixing  der 
im  Becipienten  dahin  gelangen,  dass  selbst  in  der  tiefsten  Stellong  des 
bens  die  Luft  im  Cylinder  nicht  dichter  ist  als  die  im  Becipienten  angesi 
Luft,  dann  wird  sich  das  Ventil  h  nicht  mehr  öffnen  können,   da  dann 
von  innen  aus  auf  dasselbe  ausgeübte  Druck  gleich  ist  dem  vom  Gelinder 
wirkenden.    Femer  mit  der  Dichtigkeit  der  abgesperrten  Luft  nimmt  der  jm, 
unten  her  auf  den  Kolben  wirkende  Druck  sehr  rasch  zu  und  bald  wird 
dahin  gelangen ,  dass ,  wenn  nicht  der  Querschnitt  des  Kolbens  sehr  klein  ii 
man  denselben  nicht  mehr  ganz  herabdrücken  kann. 

Man  hat  nun  auch  Cooipressionspumpen  mit  zwei  Stiefeln  coi 
welche  äusserlich  gerade  so  eingerichtet  sind,    als  die  bisher  beschnei 
zweistiefligen  Luftpumpen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,   dass  die  Vc 
sich  alle  in  entgegengesetzter  Bichtung  öffnen  und  schliessen.    Loidess 
sich  dieselben  nicht  bewährt  und  man  findet  sie  daher  äusserst  selten 
geftthrt. 

Die   am  häufigsten   zur  Anwendung  kommenden  Compressionspi 
sind  einfache  Bohren  von  starkem  Eisen  oder  Messing,  in  denen  ein 
Kolben  auf-  und  abgeht.    Dieselben  werden  an  das  mit  dem  enl 
Verschlusse  versehene  Gefäss,   welches  die  verdichtete  Luft  aufiiehmen 
angeschraubt.   Zum  Schöpfen  der  Luft  dient  dann  ein  Loch  in  der  Bohre, 
ches  nahe  an  dem  andern  Ende  der  Bohre  sich  befindet,  so  dass  der 


Die  Compresflionsmaschin 


371 


1  Stellaug  sich  Ober  demselben  befindet,  die  Lnft  also  frei 
m  innera  Baum  des  Cjlinden  unter  dem  Kolben  eintraten  kann.    Derart 

s.  B.  die  kleinen  CompresBionspmnpen ,  deren  man  sieb  bedient,  um  die 
;  in  dam  Kolben  der  WindbOclue  zu  comprimiren. 

Eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Compreseionspunipe  zeigt  Fig.  171 
Kg.  172,  Sie  dient  zagleicb,  um  andere  Gase  als  atmoBphOriscfae  Luft  in 
m  Baume  zn  verdichten. 


p-T--^\        ■-        j" 


Flg.  171. 
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Die  Pumpe  ist  einstieflig;  sie  wird  anf  den  Boden  fest  aufgeschraubt. 
ler  Stange  des  ganz  massiven  Kolbens  befindet  sich  oben  ein  Handgriff, 
man  mit  beiden  HSsden  fasst,  und  an  dem  man  des  Kolben  abwechselnd 
nd  nieder  bewegt.  In  dem  Boden  der  Pumpe  sind  zwei  Ventile  a  und  I», 
1  räies  sich  von  unten  nach  oben  Sffiiet  and  den  Pumpenstiefel  mit  der 
I  Lnft  oder  mit  dem  GefVsse  in  Verbindung  setat,  in  welchem  das  zu 
ditende  Gas  angesammelt  ist{  es  öfinet  sich,  wenn  man  den  Kolben  in 
She  sieht.   Das  andere  Ventnl  b  Offnet  sich  in  entgegengesetzter  Richtung, 

der  Kolben  niedergeht.  Dieses  setzt  den  Cjlinder  der  Pompe  durch  die 
aileituiig  bd  mit  dem  Baume  in  Verbindung,  in  welchem  das  Gas  com- 
rt  werdet  soll. 
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Man  sieht,  dasB  dieser  Apparat  zaglaicli  als  Laftpnnipe  nsd  tadi 
Compressionspumpe  dienen  kann.  Bringt  man  die  mit  dem  VenÜl  a  in ' 
bindung  stehende  Böbre  mit  einem  Bedpienten  in  Verbindung  nnd  lint 
Bfihrenleitung  bd  mit  der  Bussem  Luft  conunoniciren ,  so  dient  der  Api 
als  Luftpumpe,  macht  man  die  Verbindungen  umgekehrt,  als  Compren 
maschine. 

Eine  Oompressionsptmipe ,  welche  sehr  starke  Verdichtungen  herr 
bringen  im  Stande  ist,  bietet  der  Apparat,  von  Natterer.  Er  dient  vor 
weise  dazu,  um  Gase  in  den  flttssigen  Zustand  zu  versetzen. 


Der  Notterer'scbe  Apparat  (Fig.  173)  besteht  im  wesentUchen  aas« 
dickwandigen  Rohr  I  von  sehr  kleinem  innem  Durchmesser,  in  v 
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masaiYer  Kolben  auf  und  ab  bewegt.    Zur  Sicherung  der  verticalen  Be- 

^vegnng  des  Kolbens  ist  derselbe  durch  einen  Bing  geführt.    Unterhalb  dessel- 

Bn  ist  mit  dem  Kolben  durch  ein  Scharnier  die  Schubstange  s  in  Verbindung, 

4fie  ihre  auf  und  nieder  gehende  Bewegxmg  durch  das  Schwungrad  B  bekommt) 

mm  dessen  Axe  sie  mittels  einer  Kurbel  excentrisch  befestigt  ist. 

Der  Pumpencjlinder  ist  durch  eine  Röhrenleitung  L  mit  einem  Gaso- 

tter  in  Verbindung,  aus  welchem  beim  Niedergange  des  Kolbens  das  Gas  in 
I  Pumpencjlinder  eingesaugt  wird. 

Auf  den  Pumpencjlinder  ist  eine  starke  Flasche  von  Schmiedeeisen 
pRg".  174)  befestigt,  in  welche  das  Gas  hineingepresst  wird.  Dieselbe  ist  vor- 
her auf  ihre  Festigkeit  geprüft,  indem  man  mittels  Wasser  auf  die  Innenfläche 
ftsTselben  einen  Druck  von  150  Atmosphären  ausübt.  Das  sich  nach  dem  In- 
der Flasche  zu  öffnende  Ventil  l  (Fig.  174)  lässt  das  Gas  eintreten.  Um 
verdichtete  Gas  oder  das  flüssiggewordene  austreten  zu  lassen ,  ist  an  dem 
Ende  der  Flasche  eine  kleine  Oeffnung ,  welche  in  dem  Röhrchen  r  mün- 
angebracht.  Dieselbe  wird  verschlossen  durch  den  mit  einem  Schrauben- 
de versehenen  Stift  s ,  der  konisch  in  den  engen  Hals  der  Flasche  ein- 
ihliffen  ist.  Will  man  das  flüssige  Gas  ausströmen  lassen ,  so  schraubt  man 
Flasche  ab ,  kehrt  sie  um ,  so  dass  die  Oeffnung  r  unten  ist  und  öffnet  die- 
durch  Drehen  der  Schraube  s.  Der  Druck  des  über  dem  flüssigen  stark 
iebteten  Oases  treibt  dann  die  Flüssigkeit  heraus.  Ausser  diesen  Com- 
ionspumpen  kann  man  auch  den  Oersted'schen  Apparat  zur  Compression 
Gase  benutzen,  wie  es  Despretz  that.    (§.  99.) 

Vielfach  dient  auch  folgendes  Verfahren  dazu,  um  ganz  ohne  mechanische 

1  ein  Gas  zu  comprinüren.    Man  schliesst  in  eine  heberfÖrmig  gebogene 

von  starkem  Glase  die  Substanzen,  durch 

Einwirkung  auf  einander  das  Gas  ent- 

[elt  wird.      Durch  die  Entwickelung  des 

in  diesem  geschlossenen  Räume  und  die 

imlung   desselben   wird  der  Druck  des 

in  der  Röhre  ein  ganz  enormer  und  es 

larf  grosser  Vorsicht,  damit  der  Apparat  nicht  springt.   Einen  nach  diesem 

ipe  construirten  Apparat  wandte  Thilorier  an ,  um  flüssige  Kohlensäure 

rgrossen  Mengen  herzustellen  ^). 

§.  107. 

Flüsfligmaohen  der  Gkuse.  Wii*  sahen  in  §.99,  dass  alle  Gase,  mit 
tUcDalime  eines  einzigen,  Abweichungen  vom  Mariotte'schen  Gesetze  in  dem 
llliie   zeigen,  dass  die  Volumverminderung  stärker  wächst  als  der  Druck, 


1)  Thüorier,  Annales  de  chim.  et  de  phjs.  T.  LX.  1835. 
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unter  dem  die  Gase  comprimirt  werden.  Wir  haben  nun  in  den  Comp: 
pumpen  ein  Mittel  kennen  gelernt,  um  grosse  Mengen  Gases  beliebig 
comprimiren,  wir  müssen  daher  die  Erscheinungen  der  (Tompression  • 
noch  weiter  verfolgen,  indem  wir  die  Gase  immer  starkem  Dracken  ai 
Der  Versuch  zeigt  dann,  wie  wir  früher  bereits  bemerkten,  dass 
weichungen  vom  Mariotte'schen  Gesetze  wachsen.  Bald  werden  die 
chungen  immer  grösser  und  von  einem  gewissen ,  für  die  verschiede] 
aber  verschiedenen  Drucke  wächst  die  Zusammendrückbarkeit  plötz) 
rasch ,  aber  wieder  nur  bis  zu  einem  gewissen  Drucke ;  bei  diesem  äi 
Gas  plötzlich  seinen  Aggregatzustand,  es  hört  auf  Qsa  zu  sein  u 
tropfbar  flüssig. 

Diese  Zustandsänderung  geht  plötzlich  vor  sich,  sie  bereitet  s 
durch  stetiges  rasches  Wachsen  der  Kompressibilität  vor.  Man  wii 
schon  voraussehen  können,  dass  man  das  Wasserstoffgas  nicht  in  den  : 
Zustand  überführen  kann,  dass  es  bei  Sauerstoff,  Stickstoff  und  atn 
scher  Luft  nur  unter  sehr  grossen  Drucken  möglich  ist,  dass  aber 
säure,  Stickoxydul,  schweflige  Säure  und  alle  die  (rase,  welche  ein 
Wachsen  der  Compressibilität  zeigen ,  schon  unter  relativ  geringem 
flüssig  gemacht  werden  können,  um  so  leichter ,  je  weiter  sie  sich  vom  ^ 
sehen  Gesetze  entfernen.  Wir  erwähnten  zugleich,  dass  die  Gase  sie 
rascher  und  weiter  von  dem  Mariotte'schen  Gesetze  entfernen,  je  ti< 
Temperatur  ist;  es  wird  daher  ein  bedeutendes  Hilfsmittel  zum  Flüssij 
der  Gase  sein,  wenn  wir  sie  in  sehr  tiefe  Temperaturen  versetzen, 
jedoch  die  Mittel  zur  Herstellung  derselben  erst  später  kennen  lernen 
müssen  wir  die  vollständige  Behandlung  dieser  Frage  in  die  Wftrmele 
weisen. 

Wir  werden  dann  auch  die  Mittel  kennen  lernen ,  die  meisten  Gki 
feste  Aggregatform  überzuführen ,  und  so  den  Nachweis  liefern  körn» 
die  verschiedenen  Aggregatzustände  nicht  als  charakteristische  Eigen 
der  verschiedenen  Substanzen  anzusehen  sind,  sondern  dass  es  nur  ^ 
dene  Formen  sind ,  je  nach  der  Temperatur  der  Substanzen  und  den 
unter  welchem  sie  stehen,  dass  wir  fast  die  meisten  Substanzen  in  al 
Aggregatzuständen  herstellen  können. 

Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  anzuführen,  welche  Gase  x 
gewöhnlicher  Temperatur  flüssig  machen  kann  und  welche  Drucke  dax 
dort  werden  ^). 

Bei  nicht  viel  von  der  des  gefrierenden  Wassers  verschiedenen  T 
turen  werden  flüssig 


1)  Faraday,  PhiloB.  TransactionB  for  the  year  1845;  auch  Poggend 
Ergänzungsband  II. 
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Druck,  unter  welchem 
Namen  der  Gase  ^q  flüggig  werden 

Schweflige  SSure 1,5  Atmosphären. 

Cyan 2,4 

Ammoniak 4,4 

Arsenwasserstoff 8,6 

Schwefelwasserstoff 9,9 

Chlorwasserstoff 25,3 

Stickstoffoxjdul 31,1 

Kohlensöure 37,2 

Oelbildendes  Gas 42,5 

Alle  diese  Flüssigkeiten  besitzen  sehr  merkwürdige  Eigenschaften,  welche 
r  in  der  Wärmelehre  weiter  betrachten  werden^  Es  sind  im  allgemeinen 
ir  flüssige ,  ungefUrbte  Flüssigkeiten ,  welche  sich  in  Wasser  nicht ,  in  AI- 
hol  und  Aether  aber  sehr  gut  lösen. 

§.  108. 

Molekularwirkungen  zwisohen  festen  und  gasförmigen  Körpern, 
enn  man  in  einen  mit  Gas  erfüllten  Baum  einen  festen  Körper  bringt,  so 
)bt  derselbe  die  ihn  zunächst  umgebenden  Gasmoleküle  an,  und  die  Folge 
(Ton  ist  eine  Verdichtung  des  Gases  an  der  Oberfläche  des  festen  Körpers, 
»grösser  nun  die  Oberfläche  des  festen  Körpers  ist,  an  um  so  mehr  Punkten 
i  er  nut  dem  Oase  in  Berührung,  um  so  mehr  Punkte  desselben  ziehen  daher 
mn  Gastheile  an  sich,  um  so  mehr  Gas  wird  an  der  Oberfläche  des  Körpers 
tdicbtet  werden.  Man  kann  diese  Thatsache  leicht  durch  den  Versuch  be- 
Bisen.  Füllt  man  eine  oben  geschlossene  und  mit  ihrem  offenen  Ende  in 
lecksilber  Cauchende  Glasröhre  mit  Kohlensäure ,  und  bringt  dann  über  das 
iecksilber  in  die  Glasröhre  eine  frisch  in  Quecksilber  abgelöschte  Kohle  von 
chsbaumholz ,  so  sieht  man,  wie  sich  sofort  das  Volumen  des  Gases  ver- 
liderti  indem  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  aufsteigt.  So  wie  die  Kohle 
UensKure,  so  absorbirt  sie  sowohl  als  auch  andere  Körper  andere  Gase. 

Die  ausgedehntesten  Versuche  über  die  Absorption  der  Gase  durch  feste 
rper  rühren  von  Theodor  von  Saussure  her  ^). 

Zunächst  wies  derselbe  nach,  dass  nur  geglühte  und  frisch  abgelöschte 
rper  zu  den  Absorpüonsyersuchen  brauchbar  sind.  Der  Grund  dafür  liegt 
riny  dass  Körper,  die  längere  Zeit  an  der  Luft  gelegen  haben,  bereits 
losphftrische  Luft  und  Wasserdampf  an  ihrer  Oberfläche  yerdichtet  haben. 
>  ausgeglühten  Körper  brachte  Saussure  unter  eine  Glocke,  in  welcher  über 
ecksilber  ein  gemessenes  Gasvolum  aufgefangen  war,  und  maass  die  ein- 
tende  Volumänderung.  Er  fand  dann,  dass  ein  und  derselbe  Körper  ver- 
iedene  Qsae  und  verschiedene  Körper  dasselbe  Gas  in  verschiedener  Menge 


1)  Sameure,  Gilberts  Annalen.  Band  XLVU. 
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absorbirten.  So  erhielt  er  z.  B.  für  Buchsbaumkohle  und  Meerschaum 
Yalecas  folgende  Zahlen ,  welche  angeben ,  wieviel  mal  ihr  eigenes  Volnm 
unter  dem  darunter  angeführten  Drucke  die  Körper  absorbiren. 

Kohle  Meerschaum 

Ammoniak 90  15 

Chlorwasserstoff 85  — 

Schweflige  Säure 65  — 

Schwefelwasserstoff  ...  55  11,7 

Stickstoffoxydul 40  3,75 

Kohlensäure 35  5,26 

Elayl 35  3,7 

Kohlenoxyd .  / 9,42  1,17 

Sauerstoff 9,25  1,49 

Stickstoff 7,5  1,60 

Wasserstoff 1,75  0,44 

Druck  ^  =  724"»"»  TSO""» 

Die  Dauer  des  Versuchet  war  24  —  36  Stunden,  nach  denen  keine 
derung  des  Volumens  mehr  eintrat;  nur  bei  dem  Sauerstoff  dauert  di< 
Sorption  mehrere  Jahre. 

Man  sieht,  dass  im  allgemeinen  die  absorbirten  Gasmengen  be 
verschiedenen  Körpern  in  derselben  Beihe  folgen,  und  dass  die  Gase,  t 
man  durch  Druck  flüssig  machen  kann ,  in  weit  höherm  Maasse  absorbiri 
den  als  die  permanenten  Gase.  Das  spricht  auf  das  entschiedenste  f! 
Annahme,  dass  wir  es  hier  nur  mit  einer  Molekularanziehung  der  Mol 
des  festen  Körpers  auf  die  ihn  zunächst  berührende  Gasschicht  zu  thon  \ 
Dabei  ist  es  jedoch  möglich,  wie  aus  der  nicht  vollständigen  JJebereii 
mung  der  beiden  Beihen  zu  schliessen  ist ,  dass  auch  chemische  Einfluß 
wirksam  sind. 

Feuchte  Kohle  absorbirt  weniger  Gas  als  trockne;  so  fand  Saussui 

Buchsbaumkohle 

trocken         feucht 

Kohlensäure 33  17 

Stickstoff 7,5  6,5 

Sauerstoff 9,25  3,26 

Auch  über  die  Gasmenge ,  welche  von  den  festen  Körpern  unter  ven 
denen  Drucken  absorbirt  wird,  hat  Saussure  Versuche  angestellt,  ii 
haben  dieselben  nichts  gesetzmässiges  ergeben.  Bei  gemindertem  Drucke 
mindert  sich  das  Volum  des  absorbirten  Gases. 

Ebenso  wie  Kohle  zeigen  alle  Körper,  wenn  sie  nur  eine  him^ck 
Oberfläche  besitzen,  die  Fähigkeit,  grosse  Mengen  Gas  zu  verdichten,  8i 
pulverte  Körper,  Platinschwamm  etc. 

Auf  der  grossen  Verdichtung  des  Sauerstoffes  der  Luft  in  Platinschw; 
beruht  die  Wirkung  der  Döbereiner'schen  Zündmaschino  und  überiumpi 
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Rhigkeit  des  Platins,  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zu  Wasser  zu  verbinden. 
Bd  der  Verdichtung  der  Gase  tritt  nämlich,  wie  bei  jeder  Compression, 
IfSrmeentwickelung  ein.  Wird  nun  Platin  in  ein  Gemische  von  Sauerstoff  und 
Wasserstoff  gebracht,  oder  auf  Platinschwamm ,  der  mit  verdichtetem  Sauer- 
stoff erfQllt  ist,  Wasserstoffgas  geleitet,  so  ist  die  entwickelte  Wärmemenge 
poss  genug,  um  das  Knallgas  zu  entzünden. 

Wir  werden  später  bei  Betrachtung  des  Siedens  nochmals  Gelegenheit 
laben,  auf  die  Verdichtung  des  Gases  an  der  Oberfläche  fester  Körper  zurück- 
nkommen. 

Quincke*)  leitet  aus  einer  Beihe  von  Erscheinungen,  welche  verschiedene 
nit  solchen  Atmosphären  verdichteten  Gases  erfdllte  Körper  in  mancherlei 
laziebnng  zeigen ,  die  uns  grösstentheils  im  weitem  Verlaufe  unserer  Aufgabe 
legegnen  werden,  den  Satz  her,  dass  die  Menge  des  absorbirten  Gases  nicht 
mr  mit  der  Grösse  der  Oberfläche,  sondern  auch  mit  der  Dichtigkeit  des  con- 
Imsirenden  Körpers  zunimmt;  ein  Satz,  der  allerdings  aus  theoretischen 
hflnden  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat. 

^  §.  109. 

Moser'sohe  Bilder.     Moser  ^)  hat  zuerst  beobachtet,  dass,  wenn  man 

einem  Holzstäbchen  über  eine  gfette  Fläche ,  sei  es  Metall  oder  Glas  oder 

kd  eine  andere  Substanz,  hinfährt  und  dann  die  Stelle  behaucht,  dass  dann 

eine  Verschiedenheit  in  dem  Beschlagen  der  Fläche  die  Züge  auf  der 

deutlich  hervortreten.    Noch  deutlicher  zeigen  sie  sich,  wenn  man  die 

Quecksilberdämpfen  aussetzt,  indem  sich  die  Quecksilberdämpfe  ent- 

Torzugsweise  an  den  berührten  Stellen  niederschlagen  oder  an  den  nicht 

Ebenso  zeigte  Moser,  dass,  wenn  man  auf  eine  beliebige  Platte  einen 

dttenen  Stein ,  einen  gravirten  Metallstempel  oder  irgend  einen  andern 

legt,  nach  einiger  Zeit,  wenn  man  die  Platte  behaucht  oder  sie  dem 

lasse  von  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  ein  Bild  des  Steines  oder  Stem- 

auf  der  Platte  sichtbar  wird,   indem  die  Dämpfe  sich  an  den  berührten 

mehr  oder  weniger  niederschlagen,   oder  doch  ein  anderes  Aussehen 

als  an  den  nicht  berührten  Stellen.     Selbst  wenn  der  Stempel  die 

[platte  nicht  berührte,   sondern  durch  zwei  an  der  Seite  untergelegte 

srblfittdien  in  einem  geringen  Abstände   davon  gehalten  wurde,   trat 

dem  Behauchen  das  Bild  desselben  auf  der  Platte  hervor. 

Waidele  ^)  hat  diese  Bilder  auf  das  vollständigste  aus  der  Gasatmosphäre 

IkSbrty  welche,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,   an  der  Oberfläche 

I^.KSzper  verdichtet  ist,  und  seine  Erklärung  durch  eine  grosse  Beihe  von 

bestätigt. 


1}  Qmn€ke,  Poggend.  Annal.  Bd.  CVIII. 

S)  JUoMT,  Poggend.  Annal.  Bd.  LVl  und  LVII. 

a)  Waidde,  Poggend.  Annal.  Bd.  LIX. 
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Durch  das  Hinüberführen  eines  Holzstäbchens  oder  das  Aufsetsen  eines 
Stempels,  selbst  wenn  er  die  Platte  nicht  unmittelbar  berührt,  wird  eiie 
Aenderung  in  der  Gasatmosphäre  bewirkt,  und  diese  Aenderung  bewirkt  n 
den  verschiedenen  Stellen  eine  verschiedene  Condensation  der  Dämpfe. 

Um  dieses  nachzuweisen ,  versah  Waidele  Platte  oder  Stempel  mit  Gas- 
utmosphären,  oder  nahm  sie  ihnen  und  zeigte,  dass  er  dadurch  im  Studi 
war,  die  Bilder  willkürlich  zu  ändern. 

Dass  eine  Aenderung  der  Qasatmosphärc  eine  verschiedene  Condensitki 
der  Dämpfe  bewirkt,  wies  Waidele  zunächst  durch  folgenden  Versudi  nadt 

Wenn  man  auf  eine   mit  einer  Gasatmosphäre  versehene   Platte 
Körper  von  sehr  grosser  Oberfläche  bringt,  dem  durch  Glühen  seine  Q» 
atmosphäre  genommen  ist ,   so  muss  'nach  dem  Vorigen  der  Platte  ihre 
atmosphäre  genommen  werden.    Wenn  man  daher  eine  Daguerre'sche  F 
eine  mit  Silber  plattirte  Kupfer})latte ,  mit  frisch  geglühtem  und  dann 
Abschluss  der  Luft  erkaltetem  Trippel  oder  Kohlenpulver  belegt,  und 
das  Kohlenpulver  mit  reiner  Baumwolle  abkehrt,  so  ist  der  Platte  ihre 
atmosphäre  genommen.    Beim  Behauchen  zeigt  diese  Platte  eine  bläuliche 
bung,    während  eine  an  freier  Luft  gelegene  Platte  beim  Behauchen 
bräunliche  Färbung  zeigt. 

Bringt  man  die  Platte  aber  mit  einem  Körper  in  Berührung,  der 
grosser  Oberfläche  eine  dichte  Gasatmosphäre  besitzt,  so  wird  die  Platte 
ihrer  Oberfläche  von  dem  Körper  Gas  aufnehmen  und  verdichten. 

Waidele  nahm  nun  eine  Daguerre'sche  Platte  und  belegte  die  eine 
derselben  mit  frisch  geglühtem  und  unter  Abschluss  der  Luft  in  einem 
tiegel  erkalteten,    die  andere  Hälfte  mit  frisch  geglühtem,   aber  in 
Strome  von  Kohlensäure  erkalteten  Kohlenpulver  und  wischte  dann  die 
mit  reiner  Baumwolle  ab.   Beim  Behauchen  zeigte  die  eine  Hälfte  eine  bi 
liehe ,  die  andere  eine  bräunliche  Färbung. 

La  Quecksilberdampf  gebracht,   condensirte  sich  derselbe  nur  auf 
nicht  mit  Gas  bedeckten  Hälfte,  die  andere  Hälfte  blieb  frei. 

Versieht  man  eine  Platte  mit  einer  Atmosphäre  von  Kohlensäure, 
man  sie  mit  Kohlenpulver  bedeckt ,  welches  in  der  angegebenen  Weise 
rirt  war  und  legt  dann  eine  kleine  flache  Scheibe  frisch  geglühter  Buchs 
kohle  auf  dieselbe,  so  wird  an  der  Stelle  in  sehr  kurzer  Zeit  die  Gasatm 
fortgenommen;  behaucht  man  die  Platte  nach  Entfernung  der  Scheibe) 
zeigt  sie  an  der  Stelle ,  wo  diese  lag ,  eine  bläuliche ,  im  üebrigen  eine 
liehe  Färbung. 

Erhitzt  man  einen  Stempel ,  putzt  ihn  mit  einer  durch  Alkohol  be 
teten  Bürste ,  so  kann  man  ihn  von  seiner  Gksatmosphäre  befreien.  Setxt 
ihn  so  frisch  gereinigt  auf  eine  mit  Kohlensäure  überzogene  Platte,  so 
er  das  Gas  von  derselben  fort.     Wird  die  Platte  nach  Abheben  dessen 
Quecksilberdämpfen  ausgesetzt,  verdichten  sich  letztere  vorzugsweise  an 
vom  Stempel  berührten  Stellen. 
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Igt  man  den  Stempel  in  kohlensäurehaltiges  Kohlenpulvcr  und  setzt  ihn 
9  von  ihrer  Gasatmosphäre  befreite  Platte,  so  nimmt  die  Platte  von 
3mpel  Kohlensäure  auf.  Wird  die  Platte  nach  Fortnahme  des  Stempels 
it  oder  Quecksilberdämpfen  ausgesetzt,  so  zeigt  sich  das  Bild  des 
Is,  indem  vorzugsweise  an  den  Stellen  sich  der  Dampf  condensirt, 
mit  dem  Stempel  nicht  in  Berührung  waren, 
dllt  man  dagegen  einen  frisch  gereinigten  Stempel  auf  eine  frisch  ge- 

Platte,  so  zeigt  sich  so  gut  wie  kein  Bild,  die  Dämpfe  werden  gleich- 
condensirt.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  einen  mit  Kohlensäure 
aen  Stempel  auf  eine  mit  Kohlensäure  bedeckte  Platte  legt, 
aidele  stellte  femer  einen  mit  Kohlensäure  bedeckten  Stempel  nach 
r  auf  sechs  verschiedene  frisch  gereinigte  SUberplatten.  Auf  der  ersten 
3iten  Hess  er  ihn  30  Minuten,  es  zeigte  sich  beim  Behandeln  mit  Queck- 
mpf  ein  deutliches  Bild ,  auf  die  dritte  und  vierte  Platte  stellte  er  ihn 
lüde ,  die  dritte  zeigte  ein  Bild ,  wenn  auch  schwach ,  die  vierte  beim 
len  nur  die  Spur  eines  Bildes.  Auf  der  fünften  und  sechsten  Platte 
den  Stempel  zwei  Stunden  stehen;  sie  zeigten  gar  keinen  Unterschied 
ihauchen,  es  zeigte  sich  gar  kein  Bild. 

3ser  Versuch  beweist  auf  das  allerentschiedenste  die  Bichtigkeit  der 
Tschen  Erklärung ,  dass  es  eine  Aenderung  der  Gasatmosphäre  auf  den 

sei,  welche  die  Moser'schen  Bilder  erzeugt.  Denn  bei  den  ersten 
len  war  der  Stempel  mit  der  dichten  Atmosphäre  versehen,  und  in 
zen  Zeit  von  30  Minuten  condensirte  die  Platte  rings  umher  nicht  viel 

ihrer  Oberfläche,   die  Bilder  wurden  deutlich  und  scharf;  je  mehr 

Crasatmosphäre  am  Stempel  abnahm  und  die  Verdichtung  der  Luft  auf 
Igen  Platte  grösser  wurde,  um  so  undeutlicher  wurde  das  Bild. 
[r  sind  also  berechtigt,  die  Moser'schen  Bilder  als  eine  Folge  der  an 
n  Stellen  geänderten  Gasatmosphäre  anzusehen;  denn  im  Allgemeinen 
die  Gasatmosphären  an  den  verschiedenen  Körpern  immer  verschieden 
in ,  eine  Berührung  zweier  Körper  also  auch  an  der  Berührungsstelle 
aderung  der  Dichtigkeit  hervorbringen. 

s  wird  selbst  dann  der  Fall  sein ,  wenn  sich  die  Körper  nicht  unmittel- 
ihren ,  da  die  Gasatmosphären  eine  gewisse  Dicke  haben  müssen ,  und 
renn  sie  nicht  so  dick  sind,  dass  sie  in  einander  übergehen,  doch  ein 
eh  zwischen  denselben  stattfinden  muss  *). 

§.  110. 

>lektilarwirkimgen  zwischen  Gasen  und  Flüssigkeiten.  In  glei- 
iise,  wie  die  festen  Körper  die  Gase  anziehen  und  absorbiren,  thuen  es 
)  Flüssigkeiten. 


Quincke,  Poggend.  Annal.  Bd.  CVlll. 
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Füllt  man  z.  B.  eine  oben  geschlossene  Glasröhre,  welche  in  Quecksilber 
taucht,  mit  Ammoniakgas,  und  bringt  dann  über  das  Quecksilber  in  die  BShn 
ein  wenig  Wasser ,  so  steigt  das  Quecksilber  sofort  in  der  Bohre  in  die  HShe; 
ein  Beweis,  dass  das  Gas  vom  Wasser  verschluckt  ist. 

Ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  verschluckt  von  verschiedenen  Ghisen  bei 
gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  verschiedene  Mengen;  verschiedene 
Flüssigkeiten  von  demselben  Gase,  unter  sonst  gleichen  Umständen  ebenfalls 
verschiedene  Mengen,  so  dass  die  Menge  des  absorbirten  Gases  bei  gleichen 
Drucke  und  gleicher  Temperatur  von  der  Natur  des  Gases  sowohl^  als  auch  der 
der  absorbirenden  Flüssigkeit  abhängt. 

Seit  PriesÜej,  der  zuerst  die  Absorption  der  Gase  untersuchte,  indM 
er  nachwies ,  dass  unter  gewöhnlichem  Barometerdrucke  ein  gegebenes  Yöter 
men  Wasser  ein  gleiches  Volumen  Kohlensäure  absorbire,  haben  sich  Tidt 
Physiker  und  Chemiker  mit  den  Absorptionserscheinungen  beschäftigt,  undn 
bestimmen  gesucht,  welche  Gasmengen  verschiedene  Flüssigkeiten  au&un^ 
men  im  Stande  sind,  und  wie  die  aufgenommene  Menge  desselben  Gases  bei 
gleicher  Flüssigkeit  sich  mit  dem  äussern  Drucke,  unter  welcbem  das  Gü 
steht,  ändert. 

Was  die  letztere  Frage  betrifiEt,  so  haben  die  Versuche  von  Henry*)  er- 
geben, dass  das  Volumen  des  von  einer  Flüssigkeit  aufgenommenen  Gue^ 
stets  dasselbe  ist,  welches  auch  der  äussere  Druck  ist,  unter  welchem  sich 
Gas  über  dem  Wasser  befindet.  So  absorbiii;  ein  gegebenes  Wasservol 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  (15^  C.)  ein  nahezu  gleiches  Volumen  Ko] 
säure,  ob  nun  die  Kohlensäure  in  dem  Baume,  in  welchem  die  Absorption 
sich  geht,  unter  dem  Drucke  von  einer  oder  mehreren  Atmosphären  steht 
nun  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  die  Dichtigkeit  eines  Gases  sich 
verhält,  wie  der  äussere  Druck,  so  folgt  daraus,  dass  die  Gewichtsmi 
des  absorbirten  Gases  sich  direkt  verhalten,  wie  die  äusseren  Drucke, 
denen  das  Gas  steht. 

Kennt  man  darnach  die  Gasmenge,  welche  unter  einem  bestimmten  Dnii 
absorbrrt  wird,  so  kann  man  daraus  leicht  für  alle  andern  Drucke  die 
birten  Gasmengen  berechnen. 

Bunsen  ^)  nennt  deshalb  das  auf  0^  und  den  Druck  von  760™" 
Gasvolumen ,  welches  die  Volumeinheit  der  Flüssigkeit  unter  dem  Drucke 
760mm  absorbirt,  den  Absorptionscoefficienten  des  Gases  für  die  FlOssigkeä 

Diese  Zahl  gibt  dann  sogleich  das  Volumen  an,  welches  unter 
einem  Drucke  P  absorbirt  wird,  und  wir  erhalten  für  die  Gasmenge, 
diesem  Volumen  entspricht, 

^  760   ' 


1)  Henry,  PhiloB.  Traneact.  for  1803.  Part.  I.  p.  29.  Gilbert,  AnnaL  XX. 

2)  Bmiscn,  GaBometriBche  Methoden.    Braunschweig  1867.    Liebig^i 

Bd.  xcm. 
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wir  mit  a  den  Absorptionscoef&cienten  bezeichnen  und  als  Gasmenge 

ATolnmen,   welches  eine  gegebene  Gasmenge  unter  dem  Barometerdruck 

von.  760™"  einnimmt.    Für  die  von  dem  Wasservolum  h  absorbirte  Gasmenge 

erlialten  wir  dann 

^  a.h.P 

^  760 

Kennt  man  nun  in  einem  dem  Eingangs  erwähnten  ähnlichen  Versuche 

■  ^^a  Volumen  des  in  der  Röhre  enthaltenen  Gases  V  und  den  Druck  P,  unter 

^exn  es  steht,   die  Dififerenz  zwischen  der  Barometerhöhe  und  dem  Niveau- 

^^^terschied  des  Quecksilbers  in  und  ausser  der  Röhre;  lässt  man  dann  ein 

PlUssigkeitsvolumen  h  in  die  Röhre  eintreten  und  bestimmt  das  Volum   V 

'^d  den  Druck  P'   des  nach  der  Absorption  übrigbleibenden  Gasvolumens, 

^  kann  man  den  Absorptionscoefficienten  leicht  erhalten. 

Die  vor  dem  Versuche  in  dem  Rohre  enthaltene  Gasmenge  ist 

V,P 

760  ' 

V   P' 
die  nach  dem  Versuche  noch  vorhandene       '      ,  die  absorbirte  also 

760  760 

Da  der  endliche  Druck  P'  ist,  so  ist  die  Flüssigkeit  unter  diesem  Drucke 
gesättigt.  Nach  dem  Henry'schen  Gesetze  verhalten  sich  nun  die  absorbirten 
Gasmengen  wie  die  Drucke;  unter  dem  Drucke  760*""^  würde  demnach  die 
absorbirte  Gasmenge 


/VP  _    F'P'X    760  _fyP_    y.\ 

\i^       760  )  P'~  y  y       ^  ) 


gewesen  sem. 

Diese  Qasmenge  würde  beim  Drucke  760  von  der  Flüssigkeitsmcngo  h 
abeorbirt  sein,  das  Flüssigkeitsvolumen  1  hätte  demnach  die  Menge 

abaorbirt    Diese  Grösse  et  ist  es  nun,  welche  wir  den  Absorptionscoefficienten 
nannten. 

Zur  Bestimmung  des  Absorptionscoefficienten  der  verschiedensten  Gase 
für  mehrere  Flüssigkeiten  wandte  Bunsen  das  Absorptiometer  an,  welchem 
er  folgende  Einrichtung  gab  (Fig.  17()).  Ein  seiner  ganzen  Länge  nach  in 
Millimeter  getheiltes  kalibrirtes  Rohr  e,  welches  oben  geschlossen  ist,  ist  mit 
seinem  untern  offnen  Ende  in  eine  Schraubenhülse  h  (Fig.  177)  eingekittet, 
welche»  der  Schraubenmutter  des  kleinen  Stuhles  aa  entspricht  Die  Boden- 
platte des  Stuhles  a  ist  mit  Kautschuk  überzogen ,  so  dass  beim  Hinabschrau- 
ben des  Rohres  e,  dessen  unterer  abgeschliffener  Rand  gegen  den  Kautschuk 
drUckt,  und  damit  das  Rohr  geschlossen  wird.  Die  2  Federn  cc  am  Stuhle  aa 
(Kg.  177)  passen  in  zwei  Rinnen  des  Fusses  f  (Fig.  176)  so,  dass  wenn  man 
das  Bohr  e  in  den  Fuss  /'einsetzt,  der  Stuhl  aa  nur  auf  und  ab  bewegt,  nicht 
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aber  gedroht  werden  kann.  Eine  Drehung  dea  Bohrea  e  bewirkt  dei 
LSsan  oder  fester  Ziehen  der  Schraube  b  und  damit  eine  Eihebnng 
Bodenplatte  und  Oefini 
Bobres  e,  oder  ein  fisstea 
gegen  dieselbe ,  den  diel 
schluss  TOD  e.  Das  Bob 
als  Absorptionarohr.  Du 
seiner  ganzen  Länge  n 
dem  GIsscylinder  gg  nmb 
Cjlinder  ist  mit  seinen  al 
fenen  andern,  auf  den 
schukringe  liegen,  in  d< 
und  gegen  den  nntem  1 
eisernen  Ringes  h  mit 
Schrauben  ü  fest  angepr 
Bohre  r,  welche  mit  dei 
Räume  dea  Cylindera  gg 
nicirt,  dient  zum  Eingic 
Abiaases  von  Queckaill 
den  Druck  im  Innern 
sorpldonarobres  c  regu 
kSnnen.  Der  weitere  Cy 
über  dem  Quecksilber  mi 
angefüllt,  nm  das  Abs 
röhr  auf  conatant«r  Tei 
zu  erhalten,  welche  i 
Thermometer  k  bestimi 
Der  äussere  Cylinder  kan 
dea  Deckels  p  fest  ven 
werden,  in  dessen  Mitte 
einer  Kau  technkplatte  Ob 
eiserne  Platte  gegen  dt 
des  Absorpüonsrohres  e 
um  dasselbe  aDverfinder 
zu  stellen. 

Die  Versuche  werd 

folgendermassen   ongeste 

einer  QaecksUberwanne  ll 

in  das  zunächst  ganz  m^ 

ailber    gefällte   Absorpt 

das  zu  untersuchende  Gas  einsteigen,  und  misst  das  Yolum  V  dea  Ot 

den  Druck  P,  unter  dem  es  steht,  um  die  Gaameuge  (das  auf  0"  nn 

Druck  reducirte  Yolum)  zu  erhalten.    Darauf  ISsst  man  über  das  Qu 
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ein  gemessenes  Volum  h  völlig  luftfreien  Wassers  eintreten,  schliesst  das 
Rolir  mittels  des  Stuhles  a  und  setzt  es  in  den  Boden  f  des  mit  Quecksilber 
Qitd  dartlber  vollständig  mit  Wasser  gefüllten  Cjlinders  g  ein. 

Durch  eine  kleine  Drehung  ö&et  man  dann  das  Absorptionsrohr,  setzt 
<ia<iurch  den  Druck  im  Innerti  desselben  mit  dem  Süssem  Dnick  ins  Gleich- 
fiTG^wicht,  verschliesst  es  ¥neder  und  schüttelt  dann  den  ganzen  Apparat  eine 
^ixiate  lang  auf  das  heftigste,  öfinet  dann  ¥neder  das  Absorptionsrohr,  um 
^e  Drucke  neuerdings  auszugleichen,  schliesst  und  schüttelt  wieder  und  so 
fort,  80  lange  bis  beim  Oeffhen  des  Absorptionsrohres  keine  Volumänderung 
dies  ^ases  mehr  eintritt. 

Darauf  wird  das  Volum  V^  des  rückständigen  Gases  und  sein  Druck  P^ 
'bestimmt,  und  wir  haben  alle  Daten  zur  Bestimmung  des  AbsorptionscoefH- 
cienten  a. 

Um  V]  und  P^  zu  bestimmen,  bedarf  es  ausser  der  Beobachtung  des 
Barometer  und  Thermometer  Je  folgender  Ablesungen ,  die  mit  dem  Katheto- 
meter  gemacht  werden. 

1.  Bestimmung  des  Quecksilbemiveau  h  im  Absorptionsrohr. 

2.  Bestimmung  des  obem  Wassemiveau  im  Absorptionsrohr  c. 

3.  Bestimmung  des  Quecksilbemiveau  a  (Fig.  176)  und 

4.  Bestimmung  des  Wassemiveau  d  im  äussern  Cylinder  gg. 

Um  den  Gang  des  Versuches  und  der  Berechnung  deutlich  zu  machen, 
wird  es  am  besten  sein ,  einen  Versuch  Bunsen's  vollständig  vorzuführen ,  es 
ist  ein  Versuch  über  Absorption  des  Stickstoffes. 

Um  V  und  P  zu  bestimmen ,  dienen  folgende  Daten.   Ehe  Wasser  in  das 
Absorptionsrohr  eingelassen  war,  fand  sich: 
Der  unterschied  der  Quecksilbemiveau  im  Absorptions- 
rohre und  der  Quecksilberwanne 31ö'""\l 

Barometerstand 744     ,4 

Druck  des  trocknen  Stickstoffs P  =  429""",3 

Volumen  des  Gases  unter  diesem  Drucke F  =    32     ,608 

Darauf  wurde  Wasser  eingelassen  und  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise 
operirt;  es  fand  sich  am  Schlüsse  des  Versuchs 

Barometerstand ö  =  743,8 

Qnecksilbemiveau  heih h  =  350,7 

Quecksilbemiveau  bei  a a  =  352,2 

Differenz  der  Niveau ^i  =      h^ 

Höhe  der  Wassersäule  in  c,  cZ;  = w  =  285,2 

Höhe  der  Wassersäule  im  Cylinder  oJ  = w'i  =  344,2 

Differenz  beider,  also  auf  da»  Gas  in  e  drückende  Wassersäule  fr, — w  =    59,0 
Diese  Differenz  auf  Quecksilberdruck  reducirt rj  =      4,4 

Somit  ist  der  innere  Druck  des  Gases  im  Absorptiometer  stärker  als  der  Druck 
der  äussern  Atmosphäre ,  da  der  Unterschied  der  Quecksilbemiveau  nur  l""",r> 
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beträgt,  dagegen  durch  die  höhere  Wassersäule  in  gg  nach  dem  Innern 
hin  ein  Druck  ausgeübt  wird,  der  gleich  4'"'",4  Quecksilber  Druck  ist.  1 
zu  erhalten,  müssen  wir  demnach  zu  dem  Barometerstande  6  die  DL 
dieser  Drucke  oder  2™*",9  addiren.   Damach  würde 

Pj  =  746"»",8. 

An  diesem  Drucke  müssen  wir  aber  noch  eine  Correction  anbringen 
werden  später  in  der  Wärmelehre  sehen ,  dass  ebenso  wie  die  Gase  so  au 
Dämpfe  auf  die  Wände  der  Gef&sse ,  in  denen  sie  eingeschlossen  sind , 
Druck  ausüben,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändert.  Das  Wasser  ii 
Sorptionsrohre  verdampft  nun  und  füllt  den  Baum  über  dem  Wasser  mit  1 
an.  Dieser  Dampf  drückt  das  Quecksilber  herab,  und  zwar  bei  der  zu 
beobachteten  Temperatur  des  Absorptiometers  um  16™™,3.  Wäre  dei 
kein  Wasserdampf  im  Absorptiometer,  so  würde  das  Niveau  des  Quecki 
im  Absorptiometer  um  16"''",3  höher  stehen.  Der  Druck  P|  des  trocknen 
stofifgases  ist  demnach  um  diese  Grösse  kleiner,  oder 

P^  =  730™",5. 

Das  Volumen  V^  des  nicht  absorbirten  Gases  war  auf  0^  reducirt 

7,  =  16,52. 

und  schliesslich  das  absorblrende  Wasservolumen 

h  =  182,87. 

« 

Damach  wird  der  Absorptionscoefficient 

a  =  0,01448, 

das  heisst,  das  Wasservolumen  1  absorbirt  bei  der  Temperatur  von  19 
0,01 448  seines  Volumens  an  Stickstoff. 

Bunsen  fand  nun,  dass  der  AbsorptionscoefQcient  sich  mit  der  T( 
ratur  der  absorbirenden  Flüssigkeit  ändert.  Ein  Gesetz  dieser  Aendernng 
sich  nicht  erkennen,  man  musste  sich  begnügen,  eine  empirische  Formel 
zustellen^  um  die  Werthe  von  cc  zu  bestimmen. 

Die  Formeln  von  Bunsen  haben  alle  die  Gestalt 

u  =  a  -^-ht  -{-  d', 
worin  t  die  Temperatur  in  Graden  nach  der  hunderttheiligen  Skala,  a, 
drei  fUr  jedes  Gas  und  jede  Flüssigkeit  verschiedene  Constanten  sind ,  w 
durch  eine  Anzahl,  wenigstens  drei  Versuche  bei  verschiedenen  Temperst 
zu  bestimmen  sind. 

Für  Stickstoff  in  Wasser  ist  z.  B. 

et  =  0,020346  —  0,00058887  t  +  0,000011 166  .  (^. 

Für  Sticksioflf  in  Alkohol  aber 

et  =  0,126,338  —  0,000418  t  +  0,0000060  ^. 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  bis  zu  ungefähr  20^,  bis  wohin 
Versuche  reichen. 
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Wir  lassen  hier  eine  Reihe  der  Absorpüonscoefficienten  der  wichtigsten 
Gase,  welche  Bimsen  untersuchte,  folgen,  fUr.  Wasser  und  Alkohol  bei  der 
Temperatur  15®. 

Namen  der  Gase  a  in  Wasser  a  in  Alkohol 

Stickstoff 0,01478  0,12142 

Wasserstoff 0,01930  0,06725 

Sauerstoff 0,02989  0,28397 

Kohlensäure 1,0020  3,1993 

Kohlenoxydgas 0,02432  0,20443 

Stickoxydul 0,7778  3,2678 

•                      Ghrubengas   0,03909  0,48280 

Elayl 0,1615  2,8825 

Aethyl 0,02147  — 

Methyl   0,0608  — 

Schwefelwasserstoff.       3,2326  9,539 

Schweflige  Säure  .  .  43,564  144,55 

Ammoniak 727,2  — 

Atmosphär.  Luft .  .  .       0,01 795  — 

Mit  Hülfe  des  Henr/schen  Gesetzes  und  der  von  Bunsen  bestimmten 
^bsorptionscoefficienten  ist  man  nun  auch  im  Stande,  die  Absorption  eines 
Gasgemisches  oder  die  Mengen  zu  bestimmen,  welche  von  den  einzelnen  Gasen 
^i&es  Gemisches  *absorbirt  werden ,  umgekehrt  aber  auch ,  wenn  man  die  Zu- 
ittunensetzung  des  absorbirten  Gases  bestimmen  kann,  daraus  die  Zusammen- 
ittnmg  des  Gasgemisches  zu  berechnen,  welches  der  Absorption  ausgesetzt 
wurde. 

Ein  Volumen  atmosphärischer  Luft  besteht  z.  B.  aus  0,79  Stickstoff  und 
OjÜ  Sauerstoff,  üebt  dasselbe  den  Druck  p  aus ,  so  ist  der  Druck  des  Stick- 
stoffes 0,79  jp  und  der  des  Sauerstoffes  0,21^.  Ist  nun  der  Absorptionscoefßcient 
des  Stickstoffes  oc^ ,  der  des  Sauerstoffes  ofj ,  so  ist  die  von  einem  Wasser. 
rohunen  h  aus  der  Luft  absorbirte  Menge  Stickstoff 

or,  .  Ä  .  0,79  p 

9\  —  7^       - 

und  des  Sauerstoffes 

or,  .  Ä  .  0,21  p 

92  —         76Ö 

Setzen  wir  nun  ä  =  1,  |)  =  760,  so  muss  g^  -|-  g^  gleich  dem  Ab- 
sorptionscoefficienten  für  atmosphärische  Luft  sein.  Die  Rechnung  gibt  mit 
dem  Versuche  übereinstimmend 

^j  -|-  ^2  =  0,79  .  0,01478  +  0,21  .  0,02989  =  0,01795 
als  Absorptionscoefficient  für  atmosphärische  Luft  bei  15^. 

Hat  man  allgemein  ein  Gasgemisch  unter  dem  Drucke  p^  welches  r  Theile 
eines  Gases,  r]  eines  zweiten,  r^,  r^  ...  tn  Theile  eines  3,  4  .  .  .  n  Gases 
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enthält,   so  sind  die  von  jedem  Gase  absorbirten,   in  der  Volamei]: 
baltenen  Gasmengen 

^'  =  '^^  •  ^*'  760 


^«  ="«•**"•  760' 

Kennt  man  die  Zusammensetzung  des  zur  Absorption  verwand 
nicht,  aber  kann  man  die  Zusammensetzung  des  absorbirten  Gases  i 
g^^  g^y  g^  • .  bestimmen ,  so  kann  man  daraus  rf ,  rj  . . .  oder  die  Zi 
Setzung  des  zur  Absorption  verwandten  Gases  berechnen.  Auf  die 
liat  Bunsen  der  Absorptiometrie  in  der  Analyse  der  Gase  eine  wicl 
Wendung  gegeben. 

.  §•  111. 

Ausströmen  der  Gkkse.  Wenn  in  die  Wand  eines  mit  Gas  t 
Drucke  p  gefüllten  Gefösses  eine  Oe&ung  gemacht  wird  und  vor 
nung  weniger  dichtes  Gas  oder  ein  leerer  Baum  ist,  so  strOmt  daä 
der  Oeffiiung  hervor,  um  so  rascher,  je  höher  der  Druck  istj  unter 
das  Gas  im  Gefässe  steht  und  je  geringer  die  Spannung  des  äusseren  • 
Wegen  der  freien  Beweglichkeit  der  Theile ,  welche  die  Gase  mit  d 
baren  Flüssigkeiten  gemein  haben,  müssen  auch  die  Ausströmungsgc 
Gase  mit  denen  der  Flüssigkeiten  übereinstimmen.  Ist  die  Höhe  der 
den  Flüssigkeitssäule  gleich  ^,  so  ist  nach  §.  85  die  Geschwindigke 
welcher  eine  Flüssigkeit  ausströmt. 

Dieser  Ausdruck  wird  daher  auch  die  Geschwindigkeit  des  aus 
den  Gases  bestimmen ,  nur  fragt  es  sich ,  wie  wir  die  Höhe  h  darin  b< 
müssen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall ,  wo  die  Luft  in  den  leeren  B 
strömt,  wo  also  gar  kein  Gegendruck  von  aussen  naqh  innen  stattfi 
ist  klar,  dass  wir  für  /i  die  Höhe  einer  Luftsäule  einsetzen  müssen 
den  Druck  p^  unter  welchem  das  Gas  steht,  ausübt,  denn  p  bedei 
dem  Frühem  die  Höhe  der  drückenden  Flüssigkeitssäule.  Diese  Höh 
gendermassen  zu  erhalten. 

Wenn  wir  den  Druck  p  durch  eine  Quecksilbersäule ,  also  bei  d 
sphärischen  Luft  z.  B.  durch  den  Barometerstand  h  ausdrück^i,  so  1 
dem  hydrostatischen  Gesetze,  nach  welcheifi  der  Druck  zweier  FlCU 
Säulen  von  gleichem  Querschnitt  gleich  ist,  wenn  ihre  Höhen  sich  mi 
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"luvten,  wie  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten,  eine  Luftsäule  k  den  gleichen 
aus  als  die  Quecksilbersäule  h,  wenn 

h  :  h  =  d  :  d, 

«v^ox-in  d  die  Dichtigkeit  der  Luft  und  d  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  be- 
deutet.  Daraus  folgt 

'*  d 

Berechnen  wir  hiemach  h ,  so  erhalten  wir  die  Höhe  der  Luftsäule  von 
^er  Dichtigkeit  dj  welche  den  Druck  p  ausübt,   die  Luft  verlässt  also  das 
QefUsB  beim  Ausströmen  in  den  leeren  Baum  mit  einer  Geschwindigkeit  v ,  als 
^Qim  sie  diese  Höhe  durchfallen  hätte,  oder 

Setzen  wir  z.  B.  6  =  0",76,  so  wird  t;,  da 

ö  =  13,69,  d  =  0,001293, 

V  =  j/V'  9,808  .  ?^?^»^  =  396™,002. 
r  '  0,001293  ' 

Die  Luft  strömt  demnach  aus  einem  Baum,  in  welchem  sie  constant  unter 
dem  Drucke  einer  Atmosphäre  steht,  in  den  luftleeren  Baum  mit  einer  an- 
fita^chen  Geschwindigkeit  von  396™,002. 

Nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze  ist  nun  die  Dichtigkeit  der  Luft  pro- 
portional dem  Druck,  unter  welchem  die  Luft  steht.    Wenn  deshalb  h  einen 

^dem  Werth  erhält  als  0,76,   so  ändert  sich  d  in  demselben  Verhältnisse; 

o 

^  hat  also  fUr  Luft  bei  gleicher  Temperatur  stets  denselben  Werth,  und  so- 

^t  ist  die  Ausflussgeschwmdigkeit  der  Luft  in  den  leeren  Baum  immer  die- 
Bell)e,  unter  welchem  Drucke  sie  auch  steht. 

Anders  ist  es  jedoch  für  andere  Gase.  Auch  für  diese  haben  wir  fdr  h  die 
^Ohe  der  Säule  dieses  Gases  einzusetzen ,  welche  denselben  Druck  ausübt ;  bei 
Reichem  Drucke  p  ist  aber  diese  Höhe  eine  andere,  wenn  die  Gase  eine  andere 
IKchtigkeit  haben.  Wir  erhalten  diese  Höhe  h  durch  eine  der  vorigen  ganz 
'^^Uliche  Proportion ,  wenn  wir  statt  der  Dichtigkeit  d  der  Luft  die  Dichtig- 
^^  d'  des  Gases  einsetzen ,  also 


Ä'  = 


"  I 


^  die  Ausströmungsgeschwindigkeit  v'  des  Gases 

Die  Ausströmungsgeschwindigkeiten  zweier  Gase,  v  und  v'  verhalten  sich 
demnach  bei  gleichem  Drucke  h 

oder  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten  der  Gase. 
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Darin  unterscheiden  sich  die  Gase  also  von  den  Flüssigkeiten.  Während 
diesen  bei  gleicher  Druckhöhe  stets  die  gleiche  Ausflussgeschwindigkeit  zu- 
kam, welche  Dichtigkeit  sie  auch  haben,  ändert  sich  bei  den  Gkisen  dieAos- 
flussgesch windigkeit  mit  der  Dichtigkeit  derselben.  Jedoch  ist  dieser  Unter 
schied  nur  scheinbar,  er  beruht  darauf,  dass  wir  die  Druckhöhe  der  Oase 
nicht  durch  die  Höhe  einer  Gassäule,  sondern  durch  die  Höhe  einer  Queck- 

• 

silbersäule  messen.  Denn  in  Wirklichkeit  ist  die  Druckhöhe  bei  gleichem 
Druck  eine  andere  bei  atmosphärischer  Luft  als  bei  Wasserstoff  und  die  Höhet 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  specifischen  Gewichte.  Wenn  wir  demnad 
bei  den  Gasen  ebenso  wie  bei  den  Flüssigkeiten  anstatt  gleichen  Druck  gleidifl 
Höhen  der  Gassäulen  annehmen ,  so  erhalten  wir  auch  hier  wie  bei  den  Fltf' 
sigkeiten  stets  gleiche  Ausflussgeschwindigkeiten,  welches  Gas  wir  auch  dm 
Versuche  unterwerfen. 

Bisher  nahmen  wir  an ,  dass  das  Gas ,  welches  in  dem  Gef&sse  unier  da 
Drucke  p  stand ,  in  den  leeren  Baum  ausfloss ,  also  gar  keinen  Gegendruck  u 
überwinden  habe.  Dieser  Fall  ist  ausser  auf  ganz  kurze  Zeit  nicht  herxastd' 
len ,  da  ein  anfänglich  luftleer  gemachter  Baum  allmählich  von  dem  einstig; 
meillden  Gase  angefüllt  wird ;  dieses  übt  dann  auf  das  einströmende  Gas 
der  Bichtung  der  Bewegung  entgegengesetzten  Druck  aus  und  dadurch  mi 
die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  verringert  werden. 

Um  die  Ausströmungsgeschwindigkeit  in  dem  Falle  zu  erhalten, 
wir  an,  es  sei  ein  Gefäss  mit  Gas  unter  dem  Drucke  p'  gefüllt,  und 
Druck  sei  während  der  Dauer  des  Versuches  constant.   Das  Gas  fliesse  in 
mit  Gas  unter  dem  Drucke  p"  gefüllten  Baum,  und  auch  dieser  Dmck 
immer  derselbe.    Die  Kraft,  welche  das  Gas  aus  dem  Gefässe  heraustreibt, 
dann  der  Druck  2?',  diesem  wirkt  aber  der  Druck  j)"  gerade  entgegen,  so 
das  Gas  nur  in  Folge  der  Differenz  der  Drucke  p'  —  p"  bewegt  wird. 

Um  nun  die  Geschwindigkeit  zu  erhalten,  mit  welcher  das  Gas  die 
nung  in  der  Gefäss  wand  verlässt,    haben  wir  nach  dem  Vorigen  in 
Formel 

die  Höhe  h  jener  Gassäule  zu  bestimmen,   welche  bei  einer  Dichtigkeit, 
derjenigen  des  im  GefUsse  eingeschlossenen  Gases  gleich  ist,  einen  dem 
p'  —  p"  gleichen  Druck  auszuüben  im  Stande  ist. 

Sei  zu  dem  Ende  die  Dichtigkeit  des  Gases  im  Gefösse  gleich  d\  ood 
p'  und  2>"  in  Millimetern  Quecksilberdruck  gegeben,  so  haben  wir  wie  v 
zur  Bestimmung  der  Höhe  h  die  Proportion 

h  :  p'  —  p"  ==  ö  :  d' 
oder 

worin  6  wie  vorhin  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bedeutet. 
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Um  die  Dichtigkeit  d'  der  im  Grefösse  eingeschlossenen  Luft  zu  erhalten, 
Imaben  wir  nach  dem  Mariotte'schen  Gesetze,  wenn  d  die  Dichtigkeit  der  Luft 
ujn.tier  dem  Barometerstande  h  ist, 

setzen  wir  diesen  Werth  in  unsem  Ausdruck  für  Ä  ein,  so  wird 


weiter 


»='-^'i-^ 


t,  =  ^ .  4  •  &  •  ^'~.^ 


d  p 

^^emein  als  Ai^flussgeschwindigkeit  des  Gases  aus  einem  Baum ,  in  welchem 
ö8  unter  dem  Drucke  j?'  steht,  in  einen  andern  mit  Gas  unter  dem  Drucke  jp" 
SeftUlten  Baum. 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke  jp'  gleich  h  nndp^'  gleich  0,  so  erhalten 
^1^  den  vorhin  betrachteten  einfachen  Fall  des  Ausströmens  von  Gas  in  den 
^^QTen  Baum,  und  demgemäss  auch 

Der  soeben  entwickelte  Ausdruck  für  v  findet  besonders  Anwendung  bei 
^^T  Bestinmiung  der  Geschwindigkeit  der  Luft  in  Gebläsen ,  da  dort  die  Be- 
dingungen, unter  welchen  er  entwickelt  wurde,  nahezu  erfüllt  sind,  dort  ist 
^^¥  Druck  der  Luft  in  den  Gebläsen  sowohl  als  in  den  Oefen  als  constant  an- 
*^Uehon. 

Nur  unter  der  Voraussetzung  behält  unser  Ausdruck  Gültigkeit,  nicht 
^l>«r,  wie  es  meist  der  Fall  ist,  wenn  sowohl  p'  der  Druck  des  eingeschlosse- 
nen Gases  als  auch  p"  der  Druck  des  Gases  in  dem  Baume,  in  welchem  das 
^3^g  einströmt,  sich  ändert. 

Dann  ist  die  Ausflussgeschwindigkeit  in  jedem  Momente  verschieden,  und 
^^  bedarf  der  Hülfe  der  Differential-  und  Integralrechnung,  um  die  Ausfluss- 
S^aehwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  anzugeben. 

Bezeichnen  wir  die  Grösse  des  Querschnittes  der  Oeffnung  mit  g,  so 
Erhalten  wir  für  die  Menge  m  des  in  einer  Sekunde  ausfliessonden  Gases 

m  =  q  ,  Vy 

^d  für  die  Menge  des  in  t  Sekunden  ausfliessenden  Gases 


Die  Versuche  ergeben  indess  auch  hier,  wie  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten, dass  die  theoretisch  berechnete  Ausflussmenge  nicht  mit  der  beobach- 
teten übereinstimmt,  dass  letztere  hier  wie  dort  kleiner  ist.  Während  jedoch 
bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  der  sogenannte  Erfahrungscoefficient  con- 
stant war,  ist  das  bei  den  Gasen  nicht  der  Fall,  derselbe  ändert  sich  mit  dem 
Drucke  p'  des   ausfliessenden  Gases.     Bei   sehr  geringen  Druckdifferenzen 
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p'  — jp",   zwischen  0™,028  und  0'",14  Wasserdruck  fand  D' Aubuisson ^) 

Erfahrungscoefficienten 

|Li  =  0,66 , 

also  sehr  nahe  mit  dem  übereinstimmend,  mit  welchem  man  die  theoretisch 
berechnete  Ausflussmenge  der  Flüssigkeiten  multipliciren  muss ,  um  die  be- 
obachtete Ausflussmenge  zu  erhalten. 

G.  Schmidt^)  erhielt  für  eine  Druckhöhe  von  0"*,913  als  Coefficienten 

<[i  =  0,52 

und  einen  nicht  viel  davon  verschiedenen  Werth  bestimmte  Koch  ')  f&r  du 
Ausströmen  der  Luft  aus  Oefihungen  in  dünner  Wand. 

Diese  Verschiedenheit  der  Resultate  aus  den  Beobachtungen  und  dv 
Theorie  weist  darauf  hin ,  dass  bei  der  theoretischen  Entwicklung  der  Aot- 
flussgesetze  nicht  alle  umstände  in  Betracht  gezogen  sind ,  welche  auf  dii 
Bewegung  des  Gases  von  Einfluss  sind.  Wir  erkennen  dieselben  leicht  in  9Jm- 
liehen  Verhältnissen  wie  bei  den  Flüssigkeiten ,  das  Gas  bewegt  sich  von  allei 
Seiten  gegen  die  Oeifnung  hin  und  dadurch  wird  die  gegen  die  Oeffhung  aenk* 
rechte  Geschwindigkeit  des  ausfliessenden  Gases  gestört. 

Den  experimentellen  Beweis  dafür  liefert  uns  der  Einfluss  von  Ansaitj 
röhren  an  die  Gefässöffnung  auf  die  Menge  des  ausfliessenden  Gases.    KtA] 
den  Versuchen  von  D'Aubuisson,  Schmidt  und  Koch  wird  die  Menge  des 
fliessenden  Gases  durch  solche  Bohren  ähnlich  wie  bei  den  tropfbaren  Fit 
keiten  grösser,  so  lange  die  Bohren  nicht  zu  enge  und  zu  lang  sind.  Nadi 
Versuchen  von  D'Aubuisson  ist  für  kurze  cylindrische  Röhren,  deren 
gleich  ist  dem  fünffachen  Durchmesser  ft  =  0,92  und  für  kurze  konische 
satzröhren,  den  engem  Durchmesser  nach  aussen  gekehrt,  ft  =  0,93. 

Schmidt  findet  für  konische  Ansatzröhren,    wenn  der  grössere 
messer  nach  aussen  gekehrt  ist,  /it  noch  um  vieles  grösser,  nämlich  1,122, 
dass  also  die  beobachtete  Ausflussmenge  selbst  grösser  ist  als  die  tbeoretiadk] 
berechnete. 

Wendet  man  anstatt  kurzer  verhältnissmässig  weiter  Ansatzröhren 
und  enge  Bohren  an ,  so  zeigt  sich  auch  hier  ähnliches  wie  bei  den  tropfbsroij 
Flüssigkeiten ;  der  Ausfluss  der  Gase  folgt  ganz  andern  Gesetzen  als  bei  Ai^j 
Wendung  von  Oefihungen  in  dünnen  Wänden.  Nach  den  ausgedehnten  Vc^| 
suchen  von  Girard  ^)  verhalten  sich  die  Ausflussmengen  bei  nicht  zu  engttj 
Bohren  direkt  wie  die  Drucke,   unter  welchem  das  ausfiiessende  Gras  steU» 


1)  D'Auhuisson,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XXXII. 

2)  G.  6r.  Schmidt,  Gilbert  Annalen  LXVI. 

3)  Fr.  L.  Koch,  Versuche  und  Beobachtungen  über  die  Geschwindi^^reü  ■'^ 
Quantität  verdichteter  Luft,  welche  aus  Oef&iungen  etc.  ausströmt.  Götting.  tSSi 

4)  Girard,  Mdmoires  de  TAcadömie  de  Tlnstitut  de  France.  T.  V. 

Neuere  Versuche : 
Saint'Venant  und  Wantzel,  Comptes  rendus  de  TAcad.  de  Parii.  T.  XYIL 
Weisbadij  Experimental- Hydraulik  p.  184. 
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umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Böhrenlängen ,   durch  welche  das  Gas 
Femer  gibt  Girard  an,   dass  Gase  verschiedener  Dichtigkeit  durch 
c  Bohren  unter  Voraussetzung  gleichen  Druckes  mit  gleicher  Geschwindig- 
hindorchstrOmen. 

§.  112. 

Difftision  der  Gkkse.   Bisher  haben  wir  angenommen,  wenn  Gas  in  einen 

nioht  leeren  Baum  strömte,  dass  im  letztem  dasselbe  Gas  enthalten  sei,  wel- 

clies  aus  dem  Gefösse  ausfloss.    Für  diesen  Fall  war  die  Ausflussgeschwindig- 

^eit  gleich  0,  wenn  keine  Differenz  im  Drucke  des  Gases  innerhalb  und  ausser- 

luilb  des  Gefässes  vorhanden  war.    Das  ist  jedoch  nicht  mehr  der  Fall ,  wenn 

in  den  beiden  durch  eine  Oe&ung  in  Verbindung  stehenden  Bäumen  verschie- 

<iene  Gase  vorhanden  sind.    Zwar  lässt  sich  durch  den  Versuch  nachweisen, 

Aa8b  substantiell  verschiedene  Gase  denselben  Druck  auf  einander  ausüben, 

^ie  die  Theilchen  gleichartiger  Gase,  aber  dennoch  tritt  stets  eine  Vermischung 

öixi ,  wenn  verschiedene  Gase  unter  gleichem  Drucke  durch  eine  Oeffnung  mit 

^^luuider  in  Verbindung  stehen.     Dass  ersteres  der  Fall  ist,   zeigt  folgender 

^Orsnch  ^).    Wenn  man  eine  mit  Luft  gefüllte  unten  verschlossene  Glasröhre 

^om  Boden  aus  mit  einem  geförbten  Gase  zur  Hälfte  anfüllt,  welches  schwerer 

• 

**t  als  Luft,  z.  B.  mit  unterchloriger  Säure,  so  mht  in  dem  obem  Theile  der 
^^bre  anflüiglich  eine  farblose  Luftsäule  auf  dem  gefärbten  Gase.  Bringt  man 
^^^Hn  rasch  das  obere  Ende  der  Bohre  mit  einer  Luftpumpe  in  Verbindung 
^^^d  pumpt  einen  Theil  der  Luft  aus ,  so  rückt  die  an  der  Farbe  erkenntliche 
Grenzfläche  beider  Gase  mit  der*  zunehmenden  Verdünnung  aufwärts,  der 
^mek  der  Gase  ändert  sich  aber  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Bohre  in  glei- 
^lier  Weise,  denn  seitlich  angebrachte  Manometer  zeigen  in  jedem  Momente 
^tt  allen  Stellen  der  Bohre  den  gleichen  Druck.  Aber  ungeachtet  dessen ,  dass 
^e  verschiedenen  Gase  auf  einander  denselben  Druck  ausüben,  als  die  einzel- 
^fm  Theile  desselben  Gases,  vermag  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  Baume 
abzusperren. 

Der  erste ,  welcher  diese  Vermischung  verschiedener  Gase  nachwies ,  war 
I^alton^),  er  wandte  zwei  Flaschen  von  gleicher  Capacität  an,  welche  durch 
oiuen  Hahn  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  werden  konnten.  Die  eine 
fiUlte  er  mit  Kohlensäure ,  die  andere  mit  atmosphärischer  Luft  unter  gleichem 
Drucke  und  bei  gleicher  Temperatur,  und  stellte  sie  so  auf,  dass  die  Kohlen- 
sSure  in  der  untern,  die  Luft  in  der  obem  Flasche  sich  befand.  Auf  diese 
Weise  konnte  durch  die  verschiedenen  specifischen  Gewichte  der  Gase  eine 
Mischung  derselben  nicht  eintreten,  da  die  Kohlensäure  als  das  specifisch 
schwerere  GU»  unten  und  die  leichtere  Luft  darüber  war.  Nach  geö&etem 
Hahne  war  der  Druck  im  Innern  der  Flaschen  ungeändert  derselbe  geblieben, 

1)  Bttnsen,  Gasometrischc  Methoden  p.  209. 

2)  Dalton,  Gilbert  Annalen.  Bd.  27. 
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nach  mehreren  Stunden  waren  aber  beide  Gase  gleichmässig  in  beiden  Flaschen 
vertheilt,  ungeachtet,  dass  die  Schwere  dieselben  getrennt  zu  erhalten  suchte. 
Es  folgt  daraus,  dass  jedes  der  beiden  Gase  sich  in  dem  ganzen  Baume  Ter* 
breitet  hatte ,  als  wenn  es  in  demselben  allein  vorhanden  gewesen  wSre.  Jede« 
der  Gase  dehnte  sich  dadurch  auf  den  doppelten  Baum  aus ,  sein  Druck  musste 
dadurch  die  Hälfte  des  frühem  werden,  die  Un Veränderlichkeit  des  äussern 
Druckes  zeigt  daher  ebenfalls,  dass  auch  die  Drucke  verschiedener  Gase  sick 
Summiren. 

Diese  Mischung  der  Gase  ihrem  Gewichte  entgegen  bezeichnet  man  wi 
dem  Namen  der  Diffusion  der  Gase.  Das  ausgedehnteste  und  wichtigste  Bei- 
spiel derselben  zeigt  uns  unsere  Atmosphäre,  welche,  wie  wir  bereits  frfllNr 
erwähnten,  ein  Gemische  zweier  Gase,  Sauerstoff  und  Stickstoff,  ist.  ObwoH- 
nämlich  der  Sauerstoff  schwerer  ist  als  der  Stickstoff  und  zwar  im  Yerfaältiiai 
von  110  zu  97,  so  zeigt  die  Luft  doch  an  allen  Stellen,  wo  sie  auch  ge8ch(^ 
wird,  ganz  dieselbe  Zusammensetzung  von  79  Theilen  Stickstoff  und  21  Tbch 
len  Sauerstoff. 

Trennt  man  zwei  Gase  durch  eine  poröse  Scheidewand,  z.  B.  durch 
poröse  Thonplatte  oder  durch  ein  Gjpsdiaphragma,  dessen  Poren  so  enge  aiad, 
dass  in  Folge  selbst  bedeutender  Drucke  die  Gase  nur  mit  geringer  (xesch 
digkeit  hindurchfliessen ,  so  zeigt  sich,  dass  auch  durch  solche  Scheide 
hindurch  die  Gase  sich  mit  grosser  Geschwindigkeit  mischen.    Sorgt  man 
dafür,  dass  der  Druck  auf  beiden  Seiten  der  Scheidewand  während  der 
Dauer  des  Versuches  genau  gleich  ist,   so  sieht  man,   dass  die  in  en 
gesetzter  Bichtung  durch  die  Scheidewand   hindurchtretenden  Gk^volu 
keineswegs  gleich  sind,  dass  also  die  chemisch  verschiedenen  Gase  die  Schei 
wand  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  durchdringen. 

Die  ersten  genaliem  Versuche  über  die  Diffusion  der  Gase  durch 

porösei  Scheidewände  rühren  von  Graham  ^)  her.    Derselbe  Hess  verschi« 

Gase ,  die  er  in  Bohren ,  welche  mit  einem  trockenen  Gypspfropf  verscM 

waren,  über  Quecksilber  absperrte,  in  atmosphärische  Luft  diffundiren, 

fand,  dass  das  gegen  Luft  unter  constantem  Drucke  ausgetauschte  (Jasvoluntfi 

nahezu  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit  der  Gase  umgekehrt  propoi<- 

tional  war.    So  verhält  sich  z.  B.  die  Dichtigkeit  der  Luft  zu  der  des  Wasstf*^ 

Stoffes  wie 

1,000  :  0,06926, 
oder  wie 

14,43  :  1 ; 

für  1  Volumen  Luft,   welches  in  die  Diffusionsröhre  durch  den  Ojpspfro|i 

eingetreten  war,  traten  nun  3,1  Volumina  Wasserstoff  aus;  die  Quadratwunek 

aus  den  Dichtigkeiten  der  Luft  und  des  Wasserstoffes  verhalten  sich  aber  A 

3,8  :  1;  man  sieht,  dass  die  ausgetauschten  Gasmengen  nahezu  im  umgeketo^ 

ten  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten  stehen. 

1)  Graham,  Poggend.  Annalen.  Bd.  XVII  und  XXVIII. 
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Da  die  sich  austauschenden  Oasmengen  diejenigen  sind,  welche  in  glei- 
chen Zeiten  durch  die  Scheidewand  hindurchtreten ,  so  messen  sie  zugleich  die 
Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  verschiedenen  Gase  durch  die  Scheidewand 
hixidurchfliessen. 

Vorhin  sahen  wir,  dass  die  Ausflussgeschwindigkeiten  verschiedener  Gase 
^Us  Oe&ungen  in  dünner  Wand  unter  gleichem  Drucke  den  Quadratwurzeln 
(kiiB  ihren  Dichtigkeiten  umgekehrt  proportional  sind.  Die  Diffasionsgeschwin- 
ii^keiten  verhalten  sich  also  nahezu  wie  die  Ausflussgeschwindigkeiten  aus 
dünner  Wand. 

Graham  nahm  nun  an,  dass  die  Dififusionsgeschwindigkeiten  mit  den  Aus- 
flussgeschwindigkeiten  genau  Übereinstimmen,  und  gründete  darauf  eine  Er- 
Uftrung  der  Diffusionserscheinungen.  Nach  dieser  verbreitet  sich  ein  Gas  in 
^ist  anderes  gerade  so  wie  in  den  leeren  Kaum  und  die  Bewegung  erfolgt  mit 
derselben  Geschwindigkeit.  Die  Poren  der  Thonplatte  sieht  man  dann  an  als 
Oeffiiungen  in  dünner  Wand  und  dann  folgt  unmittelbar,  dass  die  ausgetausch- 
ten Gbsmengen  sich  verhalten  müssen,  wie  die  reciproken  Werthe  aus  den 
Quadratwurzeln  der  Dichtigkeiten. 

Bansen  ^)  machte  jedoch  später  darauf  aufmerksam ,  dass  die  Erklärung 
>ü«lit  zulftssig  sei ,  da  nur  bei  Anwendung  von  Oef&iungen  in  dünner  Wand 
die  Ausflossgeschwindigkeiten  in  dem  erwähnten  Verhältnisse  stehen,  nicht 
*ber  bei  Anwendung  von  Röhren;  nach  den  Versuchen  von  Girard  strömen 
l>ot  gleichem  Drucke  durch  lange  Bohren  Luft  und  Leuchtgas  mit  gleicher  60- 
^hwindigkeit.  Es  ist  demnach  auch  wahrscheinlich,  dass  bei  Anwendung  von 
porösen  Diaphragmen  die  Gase  wenigstens  nicht  wie  durch  Oeffnungen  in  dün- 
itflr  Wand  fliessen. 

BuStsen  wies  nun  auch  durch  den  Versuch  nach,  dass  sich  eine  poröse 
^heidewand  nicht  wie  ein  System  von  Oeffnungen  in  dünner  Wand  verhalte, 
^  fimd  z.  B.,  dass  die  Geschwindigkeiten,  mit  .denen  Wasserstoff  und  Sauer- 
^IF  durch  einen  trocknen  Gypspfropf  hindurchfliessen ,  sich  nicht  verhalten 
^^  die  reciproken  Werthe  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten,  also  wie 


9,995 

sondern  wie  1  :  ^r— >  dass  also  der  Wasserstoff  anstatt  nahezu  4mal  nur  2,73mal 

2,73' 

^^^scher  durch  die  poröse  Platte  hindurchgeht ,  wie  Sauerstoff.    Die  Poren  des 
^ypgpfropfes  verhalten  sich  also  wie  ein  System  capillarer  Bohren.    * 

Bunsen  wies  dann  femer  nach,  dass  die  bei  der  Diffusion  sich  austauschen- 
den Gasmengen  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  die  unter  Druck  durch  eine 
por9se  Scheidewand  hindurchflicssenden  Gase,  dass  nämlich  die  Geschwindig- 
bit,  mit  welcher  eine  Gasart  ein  solches  Diaphragma  ducchströmt,  innerhalb 
gewisser  Grenzen  proportional  ist: 


1)  Bunsüfi,  Gasometrische  Methoden.  Braunachweig,  1867. 
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1)  der  Druckdifferenz  des  Gases  oberhalb  und  unterhalb  des  Diaphn^ 

2)  einem  Reibungscoefficienten ,  der  von  der  Natur  des  Gases  uad 
Diaphragma  abhängt. 

Damach  müssen  wir  also  die  erste  Theorie  dahin  modificiren,  dass 
DÜfusionsgeschwindigkeit  der  Gase  nicht  dieselbe  ist,  als  die  AasstrOmu 
geschwindigkeit  aus  einer  OefEhung  in  dünner  Platte,  sondern  mit  degen 
übereinkommt,  mit  welcher  Gase  durch  enge  Bohren  treten. 

Die  Diffusion  der  Gase  durch  trockne  poröse  Scheidewände  ibt  dem 
nicht,  wie  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten ,  eine  Folge  der  Moleknlaraaxiel 
zwischen  den  verschiedenen  Gasen,  die  nach  und  nach  in  die  Scheide« 
eindringen,  sondern  nur  ein  besonderer  Fall  des  Ausströmens  der  Gsse, 
zeigt,  dass  in  gewisser  Weise  ein  mit  einem  Gase  erfüllter  Baum  sich  gi 
ein  anderes  Gras  verhält  wie  ein  leerer  Baum;  die  Diffusionsgeschwindi^ 
folgt  daher  denselben  Gesetzen  wie  das  Ausströmen  der  Oase  durch  capi 
Röhren  in  den  leeren  oder  mit  Gas  von  geringerer  Dichtigkeit  erfüllten  Bt 

§.  113. 

Stoss  und  Widerstand  der  Luft.  Wenn  die  bewegte  Luft  g< 
einen  festen  Körper  stösst,  so  verliert  sie,  wie  jeder  bewegte  Körper,  i 
er  auf  einen  ruhenden  trifft,  an  Geschwindigkeit.  Diese  Geschwindigkeit^ 
auf  den  getroffenen  Körper  übertragen,  und  ist  der  Anstess  hinlänglich  gi 
so  kann  letzterer  durch  den  Stoss  der  Luft  in.  Bewegung  gesetzt  werden. 
ist  es  der  Stess  der  Luft,  welcher  die  Segelschiffe  treibt,  oder  die  FlOgd 
Windmühlen  dreht.  Die  Kraft,  welche  die  bewegte  Luft  ausübt,  lässt 
nach  den  frühem  Gesetzen  bestimmen,  sie  ist  proportional  dem  Produkte 
der  Masse  der  bewegten  Luft  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  -der 
wegung.  Je  rascher  daher  die  Bewegung  der  Luft  ist,  um  so  kräftiger 
auch  die  Wirkungen,  welche  ihr  Stess  hervorruft.  Die  zerstörenden  Wid 
gen  der  Orkane  sind  bekannt. 

£iner  auf  den  ersten  Blick  sehr  auffallenden  Erscheinung  müsses 
hier  erwähnen,  auf  welche  Clement  Desormes  im  Jahre  1826  beim  Ben 
der  Schmelzöfen  von  Fourchambault  durch  den  dortigen  Ligenieur  Griffitk 
merksam  gemacht  wurde.  Ein  Brett  von  Tannenholz,  welches  ein  AiIn 
vor  die  Mündung  eines  starken  Gebläses  hielt,  wurde  nicht,  wie  man  erw« 
sollte,  abgestessen,  sondern  sehr  kräftig  angezogen;  diese  Erscheinung  i 
jedoch  nur  dann  ein,  wenn  die  Mündung  des  Blasrohres  in  einer  ebenen  Fl 
sich  befindet;  dann  wird  das  Brett  abwechselnd  angezogen  und  wieder  et 
abgestossen,  während  die  Luft  sehr  heftig  durch  den  Zwischenraum  zwiN 
Platte  und  Brett  entweicht. 

Mit  .dem  kleinen  Apparate  Fig.  178  kann  man  den  Versuch  kifiht 
stellen.  Eine  Glasröhre  mündet  in  der  Mitte  einer  Scheibe  und  in  einigvl 
femung  von  letzterer  ist  eine  zweite  nicht  durchlöcherte  Scheibe  mitteb  i^ 
Drähte  festgehalten,  welche  sich  der  Mündung  der  Bohre  nfthem  kau.  B 
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Fig.  178. 


zllftig  in  die  Bohre  bei  b  hinein,  so  sieht  man,  wie  sich  die  Scheibe  c, 
re  entgegen ,  zur  Scheibe  a  hinbewegt  und  dort  mit  geringen  Oscil- 
stgehalten  wird. 

iffallend  diese  Erscheinung  auf  den  ersten  Blick  ist,  so  bietet  ihre 
doch  keine  Schwierigkeit.  Indem  nämlich  die  verdichtete  Luft  aus 
strömt,  breitet  sie  sich  sofort 
ischenraum  zwischen  den  beiden 
US.    Da  sie  die  Geschwindigkeit  ^ 

gong  beibehält,  so  kann  sie  den 
it  mit  Luft  von  der  Dichtigkeit 
)häriscben  anfüllen.  Von  unten 
Icheibe  daher  durch  den  üeber- 
atmosphärischen  Druckes  nach 
n  die  Mündung  der  Bohre  ge- 

)o  wie  die  bewegte  Luft  einen 
'  Geschwindigkeit  verliert,  wenn 
andere  Körper  stösst,  so  muss 
reschwindigkeit  eines  in  ruhen- 
Bwegten  Körpers  abnehmen,  da 
die  ruhenden  Luftmassen  stösst  und  diese  aus  der  Stelle  drängen 
nun  die  Wirkung  des  Stosses  bewegter  Luft  dem  Quadrate  der  Ge- 
leit proportional  ist,  so  sieht  man  leicht,  dass  der  Widerstand,  den 
aft  der  Bewegung  eines  Körpers  entgegensetzt,  ebenfalls  dem  Qua- 
jeschwindigkeit  des  letztem  proportional  sein  wird. 

cann  sich  davon  auch  leicht  durch  folgende  TJeberlegung  überzeugen. 

'e  Geschwindigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  t  und  während  der  unend- 
ti  Zeit  J  t  gleich  v ,  und  verdrängt  er  während  dieser  Zeit  die  Luft- 
80  überwindet  er  den  Luftwiderstand  dadurch ,  dass  er  dieser  Luft- 
Geschwindigkeit  V  ertheilt.    Die  dazu  erforderliche  Kraft  ist  aber 

i  Gleichung  I  gleich  -^,  oder  auch,  wenn  wir  den  in  der  Zeit  Jt 

gten  Weg  mit  Js  bezeichnen,  da  dann  v  =  -^,  gleich  —^iv '  ^® 
it  nun  aber  dem  in  der  Zeit  Jt  zurückgelegten  Wege  proportional, 
r  dieselbe  setzen  können  m  =  (i .  J  s.  Setzen  wir  diesen  Werth  in 
idruck  ein,  so  erhalten  wir  für  die  zur  TJeberwindung  des  Wider- 

forderliche  Kraft  ft .  ^tj  oder  ft  v^.    Li  Folge  des  Luftwiderstandes 

gerade  so,  als  wenn  an  dem  Körper  eine  seiner  augenblicklichen 
}richtung  entgegengesetzte,  dem  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 
ale  Kraft  angriffe.  Daraus  folgt  aber,  dass  sein  Verlust  an  Ge- 
leit in  jedem  Augenblicke  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  pro- 
st. 
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Dieses  von  Newton  zuerst  aufgestellte  Widerstandsgesotz  schliessi 
jedoch  der  Erfahrung  nicht  genau  an,  dieselbe  zeigt  vielmehr,  dass  das  Wid 
Standsgesetz  selbst  für  verschiedene  Geschwindigkeiten  verschieden  ist. 
langsame  Bewegungen,  z.  B.  die  Schwingungen  eines  Pendels  kann  man  d 
Widerstand  der  Luft  der  Geschwindigkeit  proportional  setzen,  für  sehr 
Bewegungen  dagegen  nimmt  er  in  einem  noch  raschem  VerhSltnisse  zu, 
das  Quadrat  der  Geschwindigkeit.    Der  Grund  davon  ist  der ,  dass  bei  jc^er 
Bewegung  vor  dem  bewegten  Körper  eine  Verdichtung  der  Luft  entsteht, 
langsamer  Bewegung  gleicht  sich  nun  diese  Verdichtung,   da  sie  sich 
auf  die  entferntem  Luftschichten  übertr^,  bald  aus,  so  dass  der  Körper  l>€i 
seinem  Vorschreiten  die  Luft  schon  wieder  in  der  gewöhnlichen  Dichtiglceit 
vorfindet;  bei  raschem  Bewegungen  ist  das  nicht  der  Fall,  da  findet  die  A.U8- 
weichung  der  Lufttheilchen  nicht  so  rasch  statt,  so  dass  vor  den  hewegtBB 
Körpern  eine  Schicht  verdichteter  Luft  sich  befindet.     Hinter  denselben    ^' 
gegen  ist  die  Luft  verdünnt ;  denn  bei  sehr  rascher  Bewegung  kann  die  LtfuA 
nicht  rasch  genug  in  den  vorher  von  dem  Körper  eingenommenen  Baom  ein- 
dringen, um  dort,  gleich  nachdem  der  Körper  sich  fortbew^  hat,  dieii^''^ 
male  Dichtigkeit  wieder  herzusteUen.    Es  tritt  also  zu  der  vorhin  betrachtete 
Ursache  eines  Geschwindigkeitsverlustes  bei  sehr  raschen  Bewegungen  nedi 
die  hinzu ,  dass  der  Körper  in  der  seiner  Bewegung  entgegengesetzten  Rki^ 
tung  einen  starkem  Druck  erflihrt  als  in  der  Richtung  derselben. 

Ausser  von  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  hängt  der  md^i^ 
stand  der  Luft  auch  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  desselben  oder  genauer  if^ 
dem  Flächeninhalt  des  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrechten  QuersdauÜ^ 
des  Körpers,  denn  mit  diesem  ändert  sich  in  obigem  Ausdruck  der  GoefB' 
cientft.  Je  grösser  dieser  Querschnitt  ist,  eine  um  so  grössere  Luftmenge  mtMM^ 
der  Körper  aus  der  SteUe  drängen.  Es  ist  unmittelbar  ersichtlich ,  dass  äiee^ 
zu  verdrängende  Luftmenge  imd  somit  der  Widerstand  der  Luft  der  Gross« 
dieses  Querschnittes  einfach  proportional  ist. 

Bei  gleicher  Gestalt  und  gleicher  Geschwindigkeit  zweier  bewegter  Körp^ 
mit  verschiedener  Masse  ist  ferner  klar ,  dass  der  Körper  mit  kleinerer  Hass^ 
eine  stärkere  Verzögerung  erfahren  muss  als  der  Körper  mit  grösserer  Mas0^ 
weil  er  bei  kleinerer  lebendiger  Kraft  genau  denselben  Widerstand  zu  fibcr 
winden  hat.   Daraus  folgt  dann  unmittelbar,  dass  beim  freien  Fall  in  der  Luft 
leichte  Körper  langsamer  fallen  müssen  als  schwere,  so  dass  wir  in  dem  Wiitir- 
stände  der  Luft,  ausser  in  dem  §.  90  erwähnten  Gewichtsverluste  der  Körper 
in  der  Luft,  den  Grund  für  die  beobachteten  Abweichungen  vom  FallgeseUf 
erkennen. 


Dritter  Abschnitt. 

Yon  der  Wellenbewegung. 


Erstes  Kapitel. 
Theoretische  Frincipien  der  Wellenbewegimg. 

§.  114. 

Schwingende  Beweg^ung  eines  Punktes«  Wenn  ein  materieller 
^^Uikt  Ä  (Fig.  179),  welcher  durch  irgend  welche  Kräfte  in  einer  bestimmten 
I<age  so  festgehalten  wird,  dass  er,  sobald  er  aus  derselben  fortgeschoben  ist, 
^^ieder  in  seine  frühere  Lage  zurückgezogen  wird,  durch  eine  äussere  Kraft 
^^  seiner  Gleichgewichtslage  nach  B  entfernt  und  dann  der  Wirkung  der  ihn 
^  die  Buhelage  zurückziehenden  Kräfte  über-  p^    j^ 

I    '^öaen  wird,    so  wird  er  zunächst  wieder  in    -  ^ 

*ouie  frühere  Lage  zurückkehren.   Da  aber  die  ' 

Krsfte,  welche  den  Punkt  zurückziehen,  so  lange  auf  ihn  wirken,  bis  er  die 
I^age  in  Ä  wieder  erreicht  hat,  so  ist  die  ihm  ertheilte  Bewegung  eine  be- 
BcUennigte,  und  der  Punkt  ist  in  Ä  mit  einer  gewissen  gegen  C  gerichteten 
^ksehwindigkeit  begabt.  In  Folge  dieser  Geschwindigkeit  muss  nun  der  Punkt, 
gerade  wie  das  bewegte  Pendel  über  die  verticale  Lage,  sich  über  die  Buhe- 
Uge  hinaus  gegen  C  hin  bewegen.    Yon  der  Zeit  an  aber,  wo  er  die  Buhelage 
ttaeh  der  andern  Seite  verlassen  hat,  wirken  die  ihn  nach  A  ziehenden  Kräfte 
wieder  auf  den  Punkt  ein.     Diesmal  aber  sind  sie  der  Bewegung  entgegen- 
gerichtet, bewirken  also,   dass  die  Bewegung  des  Punktes  eine   verzögerte 
wirdf  bis  er  in  dem  Abstände  ÄC  von  A  auf  einen  Augenblick  in  Buhe  kommt, 
wenn  durch  die  Wirkung  der  nach  A  gerichteten  Kräfte  die  dem  Punkte  auf 
dem  Wege  BA  ertheilte  Geschwindigkeit  vernichtet  ist. 

Der  Abstand  AC  ist  gleich  dem  Abstände  AB,  da  der  bewegte  Punkt 
die  Geschwindigkeit  in  A  nur  in  Folge  der  gegen  A  gerichteten  Kräfte  erhalten 
hatte,  und  dieselben  Kräfte  es  sind,  welche  die  Bewegung  desselben  hemmen. 
Von  C  ans  wird  dann  der  betrachtete  Punkt  gerade  so  nach  A  zurückkehren, 
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wie  vorher  von  -ß,  wird  ebenso  in  Folge  der  auf  diesem  W^  erlangten 
Geschwindigkeit  sich  über  Ä  hinausbewegen  nach  B  hin,  weiter  von  B  wieder 
über  Ä  nach  C  und  so  fort.  Kurz  der  Punkt  wird  eine  hin  und  her  gehende 
Bewegung  um  den  Punkt  Ä  vollführen,  indem  er  in  Folge  der  ihn  gegen i 
hinziehenden  Kräfte  sich  abwechselnd  der  Gleichgewichtslage  n&hert  imd  m 
ihr  entfernt. 

Eine  solche  hin  und  her  gehende  Bewegung  eines  Punktes  mn  eine  kl* 
stimmte  Lage  nennt  man  eine  schwingende  Bewegung,  sie  wird  überall 
eintreten,  wo  ein  Punkt  aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  ist,  ohne 
eine  neue  Gleichgewichtslage  übergeführt  zu  sein ;  ein  specielles  Beispiel 
solchen  haben  wir  bereits  früher  beim  Pendel  kennen  gelernt,  welches  il 
Folge  der  Schwerkraft  Schwingungen  um  die  Verticale  vollführt 
Arten  von  schwingenden  Bewegungen  der  einzelnen  Theile  f^ter,  fl 
und  gasförmiger  Körper  werden  wir  demnächst  zu  betrachten  haben. 

Den  Abstand  der  äussersten  Punkte  der  Bahn  des  Beweglichen  von 
Buhelage,  die  Länge  ÄBy  nennen  wir  die  Schwingungsweite  oder  Ampül 
der  Schwingung,  und  die  Zeit,   welche  der  Punkt  zum  Zurücklegen 
ganzen  Schwingung  gebraucht,   das  heisst,   um  den  Weg  von  B  nach  C 
wieder  zurück  zu  durchlaufen,  die  Schwingungsdauer.   Den  Bewe^ 
des  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  oder  an  einer  Stelle  a  der  Bahn  d 
nennt  man  die  Oscillationsphase,  so  dass  also  die  Phase  durch  den  Abstand 
von  der  Buhelage ,  die  Geschwindigkeit  und  Bewegungsrichtong  des 
in  dem  betrachteten  Augenblicke  bestimmt  wird.  Während  einer  ganzen 
lation  ist  der  bewegte  Punkt  in  allen  möglichen  Phasen,  d.  b.,  er  nimmt 
überhaupt  bei  den  Schwingungen  möglichen  Bewegungszustände  an.    Z 
sieht  man,  dass  die  Zeit,  welche  verfiiiesst,  bis  der  Punkt  wieder  in  de: 
Phase  ist,  ebenfalls  der  ganzen  Oscillationsdauer  gleich  ist.   Die  um  eine 
Schwingungszeit  von  einander  entfernten  Phasen  nennt  man  en 
Der  bewegte  Punkt  befindet  sich  dann  in  gleichen,  aber  der  Sichtung 
entgegengesetzten  Bewegungszuständen;  die  Abstände  von  der  Ruhelage 
dann  gleich,  aber  an  verschiedenen  Seiten,  und  die  Gleschwindigkeiten 
gleich ,  aber  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet. 

Wir  nahmen  vorhin  an,  dass  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes 
durch  eingeleitet  wurde,  dass  äussere  Kräfte  denselben  nach  B  entf( 
und  dann  ihn  der  Wirkung  der  nach  A  gerichteten  Kräfbe  überliessen;  es 
jedoch  klar,  dass  die  schwingende  Bewegung  auch  dadurch  eingeleitet 
kann ,  dass  dem  Punkt  A  durch  einen  Stoss  eine  gewisse  nach  B  gm 
Geschwindigkeit  ertheilt  wird.  £r  wird  sich  dann  in  der  Richtung  nach  A 
bewegen,  bis  durch  die  Wirkung  der  ihn  nach  A  zurückziehenden  Kräfte  il 
dem  Punkte  ertheilte  Geschwindigkeit  aufgehoben  wird,  dann  sich  mit  te*; 
schleunigter  Bewegung  nach  A  zurückbewegen,  darüber  hinaus  gegen  C 
und  von  da  an  ganz  in  der  vorhin  betrachteten  Weise  über  A  nach  5,  «a 
soeben  betrachteten  Schwingungen  zu  vollführen. 
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§.  116. 

Gtoseftse  der  sohwingenden  Bewegung  einee  Punktes.  Um  die 
schwingende  Bewegung  eines  Punktes  zu  bestimmen,  ist  es  noth wendig,  in 
jedem  Augenblicke  den  Ort  sowohl  als  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  der 
OrOsse  und  Richtung  nach  zu  kennen.  Wir  werden  daher  eine  Gleichung  auf- 
zusuchen haben,  worin  der  Abstand  des  beweglichen  Punktes  von  der  Buhe- 
Ui^,  femer  die  Geschwindigkeit  desselben  als  abhängig  von  der  Zeit  dar- 
gestellt wird.  Es  ist  nun  klar,  dass  beides  wesentlich  davon  abhängt,  nach 
Welchem  Gesetze  die  Kraft,  welche  deu  Punkt  gegen  die  Gleichgewichtslage 
auszieht,  sich  mit  dem  Abstände  desselben  von  der  Ruhelage  ändert. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  auf  den  Punkt  in  jedem  Augenblicke  wir- 
Ice&de  Ejraft  dem  Abstände  desselben  von  der  Gleichgewichtslage  einfach  pro- 
portional ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Kraft,  welche  den  Punkt  zurückzieht, 
Wemi  er  sich  im  Abstände  y  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  mit  tf;,  und 
mitjp  eine  Constante,  so  ist  unsere  Yoraussetzug  dargesteUt  durch 

Wir  müssen  dem  Ausdrucke  für  tf;  das  negative  Vorzeichen  geben,  da 
i  die  Bichtung,  nach  welcher  der  Pimkt  gezogen  wird,  immer  der  Richtung 
entgegengesetzt  ist ,  nach  welcher  derselbe  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 
ist;  befindet  sich  der  Punkt  rechts  von  Aiaa  (Fig.  179),  so  wird  er  nach  links 
bin  gezogen,  befindet  er  sich  aber  zur  Linken  von  Ä^  so  wird  er  nach  rechts 
hin  gezogen.  Setzen  wir  in  unsere  Gleichung  für  t^  den  Abstand  2/=  ^i 
80  wird 

*  =  —  i>, 
so  da8S|>  die  Kraft  bedeutet,  welche  den  beweglichen  Punkt  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage zieht,  wenn  er  sich  in  der  Einheit  des  Abstandes  vor  derselben 
befindet. 

Wir  messen  die  Kraft  p  nun  am  bequemsten  durch  die  Beschleunigung, 
welche  sie  dem  betrachteten  Punkte  ertheilt;  nennen  wir  diese  k  und  die  Masse 
des  Punktes  m,  so  ist  nach  §.  12 

m 

und  ist  nun  q>  die  Beschleunigung,  welche  die  im  Abstände  y  wirksame  Kraft 

ertheflt,  so  ist 

ff  =  —  k  ,  y. 

Bei  dieser  speciellen  Voraussetzung  erkennt  man  nun  leicht,  dass  die 
GrOsse  der  Amplitude  auf  die  Oscillationsdauer  ohne  Einfiuss  ist.  Denn  da 
die  bewegende  Kraft  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Ruhelage  proportional 
ist,  so  wächst  in  eben  demselben  Verhältnisse,  in  welchem  die  Amplitude  der 
Schwingung  zuninunt,  auch  die  Beschleunigung  und  somit  die  Geschwindig- 
keit der  Bewegung.    Der  grössere  Raum  wird  aber  bei  der  in  demselben  Ver- 
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hältniss  grossem  Geschwindigkeit  in  derselben  Zeit  durchlaufen  als  der  kl 
nere  Raum  mit  der  kleinem  Geschwindigkeit. 

Nehmen  wir  deshalb  eine  Oscillation ,  nach  welcher  der  Punkt  in  seil 
Ruhelage  wieder  ankommt,  wenn  er  im  Anfange  derselben  davon  aasgb 
als  geschlossenes  Ganzes,  und  bezeichnen  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braue 
um  dieselbe  zurückzulegen,  mit  T,  so  wird  es  am  bequemsten  sein, 
Zeit  t,  von  welcher  wir  den  Abstand  y  des  Punktes  von  der  Ruhelage  so^ 
die  diesem  Abstände  entsprechende  Geschwindigkeit  abhängig  darstellen  i« 
len,  von  dem  Anfange  einer  solchen  Oscillation  zu  rechnen  und  sie  jlm 
Theilen  der  Oscillationsdauer  zu  messen. 

Nennen  wir  nim  die  Amplitude  der  Schwingung  er,  so  leitet  die  ana 
tische  Mechanik  fOr  den  von  uns  angenommenen  Fall  aus  der  Gleichung  : 
die  beschleunigende  Kraft 

fp  =  —  Je  ,y 

als  Gleichung  zwischen  y  und  t  ab 

t^  =  a  •  sm  2x5  •  y, 

und  als  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  v  des  bewegten  Punktes  zur  Zei 

if  =  a  -^  •  cos  2x5  ^  =  /J  .  cos  2x5  »r, 

wenn  wir  annehmen,  dass  zur  Zeit  /  =  0  oder  zu  Anfang  der  Bewegung  d 
bewegliche  Pimkt  sich  in  der  Ruhelage  befindet,  er  also  durch  einen  Stoss 
Bewegung  gesetzt  wird. 

Wir  müssen  es  uns  versagen ,  die  Ausdrücke  für  y  und  v  aus  der  Gl< 
chung  für  tp  herzuleiten,  da  es  nicht  ohne  Anwendung  der  Integralrechnui 
geschehen  kann.  Wir  wollen  dagegen  nachweisen,  dass  aus  der  erst 
Gleichung 


y  =  a  •  sm  2  TT 


T 

für  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Ruhelage  zur  Zeit  *  die  Gleichui 
welche  die  Geschwindigkeit  darstellt,  hervorgeht,  und  dass  diese  Gleich« 
auf  einen  Ausdruck  für  die  beschleunigende  Kraft  der  dureb  die  Gleichung 
dargestellten  Bewegung  führt,  welche  mit  dem  von.  \ms  angenommenen  ül 
einstimmt.  Dann  wollen  wir  weiter  zeigen ,  dass  Aie  durch  Gleichung  (>) 
gestellte  Bewegung  diejenige  ist,  welche  wir  im  vo~^vjötL%-^^*^^^®^^^^^  "■ 
Wir  sahen  früher,  §.  1,  dass  wir  bei  unglci^JjS&tvöi^^i^^e^egunge 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  an  vtgen  .«^«^^«^  ^^^^  ^^^  ^'^ 
halten  durch  den  Quotienten 

hum  Stück  des  vo«3  dett.:B.^^rc<sx  ^^'  tS'^t'^^ 
daas  wir  die  GescfcmNnnd:^k^Y^'i\\.Xv^^^'^^^ 
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dasselbe  darchlftnft,  als  constant  annehmen  dürfen,   und  Jt  die  Zeit  ist,  in 
^v^elcsher  der  Körper  den  Baum  zurücklegt. 

Ist  nun  der  Abstand  des  Punktes  y  von  seiner  Buhelage  zur  Zeit  t 

y  =  a  •  sm  2ji;^, 

so  erhalten  wir,  da  der  Punkt  in  der  kleinen  Zeit  Jf  den  Weg  Jy  zurücklegt, 
nir  den  Abstand  y  -\-  Jy  zur  Zeit  t  -\-  Jt 

y  -{-  Jy  =  a  -  sin  2n  (y  +  -jr  j  • 

Drücken  wir  nun  den  Sinus  der  Summe  nach  der  bekannten  trigonome- 
trischen Formel  durch  Sinus  und  Cosinus  der  einzelnen  Summanden  aus, 
8o  wird 

y  4"  ^y  =  ^  •  si'i  27r  •  ^  •  cos  27r  ;  ^   +  a  •  cos  2x5  •  ^  •  sin  2n  -   j,  » 

Subtrahiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  y^  so  wird 

^  =  a  •  sin27r  •  ^  •  cos  27i;  •  -^  +  a  •  cos  27i;  •  ^r  •  sin  27r  •  - «, a  •  sin  27i;  •  y-  • 

Die  Zeit  ^t  ist  so  bestimmt,  dass  während  derselben  die  Geschwindig- 
Köit  constant  seij  das  ist  dieselbe  aber  nur  für  eine  verschwindend  kleine  Zeit, 
l^esbalb  können  wir  ohne  üngenauigkeit  setzen 

cos  27t  •  -rp-  =  1, 


sin  2n 
Dadurch  wird  dann 

oder 

Jy  =^a 


Jt 


=  27t  . 


Jt 

r 


«•sin27t*^  -(-«•27t'  ~rjy-  -cos  27t 


t 

T 


«  •  sm  27t  •  ÄTi 


27t 


Jt 
T 


cos  27t  •  TiT 


t 

T 


Jy 

V  =  — -  =  et 
Jt 


'^^d  wenn  wir  an  beiden  Seiten  durch  Ji  dividiren ,  schliesslich 

-„,    •  cos  27t  •  „, (II). 

Wir  sehen  also,  dass  bei  einer  Bewegung,  bei  der  die  Abstände  y  des 
°®Weglichen  von  der  Buhelage  dureh  die  Gleichung  (I)  dargestellt  werden, 
^  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  durch  die  Gleichung  (II)  dargesteUt  wird. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  nun  nachweisen ,  dass  diese  Bewegung 
^^Uth  eine  Kraft  veranlasst  wird,  welche  den  Abständen  y  proportional  ist, 
oder  dass 

9  =  —  k  '  y  9=  —  Ä:«asin27t«  ^ 

Wir  sahen  im  §.  1 ,  dass  bei  ungleichförmigen  Bewegungen ,  bei  welchen 

&  Geschwindigkeit  sich  stets  ändert,  die  Beschleunigung  der  Bewegung  in 

J6dem  Augenblicke  dargesteUt  wird  durch  den  Quotienten 

Jf> 


Jt' 


Wüunm,  Fli7ilk  I.    2.  Aafl. 
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worin  Av  die  Grösse  ist,  um  welche  die  Geschwindigkeit  v  des  E5rpen 
rend  der  sehr  kleinen  Zeit  M  zunimmt,  indem  dieser  Quotient  angibt,  v 
viel  die  Geschwindigkeit  in  der  Einheit  der  Zeit  zunehmen  wflrde,  wem 
jedem  Zeittheilchen  Ai  um  die  gleiche  Grösse  Av  zunähme.  Wir  halM 
vorhin  die  Beschleunigung,  des  Punktes  in  dem  Abstände  y  von  der  < 
gewichtslage  tp  genannt,  es  ist  daher 

der  Ausdruck,  welcher  uns  in  den  Stand  setzt,  aus  der  in  jedem  Angei 
vorhandenen  Geschwindigkeit  der  Bewegung  die  Beschleunigung  derse' 
erhalten. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  in  unserem  Falle  in  der  Zeit  Ai  sich 
schwindigkeit  um  Av  ändere,   so  ist  nach  Gleichung  (11),   welche  1 
Geschwindigkeit  v  zu  jeder  Zeit  i  gibt, 

t;  +  ^v  =  of  •  -j^  •  cos  2«  .  /  y  +  -y- j 
und  gerade  wie  vorhin 

t;+iiJt;=a  •  ^  •  cos27r  •  ^  •  cos27C  •  np «  •  -^  •  sm2jt  •  ^  •  sm2 

Da  wir  hier  ebenfalls  Ai  verschwindend  klein  setzen  müssen,  so  ist  wi( 

c%        At        ^ 

cos  2«  •  -ST  =  1, 


^    ci        Ai       ^        dt 
sm  27r  •  -jr  =  2x5  •  ^ 


und  somit 


V  -j-  Av  =  a  '  -jT  •  cos  29C  •  ^  —  a  •  ^  •  -J^  •  sin  27t  •  »,-  • 
Ziehen  wir  an  beiden  Seiten  t;  ab ,  so  wird 

Av  =s  —  a  '  -=^  '  At  '  BiD.2n  '  Y 

und  dividiren  wir  durch  Atj  schliesslich 

Jv  4w«      .    ^        t 

q)  =:  —  =  —  a  '^  ,  sm27t  ^  Y      •     .     .    . 

ein  Ausdruck ,  der  vollständig  mit  unserer  Voraussetzung 

q>  =  —  k  .y 
übereinstimmt,  wenn  wir  die  constante  Grösse 

K  —  Yt 
oder 

setzen. 

Wir  sehen  somit,   dass  die  durch  Gleichung  (I)  dargestellte  Bei 
eine  Kraft  zur  Voraussetzung  hat,  welche  dem  Abstände  des  bewegten  P 
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DL  der  Ruhelage  proportional  ist.  Da  wir  nun  im  vorigen  §.  gesehen  haben, 
B8f  wenn  anf  einen  Punkt,  der  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  ist, 
i'artige  Kräfte  einwirken,  eine  schwingende  Bewegung  entstehen  muss,  so 
^9  dass  die  durch  Gleichung  (I)  dargestellte  Bewegung  mit  der  im  vorigen 
beschriebenen  übereinkommt.  Indess  ist  es  leicht,  durch  eine  nähere  Be- 
^htung  der  Gleichung  nachzuweisen ,  dass  sie  eine  schwingende  Bewegung 
Bestellt 

Zunächst  übersieht  man  sofort ,  dass  die  durch  die  Gleichung 

y  =  a  '  sm.  2n  •  ^ 

^S^steUte  Bewegung  eine  periodische  ist;  denn  wir  erhalten 

j,=       Ofür<  =  0,  VjT,  V^T,  %T,  */,T,  y.,  T .  .  .  . 
»  -=       «  fBr  <  =  V4  r,  */4  r.  'A  ^ 

y  =  —  «  für  <  =  V,  T,  7^  r,  >v,  r. .  . 

Denn  im  ersten  Falle  ist 

y  =  a  •  sin  Mjr  =  0, 
zweiten 

^  =  a  •  sin  (4n  +  1)  ^  =  a 

im  letzten 

2/  =  a  •  sin  (4w  -(-  3)  y  =  —  a, 

Ctr  alle  übrigen  Werthe  von  t  erhalten  wir  Werthe  für  y ,  welche  von  0 
hIgul  zwischen  +  cc  und  —  a  liegen. 

8     s±immi  nun  vollständig  mit  der  von  uns  betrachteten  Bewegung 

cf  exm  für  f  «=  0  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  in  der  Buhelage 

70      Jiach  jeder  Anzahl  von  halben  Oscillationen,   da  der  Pimkt  die 

IJ^t;ionsdauer  braucht,   um  sich  von  Ä  nach  B  oder  C  und  wieder 

Am  Ende  des  ersten  Viertel  der  Oscillationszeit  befindet 

M^  t^  an  dem  äussersten  Punkte  seiner  Bahn  und  ebenso  am  Ende 
Anzahl  von  Vierteln ,  der  Werth  von  y  ist  also  gleich  a.  Am 
9  9  . . .  überhaupt  jedes  (4n  +  1)  Viertels  befindet  er  sich  in  J?, 
3  ,  7,  11  ....  überhaupt  jedes  (4w  +  3)  Viertels  dagegen  in  C 
Ki^esetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage,  die  Zeichen  der  Ab- 
%l.so  fOr  diese  Fälle  sich  entgegengesetzt  sein. 

fen  Zeiten  sind  die  Abstände  bald  an  der  positiven,  bald 
Seite  von  Ä  grösser  als  0  und  kleiner  als  a,   wie  unsere 
trollt. 

in  der  Gleichung 

y  =  a  •  sm  27r  •  ^ 

st  rascher,  dann  langsamer  zu,  von  /  «=  0  bis  <  =  V.  '^^ 
•  ^  während  dieser  Zeit  all*»  ^^'  " 
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läuft,  und  die  Sinus  der  Bögen  anfangs  in  demselben,  später  aber  viel  lang- 
samem Verhältnisse  wachsen  als  die  Bögen.  Von  der  Zeit  t  =  ^/^T  \Ai 
t  =  ^/^T  nehmen  dann  die  Werthe  von  y  erst  langsamer,  dann  rascher  ab, 
aber  sie  haben  von  f  =  0  bis  ^  =  72  ^  dasselbe  Vorzeichen.  Für  alle  Werthe 
zwischen  t  =  ^/2  T  und  f  =  T  erhält  dann  y  das  entgegengesetzte  Zeichen, 
sein  Werth  wird  aber  von  t  =  ^/^  T  bis  t  ==y^  T  m  derselben  Weise  grössef 
als  von  ^  =^  0  bis  ^  =  V4  ^  ^^^  ^^^  t  =  ^/^  T  his  t  =  T  nach  demselb« 
Gesetze  kleiner  als  von  t  =  V4  ^'  bis  t  =  72  ^* 

Dasselbe  Gesetz  befolgen  aber  auch  die  Abstände  y  des  bewegten  Punk- 
tes von  der  Ruhelage  in  den  verschiedenen  Phasen  der  Oscillation.  In  den 
ersten  Viertel  der  Schwingung  entfernt  sich  der  Punkt  mit  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit nach  B  hin,  so  dass  also,  die  Abstände  anfangs  rascher,  dm 
langsamer  wachsen ;  in  dem  zweiten  Viertel  kehrt  der  Punkt  mit  beschleunig- 
ter Geschwindigkeit  nach  Ä  zurück ,  die  Abstände  desselben  nehmen  also  ifi- 
fangs  langsamer,  dann  rascher  ab.  In  der  ganzen  zweiten  Hälfte  der  OscillatioB 
befindet  sich  der  Punkt  auf  der  entgegengeseszten  Seite  von  Ä^  die  Absttndl 
haben  also  entgegengesetztes  Vorzeichen;  im  dritten  Viertel  wachsen  sie,  tä^ 
vierten  nehmen  sie  ab  in  derselben  Weise ,  wie  im  ersten  und  zweiten  Viertel 

Man  sieht  somit;  wie  durch  unsere  Gleichung  die  Abstände  des  bew 
Punktes  auf  das  vollständigste  bestimmt  werden,   da  wir  ipittels  d 
den  Ort  des  Beweglichen  in  jedem  Augenblicke  erhalten  können. 

Ebenso  ist  durch  eine  Betrachtung  der  einzelnen  Phasen  leicht  ersieh 
dass  die  Gleichung  (II) 

V  =  ß  -  cos  27t  '  Y 

die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  zu  jeder  Zeit  wiedergibt. 

Die  Geschwindigkeit  v  nimmt  ab,    wenn  die  Abstände  des  bew< 
Punktes  wachsen ,  da  die  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  ihn  stets  nach 
Buhelage  hinziehen;  ist  der  Abstand  gleich  der  Amplitude  der  Seh 
so  ist  die  Geschwindigkeit  gleich  0,  da  sich  dort  die  Richtung  der  Bewi 
umkehrt.     Während  dann  der  Punkt  nach   der  Ruhelage   zurückkehrt, 
die  Bewegung  eine  beschleunigte,    die   Geschwindigkeit  hat  das  en 
gesetzte  Zeichen  wie  vorhin,  sie  nimmt  aber  zu  bis  zu  dem  Augenblicke, 
2/  =  0 ,  der  Punkt  also  wieder  in  der  Gleichgewichtslage  angelangt  ist 
rend  des  dritten  Viertels  der  Oscillation  entfernt  sich  dann  der  Punkt 
von  der  Gleichgewichtslage ,  die  Geschwindigkeit  nimmt  ab ,  bis  sie  am 
dieser  Zeit  gleich  0  geworden  ist.    Von  da  ab  kehrt  sich  die  Gesch 
wieder  um  und  wird  grösser,   während  y  kleiner  wird,   bis  sie  ftlr  jf« 
wieder  ihren  grössten  Werth  erreicht.    Ganz  dieselben  Werthe  durcUiiift 
Gleichung  (11).    Der  Cosinus  ist  1  für  ^  =  0  imd  nimmt  ab  von  <  «*  0 
t  =  74  T.    Zwischen  t  =  ^/^  T  und  /•  =  y^  T  wächst  er  von  0  bis  —  1 
dann  von  i  =  '/j  ^  bis  ^  =  V4  T  geht  er  von  —  1  .bis  0-    In  der  f< 
Zeit  wächst  er  dann  wieder  von  0  bis  1 ,  während  t  von  V4  T  bis  T  Tmadi 
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Man  sieht  also ,  wie  durch  die  Gleichungen  (I)  und  (11)  die  Gesetze  der 
oillirenden  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  durch  Ej*äfte  bewegt  wird, 
seinem  Abstände  von  der  Buhelage  proportional  sind^  vollständig  dar- 
gestellt werden,  da  sie  uns  in  jedem  Augenblicke  den  Ort  wie  die  Geschwin- 
^ü^keit  des  bewegten  Punktes  nach  Grösse  imd  Richtung  wiedergeben. 

Die  Gleichung  (lU)  setzt  uns  auch  in  den  Stand,  die  Dauer  einer  ganzen 
OsciUation  zu  bestimmen,  wenn  wir  die  beschleunigende  Kraft  der  Bewegung 
l^ennen.   Denn  wir  hatten 


^^d  daraus 


=  ^''.  =27r  .  T/^  =  27t  .      /-^- 

n        y "        V(£) 


Können  wir  demnach  Je  auf  irgend  eine  Weise  unabhängig  von  T  bestim- 
*ö«n,  so  können  wir  daraus  T  berechnen.  Wir  werden  demnächst  diesen 
A.ii8dnick  zu  dem  Zwecke  benutzen. 


Fig.  180. 
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Geometrische  Darstellung  der  Sohwingiingen  eines  Punktes, 
^enn  wir  mit  einem  Radius  r,  den  wir  der  Amplitude  der  schwingenden  Be- 
wegung a  gleich  setzen,  einen  Kreis  beschreiben  und  annehmen,  dass  die 
Iraner  einer  OsciUation  T  durch  den  Umfang  des  Kreises  dargesteUt  wird,  so 
geben  uns  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen  die- 
ses Kreises  die  Abstände  des  Pimktes  von  der 
(Gleichgewichtslage  und  die  diesen  Abständen  ent- 
i|»rechenden  Geschwindigkeiten. 

Nehmen  >nr  an,  der  bewegliche  Punkt  be- 
"*ide  sich  zur  Zeit  ^  =  0  im  Mittelpunkte  dos 

^^''eises  und  er  bewege  sich  auf  dem  Durchmesser 

^^  hin  und  her,  so  wird  er  sich  nach  y,2  Undu- 

^tSon  in  y^  befinden,  denn 

y,  =  a  •  sm  27r  .  -^'^- 

^*^^d  die  in  diesem  Augenblicke  stattfindende  Geschwindigkeit  ist  dem  Cosinus 

^«  Bogens  Vi  2  ^  ^^^^  ^®^  Länge  y,  v  proportional.     Nach   V4  ^  ist  cler 

^^akt  in  a,  der  Abstand  hat  den  grössten  Werth  erreicht,  und  die  ontspre- 

^tj^nde  Geschwindigkeit  ist  gleich  0,  gleich  cos  27r  •    '*-  =  cos  ^  •    So  auch 

^^  den  folgenden  durch  die  Bögen  des  Kreises  gemessenen  Zeiten,  die  Sinus 
^'/,  y'"  der  entsprechenden  Bögen  geben  die  Abstände  des  Punktes  und  die 
^^igehOrigen  Cosinus  sind  den  Geschwindigkeiten  desselben  in  den  verschiede- 
^^  Phasen  der  Bewegung  proportional. 
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§.  117. 

Schwingende  Bewegung  eines  Punktes  unter  Annahme  einei 
andern  Kraftgesetzes.  Für  die  meisten  der  von  uns  za  untersuchendoi 
schwingenden  Bewegungen  reicht  das  von  uns  angenommene  Oesetz  der  Kraft* 
wirkimg,  welches  in  der  Gleichung 

(p  =  —  hy 

ausgedrückt  ist,  aus.  Indess  werden  wir  einige  Fälle  von  schwingenden  Be 
wegungen  zu  besprechen  haben,  bei  denen  das  Gesetz  der  Kraftwirkung  auf 
die  schwingenden  Punkte  ein  complicirteres  ist.  So  ist  sofort  das  Gesetz  der 
Kraftwirkung  An  anderes ,  wenn  der  betrachtete  Punkt  in  einem  Medium  ski 
bewegt,  welches  seiner  Bewegung  in  jedem  Augenblicke  einen  Widerstand 
entgegensetzt.  Ein  solcher  Widerstand  wirkt,  wie  wir  §.113  bemerkten,  ia 
jedem  Augenblicke  wie  eine  der  augenblicklichen  Bewegungsrichtung  entr 
gegengesetzte  Kraft;  wir  wollen  nun  den  Fall  untersuchen,  wenn  dieser  Wi 
stand  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  proportioml] 
ist.  Nennen  wir  die  Verzögerung,  welche  der  Pimkt  bei  der  Geschwin« 
keit  1  erfährt,  2^,  so  ist  die  Verzögerung  9^2 >  ^i®  ®^  erföhrt,  wenn  er 
Geschwindigkeit  v  hat. 

Wurde  nun  die  Beschleunigung  in  einem  widerstandslosen  Medium  d 
das  bisher  angenommene  Gesetz  dargestellt 

tp^=  —  h.y, 

so  erhalten  wir  jetzt  für  die  Beschleunigung  des  Punktes  in  dem  widerstel 
den  Medium 

9  =  9^1  —  92  = —  ^2^  — 2«  t^, (« 

da  wir ,  um  die  rcsultirende  Beschleunigung  zu  erhalten ,  von  der  Beschli 
gung,  welche  der  Punkt  ohne  Widerstand  erhalten  würde,  die  V 
in  Folge  des  Widerstandes  abziehen  müssen. 

Um  nun  die  Bewegung  des  Punktes  bei  diesem  Beschleuni 
darzustellen,  müssen  wir  auch  hier  wieder  aus  der  Gleichung  (a)  eine 
chung  zwischen  y  und  der  Zeit  t  und  zwischen  v  und  t  ableiten.    Wir  k 
indess  in  diesem  ebenso  wenig  wie  in  dem  vorhin  betrachteten  einfa 
Falle  eine  solche  Beziehung  ohne  Hülfe  der  Integralrechnung  ableiten;  d 
begnügen  wir  uns  auch  hier  wieder  damit,  den  Nachweis  zu  ftlhren,  daaa 
von  der  hohem  Analysis  abgeleitete  Beziehung  zwischen  y  und  t  fttr  die 
schleunigung  cp  die  Gleichung  (a)  liefert,   dass  sie  somit  das  durch  dii 
dargestellte  Beschleunigungsgesetz  zur  Voraussetzung  hat. 

Die  von  der  Analysis  aus  der  Gleichung  (a)  abgeleitete  Beziehung  iwt- 
sehen  y  und  t  ist 

y  =  A  c-*'  sin  t  .  yjc  —  «2 , 

worin  c  wie  inmicr  die  Basis  dos  natürlichen  Logarithmensystems  bedeutet 


§•   117.  Schwingende  Bewegung  bei  anderm  Kraftgeseiz.  407 

Um  die  bei  dieser  Bewegung  in  jedem  Augenblicke  stattfindende  6e- 
scliwindigkeit  v  und  Beschleunigung  9  zu  erhalten,  haben  wir  gerade  wie  in 

g.    116  die  Quotienten  -^  =  v  und  —  =  g)  zu  bilden,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  Jt  ein  verschwindend  kleines  Zeittheilchen  ist. 

Wächst  in  Gleichung  (I)  t  um  ^  t^  so  wächst  y  um  ^y^  somit  erhalten 
zunächst 


y-\-  Jy  =  A.  e-*<'  +  -^')  sin  («  +  ^  0  /ä;  —  «^ 
Entwicklen  wir  deü  Sinus  und  beachten,  dass 

80^e  dass,  weil  Jt  verschwindend  klein  ist, 

cos  /*  —  B^  .Jt  =  l  sin  l/k  —  e^  .  Jt  =  YÜ^^b'^  .  J  t, 
so  erhalten  wir 

3f4.^ys=c-«^'  1^ c-«'.  sin  t  yk-^+Ae-^^.yV-^^  Ai  cos  ^  J^^  — €^{  • 

Den  Exponentialausdruck  e~*'^*  kann  man  nun  in  eine  Beihe  entwicklen 
imd  schreiben 

e-«-*'  =1  B  J  t  -] r •••• 

Schon  das  mit  dem  Quadrat  von  ^t  behaftete  Glied  und  ebenso  alle  fol- 
genden kann  man  als  gegen  iJt  unendlich  klein  vernachlässigen.  Behalten 
^ir  die  beiden  ersten  Glieder  bei  und  fuhren  die  angedeutete  Multiplication 
*QB ,  wobei  wir  wieder  das  mit  d  t^  behaftete  Glied  vernachlässigen ,  so  wird 

If-i^  dy  =  A.  C-"  .  sin  ^ .  yjc  —  £« 

—  {f  . -4  «-•' .  sin  <  .j/k  —  B^  —  A.e-»*  /k  —  6^  .  cos  t.yk  —  e'j  Jt. 

Das  Glied  vor  der  Klammer  ist  gleich  y.    Ziehen  wir  auf  beiden  Seiten  y 
•b  ^nd  dividiren  durch  J  ty  bo  erhalten  wir 

2^  «=t;  =  — 4-C-"  I«  .  sin^ .  f/k  —  B^  —  /ä  — c^  •  cos<  • /ä— c»|-      II 

Lassen  wir  nun ,  um  q>  zu  entwickeln ,  in  dem  Ausdrucke  ftlr  v  die  Zeit  t 
J  t  wachsen ,  so  wächst  t;  um  ^  t; ,  und  es  ist  zuerst 

\t  sin (<  -f  ^  0  •  Vk^^B^  —  j/k  —  B^ .  cos  (/  +  ^  0  •  fk^^^]- 
Verfahren  wir  gerade  wie  vorhin  und  beachten ,  dass  auch  jetzt  wieder 


9 


COS  y~k  —  b'^  .  Jt=l  8irLyk  —  B^.dt  =  yk  —  B^.dt, 
^^d 


^+e-«^Mc— '  I^Ä^e«  .  cos^ .  yk—B^  —  (A;— e^ .  -^^ .  sin^ .  yk—B^\  • 
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Setzen  wir  auch  jetzt  wieder  e"*'^*  =1  —  e  J  t,  führen  die  angedeo 
Multiplication  aus ,  und  ordnen  so ,  dass  die  nicht  mit  ^  t  versehenen  Gü 
für  sich  stehen,  so  wird 

v-^Jv=—Äe'''\ssmt.j/k—s^  —  yk—s^.co8tyk—s^\ 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  v]  ziehen  wir  desh 
auf  beiden  Seiten  ab ,  dividiren  durch  d  t  und  ziehen  die  Glieder  pa 
zusammen,  so  wird 

9  =  ^  =  2  £  .  il  6—'  \s  sin  f  l/k  —  f«  —  }/k  —  e^  -  cob  t  -  fk^ 

—  k  .  Ä  c~*'  .  sin  ^ .  j/k  —  «^ 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  nach  Gleichung  (II)  — 
das  zweite  nach  Gleichung  (I)  —  k  .y^  so  dass  wir  also  erhalten 

g>  =  —  k  .  y  —  2  E  V 

Wie  man  sieht,  ist  die  Gleichung  (UI)  mit  der  Gleichung  (a)  idei 
imd  somit  stellt  die  Gleichung  (I)  die  Bewegung  des  Punktes  dar,  wemi 
Beschleunigung  durch  Gleichung  (a)  gegeben  ist.  Ob  nun,  wie  wir  zu: 
annahmen,  die  der  Geschwindigkeit  proportionale  Verzögerung  daher 
dass  der  Punkt  sich  in  einem  widerstehenden  Medium  bewegt,  oder  ob  i 
andere  Kraft  ist,  welche  in  jedem  Momente  dem  Punkte  eine  seiner  Ges< 
digkeit  proportionale  Verzögerung  gibt,  das  ist  gleichgültig;  sobald 
irgendwelche  umstände  das  Beschleunigungsgesetz  das  durch  Gleichui 
gegebene  ist,  stellt  Gleichung  (I)  die  Bewegung  des  Punktes  dar. 

Dass  auch  diese  Bewegung  eine  schwingende  ist,  ergibt  die  Per 
Gleichung  unmittelbar,  denn  es  folgt  aus 

y  =  A  c~*'  .  sin  ^  .  Yk  —  €^,  • 
dass  für  ' 

t  .  yk  —  E^  =  n  ,  n  immer  y  =  0 

und  dass  jedesmal ,  wenn  die  Zeit  t  alle  Werthe  von  t  }/k  —  e^  =  2  n 

f  .  j/k  —  B^  =  (2  w  +  2)  TT  durchläuft,  alle  Phasen  der  Osdllation  ?o 

men,  gerade  wie  bei  dem  vorhin  betrachteten  Fall.   Führen  wir  auch  hi 

OscUlationsdauer  Tein,  so  ist  dieselbe  nach  der  eben  gemachten  Beme 

gegeben  durch 

T .  /ä  — 6^  =  2n, 
somit 

und  damit 

•  y  =  Ä  '  c~*'  •  sin  2n  ^  • 

In  dieser  Form  tritt  es  deutlich  hervor,  dass  sich  die  Bewegung  ra 
im  §.  115  betrachteten  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Amplituden 
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coxistaiit  sind,  sondern  mit  der  Zeit  stetig  abnehmen.   Wir  erhalten  die  Ampli- 
tuden, wenn  wir  die  Werthe  von  y  zur  Zeit 


timmen;  dieselben  sind 

Ae      *,.Ae      4  ,.Ac    *4  ....Ac    *      4 
Das  Yerhftltniss  zweier  auf  einander  folgender  Amplituden  ist 

A  .e  4        ~*Y 

^.e    '       4 

Die  auf  einander  folgenden  Amplituden  nehmen  somit  in  geometrischer 
Progression  ab ,  da  der  Werth  von  q  constant  ist.   Schreiben  wir 

6  T 

log  g  =  "2- log  C, 

Bo  folgt,  dass  die  Differenzen  der  Logarithmen  der  auf  einander  folgenden 
Aiii|)litaden  constant  sind.  Diese  Differenzen  nennt  man  nach  Gauss ')  die 
logarithmischen  Decremente  der  Schwingungen.  Wie  man  sieht,  sind  diese 
logarithmischen  Decremente  der  verzögernden  Kraft  proportional  und  können 
^  Haass  derselben  dienen.    Wir  werden  sie  später  in  dieser  Weise  benutzen. 

§.  118. 

Sohwing^ung  von  Funktreihen.  Entstehimg  der  Wellen.  Wenn 
^^  in  einer  Beihe  von  Punkten ,  welche  durch  Kräfte ,  die  zwischen  den  ein- 
*ol]ien  Punkten  thätig  sind,  in  einer  bestimmten  Lage,  der  Gleichgewichts- 
lage, festgehalten  werden,  einen  Punkt  in  eine  schwingende  Bewegung  ver- 
^otzen,  so  wird  dadurch  nicht  nur  das  Gleichgewicht  dieses  einen  Punktes 
9^8tOrt,  sondern  das  der  ganzen  Beihe.  Da  die  Gleichgewichtslage  durch  die 
^ifknng  der  übrigen  Punkte  bedingt  wird ,  so  muss  dadurch ,  dass  der  eine 
'^^Uikt  seine  Lage  ändert,  zunächst  die  der  angrenzenden  Punkte  gestört  wer- 
^*®Ji ,  und  von  diesen  sich  die  Gleichgewichtsstörung  auf  immer  weitere  über- 


Wir  nehmen  an,  dass  die  einzelnen  Punkte  sich  anziehen,  und  dass  die 
liehungskraft  sich  ändert  mit  der  Entfernung  der  Punkte  von  einander, 
^'^l^erdies  setzen  wir  voraus ,  dass  der  Vollständigen  Annäherung  der  Punkte 
^^^t^ossende  Kräfte  entgegenwirken,  die  ebenfalls  mit  der  Entfernung  der 
^^^^kte  aber  nach  einem  andern  Gesetze  als  die  anziehenden  Kräfte  sich  ändern, 
^^i^men  wir  an,  dass  mit  einer  Annäherung  der  Punkte  die  abstossenden 
^^fte  viel  rascher  wachsen  als  die  anziehenden ,  so  ist  durch  ein  System  sol- 
^*^^^  Kräfte  die  Gleichgewichtslage  der  Punkte  vollständig  bestimmt.  In  dieser 


1)  OauBS,  Resultate  auB  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im  Jahre 
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sind  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  nach  entgegengesetzter  Bichtani 
den  Kräfte  gleich.     Wird  nun  der  Punkt  a  (Fig.  181)  aus  seine 

gewichtslage  gebi 

Fig.  181.  -,  ,       / 

z.  B.  nach  a  yei 
*>^--*  <*<i*^li«j;  ^ird  dadurch  dei 
^    %  zwischen  a  und  (: 

Durch  die  Aeiid< 
Abstandes  ccß  in  aß  werden  nun  die  auf  ß  von  a  wirkenden  Kräfte 
sowohl  die  anziehenden  als  die  abstossenden  werden  kleiner.  Da  ab 
stossungen  sehr  viel  rascher  abnehmen  als  die  Anziehungen,  so  ist  c 
dieser  Aenderungen,  dass  ß  jetzt  stärker  nach  a'  gezogen  wird.  Da  i 
Gleichgevrichtslage  die  Wirkung  der  an  ß  angreifenden  Kräfte  sid 
so  muss  jetzt,  da  die  Anziehung  nach  a'  zugenommen  hat,  der  Funk 
zu  nithem  suchen,  aber  nicht  in  der  Bichtung  ßa\  sondern  in  ein 
Richtung  ßß\  Denn  mit  der  Bewegung  von  ß  nach  unten  hin  äi 
ebenfalls  der  Abstand  ßy^  und  auch  hier  muss  wegen  der  raschem 
der  abstossenden  Kräfte  die  Anziehung  überwiegen.  Auf  den  Punl 
daher  eine  nach  a'  und  eine  nach  y  gerichtete  Anziehung  ein,  ß  wir< 
in  der  Bichtung  der  Besultirenden  nach  ß'  bewegen. 

Bewegt  sich  nun  der  Punkt  a  nach  a'\  so  muss  ß  aus  eben  dei 
folgen  und  sich  nach  ß"  bewegen,  zugleich  muss  aber  y  seine  Buh 
lassen,  da  jetzt  die  Anziehung  von  ß  auf  y  die  Abstossung  überw 
von  y  sich  nach  y'  bewegen. 

Wenn  demnach  a  das  erste  Viertel  seiner  Oscillation  zurück^ 
ist  die  Bewegung  auf  der  Punktreihe  bis  zum  Punkte  ö  fortgeschriti 
haben  ihre  Buhelage  verlassen;  die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  die 
dargestellte. 

Wenn  nun  a  in  seiner  Bewegung  umkehrt  und  in  der  folge 
gegen  die  Buhelage  sich  bewegt,  wird  sich  ß  zunächst  wegen  der 
digkeit,  welche  esiR  ß"  besitzt,  noch  eine  Strecke  weiter  bewegen, 
ebenfalls  durch  die  von  a  und  y  ausgeübten  Anziehungen  zur  Buhela^ 
kehren.  Das  Gleiche  wird  dann  etwas  später  mit  y  der  Fall  sein.  £ 
die  Buhelage  erreicht,  so  wird  /3,  y  die  in  Fig.  182  angedeutete  Li 

Die  Bewegung   ^ 
aber  während  dies 
Bewegung  von  o 
4.4  gehabt,    und  die 

die  Bewegung  vo 
gerade  wie  sich  vorhin  ß  und  /  in  Folge  der  Bewegung  von  a  bewq 
Punkte  hat  in  dieser  Zeit  seinen  grössten  Abstand  erreicht,  da  y  densel 
überschritten,  und  in  dem  in  Fig.  182  dargestellten  Momente  80W( 
den  Funkt  d  gegen  seine  Gleichgewichtslage  hinziehen.  Wenn  also  o 
Buhelage  angekommen  ist,  hat  ein  in  einem  gewissen  Abstände  von 
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r  Punkt  seinen  grössten  Abstand  erreicht,  und  ist  im  Begriffe,  den  Bück. 
!g  gegen  die  Bohelage  anzutreten,  und  die  Bewegung  Überhaupt  hat  sich 
9  mm  doppelten  Abstände  von  a  bis  17  fortgepflanzt.  Fig.  182  stellt  die 
genseitige  Lage  der  Funkte  in  diesem  Augenblicke  dar. 

In  der  darauf  folgenden  Zeit  bewegt  sich  der  Funkt  a  über  die  Buhelage 
uns  nach  a'"  (Fig.  183);  die  Funkte  ß  und  y  folgen;  der  Funkt  6^  der 
Augenblicke,  als  a  die  ^    ^^ 

ihelage    passirte,     seine        i'   ^ 
dEgfiogige  Bewegung  an-  ^ 

i,   liat  denselben  Baum  ^  4     i     i     i 

rolüaufen,  wie  in  der  vo-  ^  ^ 

en  Zeit  und  ist  in  seine  * 

Belage  zurückgekehrt.  Die  folgenden  Funkte  e,  ^,  17  befinden  sich  in  der- 
ben Lage  und  derselben  Fhase  der  Bewegung  wie  /?,  y,  d  in  dem  vorhin 
nchteten  Zeitpunkte,  wo  a  in  die  Buhelage  zurückgekehrt  war,  ö  seine 
Berste  Lage  erreicht  hatte. 

Wie  sich  aber  am  Ende  des  ersten  Viertels  der  Oscillation  von  a  die  Be- 
jpuig  bis  S  fortgepflanzt  hatte ,  so  hat  sie  sich  jetzt  O  und  i  mitgetheilt ,  uud 
Punkt  X  ist  im  Begriffe ,  seine  Bewegung  nach  unten  hin  zu  beginnen. 

Wenn  nun  schliesslich  a  den  letzten  Theil  seiner  Oscillation  zurückgelegt 
,  und  wieder  in  seiner  Gleichgewichtslage  angekommen  ist,  so  ist  die 
|e  der  Funkte  a  bis  v  folgende  geworden  (Fig.  184).  Die  Funkte  /5,  y 
mn  ihre  äusserste  Lage  überschritten,  und  sind  auf  dem  Bückwege  zur 
helage;    6  ist  während 

^Zeit,  welche  a  brauchte,  m  ^*'  ^^ 

,  Ton   seiner  änssersten  ^  e 

'  Bohelage  sich  zu  be-       •  t  . 

fBOLf  Yon  der  Buhelage  bis  #  « 

Irinem  grössten  Abstände  •     ^     i 

Igeeehritten;  b  und  ^  ha- 

|e  die  Bnhelage  überschritten;  17  ist  wie  cc  von  der  äussersten  Lage  in  dic- 
ke sorückgekehrt;  d  und  t  haben  ähnlicjie  Wege  zurückgelegt,  wie  ß  und  y; 
iFimkt «,  der  am  Ende  der  vorigen  Zeit  seine  Bewegung  anfing,  hat  den 
|Men  Abstand  erreicht,  und  A  und  fi  haben  eine  Bewegung  erhalten,  wie 
f  in  der  zuerst  betrachteten ,  £  und  ^  in  der  folgenden  und  ^  und  i  in 
letzten  unmittelbar  vorhergehenden  Zeit.  Die  Bewegung  hat  sich  also 
Punkte  V  fortgepflanzt,  der  gerade  im  Begriffe  steht,  seine  Bewegung 


Dadurch  also,  dass  einem  Funkte«  einer  Funktreihe,  welche  durch  an- 

imd  abstossende  Kräfte   der  einzelnen   Funkte   im  Gleichgewicht 

wird,  eine  oscillirende  Bewegung  ertheilt  wird,  erhalten  auch  die 

Punkte  eine  oscillirende  Bewegung,    welche  sich  von  Funkt  zu 

in  der  Beihe  fortpflanzt.    Dauert  die  Bewegung  des  Punktes  a  fort,  so 
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dauert  ebenso  die  Bewegung  der  folgenden  Punkte  fort.'  Von  v  an  pflaaii 
sich  die  Bewegung  gerade  so  weiter  fort,  und  zwar  wenn  wir  YonossetieB, 
dass  alle  Verhältnisse  auf  der  ganzen  Punktreihe  dieselben  bleiben,  wlhreDl 
der  ersten  Oscillation  von  v ,  welche  mit  der  zweiten  von  a  gleichseitig  )^ 
um  eine  der  Länge  cev  gleiche  Strecke  und  so  weiter.  Ebenso  wie  nach  te 
einen  Richtung  pflanzt  sich  die  Bewegung  auch  nach  der  entgegengesetiteiLk 
ganz  gleicher  Weise  fort,  so  dass  nach  und  nach  sämmÜicbe  Punkte  onaezi; 
Punktreihe  eine  oscillirende  Bewegung  erhalten. 

Wenn  die  Punkte  bei  ihrer  oscillirenden  Bewegung  die  Panktreihe 
lassen,  wie  wir  es  der  Deutlichkeit  wegen  in  unseren  Figuren  angenoi 
haben,  so  erhält  die  Punktreihe  im  Laufe  der  Bewegung  eine  well 
Gestalt,  deshalb  nennt  man  die  Bewegung  eine  Wellenbewegung. 

Die  Strecke,  über  welche  sich  die  oscillirende  Bewegung  während 
ganzen  Oscillation  des  Punktes  a  verbreitet,  hat  die  Gestalt  einer  Welk, 
halb  nennt  man  sie  eine  WeUe  oder  Wellenlänge.   Auf  dieser  Strecke  sind 
Oscillationsphasen,  welche  der  einzelne  oscillirende  Punkt  nach  und  nach 
nimmt ,  neben  einander  vorhanden ,  weil  jeder  Punkt  auf  dieser  Strecke 
Oscillation  um  ein  wenig  später  beginnt,  und  dann  gerade  so  zurücklegt 
der  Punkt  a. 

Die  einzelne  Welle  besteht  aus  zwei  congruenten  Theilen,  einem  vo 
und  einem  hintern,   dem  WeUenberge  und  dem  Wellenthale,    in  denen 
homologen  Punkte,   das  heisst  diejenigen,  welche  gleich  weit  vom 
jeder  Wellenhälfte  entfernt  sind,  mit  gleichen  aber  entgegengesetzt  gexi 
ten  Geschwindigkeiten  begabt  sind.    Die  gleich  weit  von  dem  Anfange  ji 
Wellenhälfte  liegenden  Punkte  befinden  sich  daher  in  entgegengesetzten 
sen.    um  diesen  Gegensatz  auszudi'ücken,  ist  auch  der  Name  Wellenberg 
Wellen thal  gewählt  worden,  jeder  der  Hälften  »kann  man  den  Namen  W< 
berg  oder  Wellenthal  beilegen. 

Bei  der  fortschreitenden  Bewegung  theilt  sich  die  Reihe  in  eine  Folge 
eher  Wellenlängen ,  und  wenn  die  Verhältnisse  in  der  ganzen  Reihe 
sind,  so  ist  auch  die  Länge  der  Wellen  in  der  ganzen  Pnnktreihe  die  gl 
Hat  sich  demnach  die  Bewegung  in  einer  Zeit  t  um  die  Länge  x  fortge; 
und  ist  die  Zeit  <  =  w  .  T,  wo  T  wie  vorhin  die  Oscillationsdauer  einee 
Punkte  bedeutet,  so  hat  sich  die  Länge  x  m  n  Theile  von  der  Länge 
Welle  zerlegt,  in  deren  jeder  alle  Punkte  sich  gerade  so  bewegen,  wie 
zwischen  a  und  v  gelegenen  Punkte.    Da  nun  unter  dieser  Voraassetzuiig 
die  Oscillationsdauer  immer  dieselbe  ist,  so  muss,  da  während  der  Zeitf 
schwingende  Bewegung  sich  um  die  Länge  einer  Welle  foripflanzt , 
schwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Bewegung  auf  inmier  weitere  Punkte 
trägt,  die  Portpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  constani 

Wir  haben  bisher  über  die  Richtung,   in  welcher  die  einzelneil 
sich  bewegen,  gar  keine  Voraussetung  gemacht,   um  die  Betrachtmg 
allgemein  zu  halten.    Die  Richtung  wird  bedingt  durch  diejenige,  walchi 
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* 

^BBkt  a  anflbiglich  besitzt,  und  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Funkte  der 
flihe  einwirken. 

Bewegt  sich  der  Punkt  a  anfänglich  in  der  Bichtung  der  Punktreihe,  so 
riit  man  sofort,  dass  dann  alle  Punkte  ebenfalls  in  derselben  Bichtung  hin 
ad  her  gehen  müssen ,  da  dann  nur  Kräfte  auftreten ,  welche  in  dieser  Bich- 
ng  wirken.  Die  Bichtung  der  Bewegung  der  Punkte  fällt  dann  mit  der- 
ugen,  in  welcher  sich  die  Bewegung  fortpflanzt,  zusammen.  Bei  diesen, 
a  sogenannten  longitudinalen  Schwingungen  oder  longitudinalen  Wellen, 
tt  eine  Gestaltsveränderung  der  Punktreihe  nicht  ein,  sondern  nur  eine 
rdichtung  und  abwechselnde  Verdünnung,  indem  die  Punkte  sich  abwech- 
ad  einander  nähern  und  von  einander  entfernen  (Fig.  185). 

Fig.  185. 


^    • 


Ist  die  Bewegung  der  Funkte  senkrecht  gegen  die  Punktreihe,  so  nennt 
m.  die  Schwingungen  transversale;  die  Bichtung,  in  welcher  die  Punkte 
li  bewegen,  ist  dann  senkrecht  gegen  die  Bichtung,  in  welcher  die  Be- 
fpang  sich  fortpflanzt.  Eine  solche  transversale  schwingende  Bewegung  tritt 
lit  immer  dann  ein ,  wenn  die  ursprüngliche  Bewegung  des  zuerst  bewegten 
■ktes  eine  transversale  ist,  sondern  nur  dann,  wenn  die  Besultirende 
mnÜicber  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Beihe ,  wenn  sie  die  Gleichgewichts- 
f»  Terlassen  haben,  wirkenden  Kräfte  gegen  die  Funktreihe  senkrecht  ist. 
jr  werden  später  Fälle  der  Art  zu  betrachten  haben. 

I  Möglich  ist  es  femer,  dass  die  longitudinale  und  transversale  Bewegung 
Iheombinirt  und  dass  die  einzelnen  Punkte  dadurch  geneigte  oder  krummlinige 
jlnen  beschreiben.    Wir  werden  letztere  bei  einer  Art  Wasserwellen  finden. 

[  §.  119. 

I    XathematiBohe  BarsteUung  der  Wellenbewegung  einer  Punkt- 
Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  einer  Beihe  vollständig  dar- 
müssen  wir  für  jeden  Zeitpunkt  den  Ort  jedes  Punktes  der  Beihe, 
seine  Geschwindigkeit  der  Grösse  und  Bichtung  nach  bestimmen  kön- 
Wir  müssen  demnach  auch  hier,   wie  bei  der  oscillirenden  Bewegung 
Punktes,  eine  Gleichung  aufsuchen,  welche  uns  die  zu  bestimmenden 
als  abhängig  von  der  Zeit  und  von  ihrer  Lage  in  der  Punktreihe 
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Aus  dem  Vorigen  geht  nun  zunächst  hervor ,  dass  alle  Punkte  d 
eine  eben  solche  oscillatorische  Bewegung  besitzen,  als  der  erste  Pm 
welchem  aus  die  Bewegung  sich  der  Reihe  mittheilte ,  dass  jedoch  j 
entferntem  Punkte  etwas  später  seine  Bewegung  beginnt. 

Ist  nun  die  Oscillationsamplitude  des  zuerst  bewegten  Punktes  c 
der  Abstand  y  desselben  zur  Zeit  t  von  der  Gleichgewichtslage  nach  § 

y  =  a  •  sin  2«  y, 

worin  T  die  Dauer  der  ganzen  Schwingung  bedeutet. 

Ein  in  der  Punktreihe  i  m  die  Strecke  x  von  a  entfernter  Punld 
nun  seine  Schwingung  um  die  Zeit  t'  später;  nennen  wir  nun  r  die 
von  dem  Augenblicke  an  verflossen  ist,   wo  dieser  Punkt  seine  os 
Bewegung  begonnen  hat,   so  ist  der  Abstand  y  dieses  Theilchens 
Gleichgewichtslage  durch  die  Gleichung  gegeben 

y  =  a  •  sin  27i;^, 

da  dieser  Punkt  zur  Zeit  t  =  0  seine  Bewegung  beginnt    Für  x  k( 

nun  einsetzen 

t  =  ^  —  t\ 

da  die  Zeit  t  von  dem  Augenblicke  anfängt,   wo  seit  Beginn  der 
Zeit  t'  verflossen  ist.   Wir  haben  sonach 

y  tsss  a  '  %\IL  2n  — ^5— 

als  Abstand  des  um  x  von  dem  ersten  entfernten  Punktes  von  d( 
gewichtslage  zur  Zeit  t 

Nennen  wir  nun  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenl 
den  Weg,  um  welchen  sie  sich  in  einer  Sekunde  fortpflanzt,  c,  so  is 

X  ^^*  c  .  «>  , 

da  der  um  x  vom  Anfange  entfernte  Punkt  zur  Zeit  t'  seine  Beweguif^ 
in  dieser  Zeit  also  die  Bewegung  sich  durch  die  Strecke  x  fortgepflai] 

Daraus  folgt 

/' ^ 

c  ' 

und  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  fär  y  ein,  so  wird 

y  ==  «  .  sin  27r  ^^  —  ^^V 

Während  der  Zeit  T  pflanzt  sich  nun ,  wie  wir  sahen,  die  Bewe 
eine  Wellenlänge  fort,  bezeichnen  wir  diese  mit  A,  so  ist 

c.  T=X 
und 


t^  =  a  .  sin  2:jr  /  ^  —  -^  j  • 
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Dieser  Aosdrack  gibt  uns  den  Abstand  y  jedes  Punktes  der  Reihe  von 
seiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t ,  indem  wir  den  entsprechenden  Abstand  x 
des  betreffenden  Punktes  von  dem  Anfangspunkte  der  Bewegung  einsetzen. 

Man  sieht  sofort,  wie  dieser  Ausdruck  den  Zustand  der  Punktreiho  so 
darstellt,  wie  wir  ihn  im  vorigen  §.  abgeleitet  haben.  Fixiren  wir  einen 
Zeitpunkt,  in  welchem  der  Punkt,  von  welchem  aus  sich  die  Bewegung  fort- 
pflanzte, gerade  eine  ganze  Oscillation  zurückgelegt  hat,  wo  also  t  =  nT  ist. 
Für  den  ersten  Punkt  selbst  ist  2;  =  0,  demnach 

2^  s  a  .  sin  ^nn  =s  0. 

Das  Gleiche  ist  der  Fall  für  alle  Punkte,  welche  um  irgend  eine  Anzahl 
g^anzer  Wellenlängen  vom  Anfangspunkt  entfernt  sind ;  denn  für  diese  ist 

y  =  a  .  sin  2  («  —  t»)  jt  ==  0. 

Auch  diejenigen  Punkte,  welche  vom  Anfangspunkte  um  irgend  eine 
ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  entfernt  sind,  befinden  sich  in  der 
Gleichgewichtslage;  für  diese  ist 

y  =  a  .  sin  (2n  —  (2n»  -j-  1))  «  =  0. 

Die  letztem  Punkte  besitzen  aber  eine  den  vorigen  entgegengesetzte  Ge- 
^bwindigkeit.  Wir  erhalten  die  Geschwindigkeit  der  oscillirenden  Punkte, 
9Biii8d8  §.115  durch  die  Gleichung 

t;  =  /5  .  cos  27i;  (j,  —  yV 
Setzen  wir  nun  hier  die  beiden  Wcrthe 

I 

*"**  «  80  wird  im  ersten  Falle 

t;  =  jj  .  cos  2  (n  —  m)  TT  =  /5  .  cos  2;t  =  /J, 
****  «weiten 

t?  =  jS  .  cos  (2n  —  (2m  +  1))  ?t  =  jS  .  cos  tc  =  —  ß. 

Die  vom  Anfangspunkte  um  m  .  X  entfernten  Punkte  besitzen  demnach 
^^^aelbe  Geschwindigkeit  und  nach  derselben  Richtung  wie  der  Anfangspunkt^ 
^^   von  diesen  um  y^  l  entfernten  der  Grösse  nach  zwar  dieselbe,  der  Rich- 
^^^^  nach  aber  die  entgegengesetzte  Geschwindigkeit. 

Die  übrigen  Punkte  der  Beihe,  so  weit  sich  die  Bewegung  fortgepflanzt 
^^^  ,  befinden  sich  ausserhalb  der  Gleichgewichtslage. 
Setzen  wir  z.  B.  a;  =  (w  +  V4)  ^>  so  wird 

1^  OB  a  •  sin  27r  (n  —  m  —  ^/^  =  a  sin  —  "ö"  =  —  "> 
^^^  machen  wir  ä  =  (w  +  ^/^  X 

y  KB  a  •  sin  27r  '(n  —  m  —  ^/^  =  a  .  sin  —  ^/^nt^s  «. 
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Auf  den  Strecken  von  x  =  mX  bis  a;  ==  (m  +  Y,)  A  befinden  od 
die  Punkte  auf  der  einen  Seite  auf  den  Strecken  x  =  (w  +  Yj)  X  bis  (»  -| 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage. 

Es  wird  überflüssig  sein,  die  Yergleichung  unseres  Ausdmckea  la 
Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  weiter  durchzuführen,  da  da 
geführte  hinreichend  zeigt,  dass  dieser  Ausdifuck  die  Bewegung  der  I 
in  der  Beihe  vollständig  wiedergibt. 

§.  120. 

ZuBammenBetzung    mehrerer   Wellenbewegungen.      Interf 

Werden  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  einer  Punktreihe  Punkte 
wegung  gesetzt,  so  pflanzen  sich  die  Bewegungen  von  jeder  Erregunj 
in  der  Beihe  fort;  es  fragt  sich  nun,  wie  wird  die  Bewegung  der 
Punkte  sein ,  welche  zugleich  von  beiden  Bewegungen  afficirt  werden. 
dieser  Punkte,  an  welchem  z.  B.  zwei  Bewegungen  zugleich  ankomm 
föhrt  dann  zwei  Impulse  und  es  ist  klar,  dass  seine  Bewegung  durd 
Impulse  bestimmt  wird. 

Nun  sahen  wir  früher,  dass  zwei  Kräfte,  welche  zugleich  einen 
angreifen,  ganz  unabhängig  von  einander  wirken,  dass  der  Punkt  je 
beiden  Kräfte  gerade  so  folgt,  als  wenn  die  andere  nicht  vorbandei 
Wirken  demnach  die  Kräfte  in  derselben  Bichtung ,  so  summiren  sie  si 
ebenso  die  Geschwindigkeiten  und  die  in  Folge  der  Wirkimg  der  Kräfte 
laufenen  Bäume.  Wirken  die  Kräffce  aber  in  verschiedenen  Bichtung 
gab  uns  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  der  Grösse  und  B 
nach  die  resultirende  Kraft,  und  durch  diese  die  resultirende  Geschwin 
sowie  den  in  Folge  der  letztem  durchlaufenen  Baum.  Gerade  so  mi 
auch  die  Geschwindigkeit  und  der  in  einer  Zeit  t  bei  der  schwingenc 
wegung  zurückgelegte  Baum  aus  den  einzelnen  Impulsen,  oder  a 
Geschwindigkeiten  und  durchlaufenen  Wegen  bestimmt  werden.  Si 
Bewegungen  einander  parallel ,  also  entweder  in  allen  einzelnen  Wellei 
tudinal  oder  in  allen  transversal  und  parallel,  so  summiren  sich  die  Be 
gen;  die  beschleunigende  Kraft  sowohl  als  die  Geschwindigkeit  des  t 
sämmtlichen  Bewegungen  getroffenen  Theilchens  ist  die  algebraische 
der  beschleunigenden  Kräfte  imd  Geschwindigkeiten,  welche  das  Tb 
einzeln  besitzen  ¥rürde,  wenn  jede  Bewegung  ohne  die  andere  auf  das  Th 
eingewirkt  hätte.  Entgegengesetzt  gerichtete  Bewegungen  sind  bei  d 
düng  dieser  Summe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Würde  nun  das  Theilchen  in  Folge  der  einzelnen  Impulse  in  dex 
nach  y,  ff\  y"  ....  j/k  versetzt,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass  dei 
liehe  Abstand  des  Punktes  Y  auch  die  Sunune  der  einzelnen  Abi 
oder  dass 

y  =  !/'  +  i^"  +  y"'  +  "--y. 

sein  wird. 
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Betrachten  wir  nun  zunächst  diesen  Fall  und  nehmen  an,  dass  in  einer 
hmktreihe  zwei  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit  ihren  Anfang  nehmen  und  sich 

0  der  Beihe  nach  der  gleichen  Richtung  fortpflanzen.  Die  Anfangspunkte  der 
Bewegungen  seien  um  a  von  einander  entfernt. 

Nennen  wir  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  der  Beihe  von  dem 
rsten  der  beiden  Punkte  Xy  so  haben  wir  für  den  Abstand  y  dieses  Punktes 
>n  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t 

um  wir  mit  a  die  Amplitude,  mit  T  die  Oscillationsdauer  und  mit  k  die 
ellenlftnge  dieser  Bewegung  bezeichnen. 

Nennen  wir  nun  die  Entfernung  desselben  Punktes  von  demAnfangs- 
nkte  der  zweiten  Bewegung  x\  so  erhalten  wir  als  Abstand  des  Punktes 
II  aeiner  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t ,  wenn  nur  die  zweite  Bewegung  ihn 
icirte,  den  Ausdruck 

y'  =  a'  •  sin  2n  (5^  —  y)  > 

im  wir  mit  a'  die  Amplitude  der  zweiten  Bewegung  bezeichnen  und  an- 
lunen ,  dass  die  Oscillationsdauer  T  und  somit  die  Wellenlänge  k  in  beiden 
Den  dieselbe -sei. 

Die  Entfernung  des  zweiten  Mittelpunktes  der  Wellenbewegung  vom 
Aan  nannten  wir  a,  wir  können  demnach  für  x'  einsetzen 

X  =  X  —  a, 

1  erlialten  somit  für  y' 

y   =  a    •  sin  2n;  I  j, —  \  • 

Der  Abstand  Y  des  Punktes,  der  zugleich  von  diesen  Bewegungen  ge- 
iBSen  wird,  ist  nun,  wie  wir  eben  sahen,  die  Summe  der  beiden  Abstände 
i^  |f ',  somit 
)  r  =  a  •  sin  27r  /^^  —  y  j  +  a'  •  sin  27r  r^  — -  ^y^  j 

Bin  2«  f  ^r  —  y j   1«  +  a'  COS  2%  y|  + 

+  cos  2%  i-^  —  y )  I"'  •  sin  2%  ~\  • 
Bestimmen  wir  nun  zwei  Grössen  A  und  D  so ,  dass 

^  •  cos  27C  Y  =  "^  +  ''^'  •  ^^s  ^^  T 

A  *  €\XL  2it  -r-  =^  a'  •  sin  2%  Y> 

Iten  wir  ftlr  Y  den  Ausdruck 

A'  cos  27t  Y  •  sin  27r  /^y^  —  y  j  +  A-  sin  27r  y  •  cos  27c  (-^  —  ~\ 

^  HunB,  Fhydk  L    2.  AnfL  27 
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§. 


oder 


r=4.8m2«(^-f  +  |). 


Es  resultirt  somit  aus  den  beiden  einzelnen  Wellenbewegungen  eine  i 
deren  Amplitude  gleich  A  ist  und  deren  Phase  gegen  die  erste  um  D,  ^ 
die  letzte  um  a  —  D  verschieden  ist.  Die  Schwingungsdauer  T  und  som 
Wellenlänge  k  haben  sich  nicht  geändert. 

Für  A  erhalten  wir  aus  den  obigen  Ausdrücken 


A^  •  cos^  2n  Y  =  ^^  +  2««'  cos  2%  -j  -^  a 


cos^  2»  Y 


A^  •  sin*  27C  Y  = 


a  *  sin*  2it  ^ 


-4*  =  a*  +  «'*  -f"  2««'  cos  27t  -- 
A  =  f/cc'^  +  a'2  +  2««'  cos  27t  y 


Fig.  186. 


und  für  D  erhalten  wir  dann 

sm  27r  -r-  =  -p  •  sm  27r  -,-  • 

Diese  Ausdrücke  geben  uns  ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  mittel 
metrischer  Construction  sowohl  den  Worth  für  A  als  D  zu  erhalten. 

Wenn  wir  aus  ce  und  a'  ein  Parallelog 
construiren,   und  den  Winkel,   den   dies 

den  Seiten  einschliessen,  gleich  271:^0 

(Fig.  186),    so  ist  die  den  Winkel  27r  j 

lende  Diagonale  ab   des   Parallelogramm« 
neue  Amplitude  A.   Denn  bekanntlich  ist 

ab^  =  a*  -["  *^'^  —  2««'  .  cos  c 
c  =  180«  —  27r  y 

cos  c  =  —  cos  27t  Y 
ab^  =  a*  4-  a'2  -f-  2cca'  •  cos  27t  -~  =  A'^. 

und  der  Winkel,   den  ab  mit  a  einschliesst,   ist  der   zu   bestimi 
Winkel  27t  •  --  •   Denn  es  ist 

ab  :  a'  =  sin  c  :  sin  bac 


sin  bac  = 


-T-  •  sm  27C  —  =  sm  27t  -r 


Der  Ausdruck  für  A  zeigt,  dass  die  Amplitude  der  resultirenden  W* 
bewegung  ausser  von  den  Amplituden  der  Theilbewegungen  wesentlicii 
der  Grösse  a  abhängt,  dem  Abstände  der  erregenden  Mittelpunktif«,  odei 


«.ISO. 


Zasammensetsang  mehrerer  Wellenbewegungen. 


419 


^iasselbe  ist,    der  Fhasendifferenz   der   beiden  compönirenden  Bewegungen. 
Jhr  Ausdruck 

42  =  «2  +  a'2  +  2aa'  cos  27t  •  j 

hmt  je  nach  dem  Werthe  des  dritten  Gliedes  verschiedene  Werthe,   welche 
^wischen  einem  Maximum  und  einem  Minimum  liegen. 

Ist  a  =  n  .  A ,  80  ist 


cos  27t 


a 


=  cos  2n7t  =  1 , 


42  =  «2  ^  ^'2  _j_  2aa'  =  (a  +  a')^ 

Ä  =  cc  -\-  a\ 

Wenn  also  der  Fhasenunterschied  der  Theilstrahlen  0,  oder  ein  Viel- 
les  einer  ganzen  Wellenlänge  beträgt,  so  ist  die  resultirende  Amplitude 
Summe  der  Theilamplituden.   Es  folgt  das  auch  unmittelbar  aus  der  Natur 

Bewegung,  denn  in  diesem  Falle  wird  jeder  Funkt,  der  von  den  beiden 
regnngen  getroffen  wird ,  zugleich  nach  derselben  Bichtung  getrieben ,  und 
sich  die  Impulse  dann  einfach  addiren ,  so  muss  auch  die  Amplitude  der 

Ltirenden  Bewegung  gleich  der  Summe  der  Theilamplituden  sein. 

Ist  aber  a  gleich  einer  halben  Wellenlänge ,  oder  einem  ungeraden  Viel- 
derselben,  so  ist 


cos  27t 


a 
T 


cos  27t 


(2n  +  i)  - 


=  cos  (2W  -j-   1)  TT  =  1  , 

Ä  =  a  —  a' 
in  dem  Falle,  wo 


a 


a 


Durch  das  Zusammenwirken  beider  Bewegungen  wird  die  Bewegung  der 
»ihe  gestört,  die  Punkte  bleiben  in  Buhe. 

Auch  dieses  ersieht  man  unmittelbar,   denn  in  diesem  Falle  treffen  die 
Wellenbewegungen  in  entgegengesetzter  Phase  zusammen,  die  Impulse, 
16  die  einzelnen  Punkte  treffen,  sind,  im  Falle  er  =  a'  an  Grösse  genau 
,,  der  Bichtung  nach  aber  gerade  entgegengesetzt;  die  Bewegungen  müs- 
}«ieh  also  aufheben.    Sind  die  Impulse  nicht  gleich,   so  bewegt  sich  der 
mit  der  Differenz  der  Geschwindigkeiten  in  der  Bichtung  des  starkem 

Für  alle  übrigen  Werthe  von  a  liegt  die  resultirende  Amplitude  zwischen 
Summe  und  Differenz  der  Theilamplituden.   Setzen  wir  z.  B. 

«  =  (^+74)^» 


cos 


27t '  —  =  cos  (2w  +  V2)  ^  =  cos  Y  "^  ^» 


27 
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A  =  /?^  +  a'2. 
Ist  a  =  a\  80  wird  das  Parollelograinm  (Fig.  18G)  ein  Quadrat  und 


A  =  a  .l/2y 
D 

X 


27r  .^  =  450=  V4^, 


D  =  Vs  L 

Die  resultirende  Wellenbewegung  ist  also  gegen  die  erste,  und  son 
gegen  beide  um  Yg  Wellenlänge  verschoben.    Man  sieht  (Fig.  187),  wie  m 


dieses  unmittelbar  aus  der  Natur  der  betrachteten  Bewegung  folgt,  die  beic 
punktirten  Linien  gehören  den  componirenden  Bewegungen  an,  die  a 
gezogene  stellt  die  resultirende  dar ;  an  jeder  Stelle  der  Reihe  ist  der  rcsu 
rende  Abstand  gleich  der  Summe  der  Theilabstände ;  daraus  ergibt  sich,  ^ 
man  sieht,  fllr  diesen  Fall  die  grössere  Amplitude,  sowie  die  Verschieb! 
der  resultirenden  Bewegung  um  Yg  Wellenlänge. 

Lassen  wir  nun  a  von  (n  -\-  74)  ^  l^is  («  -j-  ^2)  ^  wachsen,  so  ninunt 
Amplitude  der  resultirenden  Bewegung  bis  auf  0  ab ,  während  sie  bis  er  -f 
wächst,  wenn  die  Phasendifferenz  von  (w  -j-  V4)  ^  bis  wA  abnimmt. 

Derselbe  Wechsel  findet  statt  zwischen  (w  +  V2)  ^  ^^^  (^  -f-  1)  ^» 
Amplitude  nimmt  zu,  ist  bei  (n  +  ^/^)  k  gleich  j/a^  +  a'^  und  bei  («  +  ^ 
wieder  gleich  a  -j-  a'. 

Die  durch  "Interferenz  mehrerer  Wellenztige  entstehende   Bewegung 
einer  Reihe  von  Punkten  hängt  somit  wesentlich  von  der  Pbasendifferenz 
Theilbewegungen  ab,  je  nach  dieser  kann  sich  die  Bewegung  schwächen  o< 
stärken,  sie  kann  vollständig  aufgehoben  werden  oder  gleich  der  Smnnie< 
Theilbewegungen  sein. 

§.  121. 

Interferenz  sich  in  entgegengesetzter  Bichtung  fortpflaiiMDd 
Wellenbewegungen;  Bildung  stehender  ^Wellen.  In  dem  vorigen  Fb 
graphen  haben  wir  die  resultirende  Bewegung  betrachtet,  welche  ans  d 
Zusammensetzung  zweier  Wellenbewegungen  hervorgeht,  welche  in  eiii 
Punktreihe  sich  nach  gleicher  Richtung  verbreiten.  Wie  wir  aber  sihB 
pflanzt  sich  von  jedem  Anfangspunkte  einer  Wellenbewegung  die  Bewegt 
in  ganz  gleicher  Weise  nach  beiden  Seiten  fort.  Wenn  daher  die  Asbafi, 
punkte  zweier  Wellenbewegungen  um  die  Strecke  a  von  einander  entfi« 
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sind,  so  müssfbn  in  dieser  Strecke  sich  zwei  Wellenbewegungen  nach  entgegen- 
gesetzter Bichtung  fortpflanzen,  es  fragt  sich  daher,  wie  sich  die  Punkte  die- 
ser Strecke  bewegen.  Es  ist  klar,  dass  auch  für  diese  Strecke  das  im  vorigen 
Paragraphen  allgemein  aufgesteUte  Interferenzgesetz  gültig  bleibt;  die  resul- 
tirende  Bewegung  ist  gleich  der  Summe  der  Theilbe wegungen ;  wir  haben 
daher,  um  den  Bewogungszustand  der  in  dieser  Strecke  enthaltenen  Punkte 
zu  erhalten,  gerade  wie  vorhin  die  Bewegung  der  Punkte  in  Folge  der  einzel- 
nen Wellen  zu  bestimmen  und  diese  zu  summiren. 

Seien   zu   dem  Ende  C  und  C   die   beiden  um  a   entfernten  Punkte 
(Fig.  1^),    und  pflanze  sich  die 

Bewegung  von  C  nach  C'  und  von  »•  ^   • 

C'  in  entgegengesetzter  Bichtung   tC  ~^  ^         — Ngr 

nach  C  fort    Sei  nun  der  Abstand  ^ 

eines  um  x  von  C  entfernten  Punktes  p  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t 
ni  Polge  der  von  C  ausgehenden  Bewegung  gleich  ?/,  so  haben  wir 

y  =  a  sin  27r  •  /  ^t  —  y  j  • 

Nehmen  wir  femer  an ,  der  Punkt  C  beginne  seine  Bewegung  zu  der- 
selben Zeit  und  die  Bewegung  habe  dieselbe  Amplitude  und  dieselbe  Oscil- 
Ifttionsdauer.  Bezeichnen  wir  nun  den  Abstand  des  Punktes  ])  von  C  mit  rc'> 
so  erhalten  wir  für  den  Abstand  y'  dieses  Punktos  von  der  Gleichgewichtslage 
*nr  Zeit  t  in  Folge  der  von  C  ausgehenden  Bewegung 

y'  =  a  '  Bin  27t  '  (jT  —  ^- j  • 

Um  nun  x'  durch  x  auszudrücken,  haben  wir 

X  -{-  x'  =  a, 
x'  =  a  —  X 

^**^  setzen  wir  das  in  unseren  Ausdruck  für  y'  ein. 


y   =  a  .  sm  27r  •  1  ^  —    -^      j  • 


Man  sieht,  wie  dieser  Ausdruck  die  Fortpflanzungsrichtung  als  der  ersten 
'■'ewegung  entgegengesetzt  darstellt,  da  x  mit  dem  entgegengesetzten  Vor- 
^icken  versehen  ist. 

Für  den  Abstand  des  Punktes  p  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t 
^  ^olge  der  beiden  zusammenwirkenden  Bewegungen  erhalten  wir  dem  Inter- 
^^^nzgesetz  gemäss 

^  =  2/  +  2/', 

y  =  a  .  sin  2«  •  l^p 3  )  "I"  "  '  ®^°  2n;  •  (  „, )  • 

Setzen  wir  nun  anstatt  der  Suimue  der  beiden  Sinus  nach  der  bekannten 
^^onometrischen  Formel 

sin  j)  +  sin  g  =  2  sin  Yj  {p  +  q)  cos  V2  (-P  —  (Z) 


« 
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das  doppelte  Produkt  des  Sinus  der  halben  Summe  und  des  CoslAus  der 
Differenz  der  beiden  Bögen,  so  wird 

T  =  2a  •  Bm27t  l  ^  —  2I )  ^^  ^  '  — T  ~' 
oder  unter  Beachtung ,  dass  cos  —  |)  =  cos  p 


F  =  2a  •  cos  — j —  7t  •  sin  2% 


(y-^^)' 


In  diesem  Ausdrucke  ftb*  Y  ist  nun  x  nicht  mehr  in  der  frühem  W^ise 
mit  t  verbunden,  es  ist  deshalb  nicht  mehr  für  die  Phase,  das  heisst  für     3h 
Richtung  und  Oeschwindigkeit  der  Punkte  in  der  frühem  Weise  bestimm^md. 
Die  Abstände  von  der  Oleichgewichtslage ,   welche  die  einzelnen  Punkto     n 
den  yerschiedenen  Zeiten  t  erlangen,   werden  durch   den  letzten  Factor    cler 
Gleichung  für  Y  bestimmt 


sin  2n 


\T        21) 


aus  diesem  ist  x  verschwunden,   die  verschiedenen  Punkte  der  Reihe  dmnofa* 
laufen  daher  nicht  nach  imd  nach  die  einzelnen  Phasen  der  Bewegung. 

Der  Coefficient 

rk  2X  d 

2a  •  cos  — T —  n 

bestimmt  die  Amplitude  der  Bewegung,   diese  orhiQt  je  nach  dem  Wef^ 

von  X  verschiedene  Worthe ,  sie  kann,  je  nachdem  cos  — r —  2«  positiv  a»^ 

negativ  ist,  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Alle  Punkte,  die  so  liegen,  d^^ 
dieser  Coefficient  positiv  ist,  befinden  sich  immer  zugleich  an  der  einen,  a)l^ 
für  welche  derselbe  negativ  ist,  zugleich  an  der  entgegengesetzten  Seite  ^^ 
Gleichgewichtslage. 

Die  Punkte  der  einzelnen  Gruppen  befinden  sich  alle  zugleich  in  d^* 
selben  Phase,  die  Punkte  der  verschiedenen  Gruppen  in  entgegengeset^*^ 
Phase.     Die  einzelnen  Gruppen  sind  getrennt  durch  Punkte,   für  welche  ^ 

einen  solchen  Werth  hat,    dass  cos  — j —  =0,   die  also,   welchen  We*^ 

auch  i  hat,  immer  in  der  Gleichgewichtslage  bleiben. 

Die  Punktreihe  zerfällt  demnach  in  eine  Anzahl  von  Theilen ,  welche  z^^' 
sehen  je  zwei  ruhenden  Punkten  eingeschlossen  sind;   die  einzelnen  PonJ^ 
dieser  Theile  befinden  sich  alle  in  derselben  Phase ,  ihre  Amplitude  ist  jedo^ 
nach  dem  Werthe  von  x  verschieden.    Man  nennt  die  Schwingung  daher  ei»^ 
stehende,  und  die  Strecke  zwischen  zwei  mhenden  Punkten  eine  stehes^^^ 
Welle. 

Um  den  Zustand  der  Reihe  näher  zu  imtersuchen,  nehmen  wir  an,  dff 
Abstand  o  der  beiden  Punkte  sei  irgend  ein  Vielfaches  einer  ganzen  Well«»* 
länge,  also 

jr  =  w  .  A, 
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Dann  wird  unser  Ausdruck  für  Y 

r=  2a  .  cos  I -y-  —  w  j  TT  sin  27t  (^  —  y  )» 

COS  nn  C08  -z-  7t  -{-  sin  nie  sin  -r-  ni 

jsin  27t  -^  COS  nn  —  cos  27t  ^  gj^  ^^| . 

Nun  ist  bekanntlich 

cos  nTt  =  +  1 , 
sin  tiTt  =  0, 


somit 


y  =  2a  •  cos  y  «  sin  27r  ^ 


Man  sieht,  wie  zur  Zeit  t  =  0,  t  =  T,  t  =  2T...t  =  nT, 

sin  27t  •  y^  =  0 

ist,  also  alle  Punkte  zu  gleicher  Zeit  durch  die  Oleichgewichtslage  hindurch- 
gehen. 

T 
Ferner  zur  Zeit  t  ==  (2w  +  1)  v  ^* 

m 

sin  27t  «r  =  sin  (2n  -}-  1)  »  =  0. 

Wiederum  befinden  sich  olle  Funkte  der  Beihe  in  der  Gleichgewichtslage. 

T 
Zur  Zeit  i  =  (4n  -f-  1)  -j-»  ^^S^S^^  ist 

sin  27t  '  Y  =  sin  (4**  +  1)  Y  =  1- 

Die  Punkte  befinden  sich  alle  an  der  äussersten  Stelle  ihrer  Bahn,  der 
"^erth  des  Abstandes  ist  jedoch  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Beihe  ver- 
•chieden.   Suchen  wir  diese  Wertho  auf. 

Unser  Ausdruck  für  X  wird  dann 

Y  =  2a  '  cos       7t. 

Ist  nun  X  =  Oy  so  ist  y  «=  2a 
x=  j  tj  =  0 

a;  =  y  y=  —  2a 

a;  =  -  y  =  0 

X  =  k  y  =  2a 

^  =  Vi  ^        y  =  0 

X  =  ^/2  k        y  =  —  2a  u.  8.  f. 

Unsere  vorigen  Ent Wickelungen  werden  also  durch  die  Betrachtung  der 
^^^^Inen  Punkte  bestätigt,  welche  zugleich  ergibt,  dass  die  Lftnge  der  ein- 
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zelnen  stehenden  Wellen,   der  Abstand   der  ruhenden  Punkte  gleich  ist  der 
halben  Länge  der  Wellen  in  der  fortschreitenden  Bewegung. 

Wir  erhielten  soeben  den  Zustand  der  Reihe  zur  Zeit  t  =  Vi  ^i  ^^^ 

(^"A-J)  T,    wächst  nun  die  Zeit  von  V^  T  bis  Vj  T,    oder  ^^^  T  bis 

^^J"—  T,  so  nehmen  die  Werthe  von  Y  alle  gleichzeitig  und  gleichmfissig 

bis  auf  0  ab ,  da  in  jedem  Zeitmomente  die  Abstände  sämmtücher  Punkte  mit 
demselben  Coefficienten  zu  multipliciren  sind  und  wenn  t  =  Yj  ^>  ^*°^  ^ 
finden  sich  alle  Punkte  wieder  in  der  Gleichgewichtslage.  Nimmt  der  Werth 
von  t  weiter  zu,  so  wird  der  Coofficient 

sin  271  Y 

negativ,  da  dann  2%  ^  >  ^'  ^^^  Punkte  befinden  sich  dann  an  der  est- 
gegengesetzten  Seite  der  Gleichgewichtslage,  und  zwar  am  weitesten  ent- 
fernt, wenn 

X        1/    m     j      4w+3  m       *     n      ^  .     (4n  +  3)  ^ 

t  =:^/^  T  oder  — — -  T;   sm  27t  wr  =  sin  ^^ — ^ — -  n  =  —  1. 

Es  wird  dann  für 

l 
4 


X  =       0, 


XX  X 


r=  — 2a,  0,     2a,    0,     —2a,     0... 

X  X 

80  dass  also  die  den  Abständen  — ,   V4  A ,  V4  '''  *  * '  (2**  "f~  1)  x  "^on  C 

sprechenden  Punkte  immerfort  in  Buhe  sind,   und  nur  die  zwischen 
Punkten  liegenden  Punkte  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  vol 
Die  Punkte  der  Reihe,  welche  sich  immerfort  in  der  Gleichgewichtslage 
finden ,  nennt  man  die  Schwingungsknoten ,  und  es  ist  ersichtlich ,  dass 
deshalb  immer  in  Buhe  sind ,  weil  stets  gleichzeitig  durch  sie  nach  enl 
gesetzten  Bichtungen  ein  Wellenberg  unJ  ein  Wellenthal  hindurchgeht 
mitten  zwischen  den  Schwingungsknoten  liegendei^  Punkte  sind  Schwing 
maxima,   dort  treffen  immer  gleichzeitig  zwei  Wellenberge  oder  ThÄler 

sammen.   Die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  demnach  (Fig.  189)  znr  Zeit  ^=2« 


Fig.  18ö. 


eine  gerade  Linie  MN,  zur  Zeit  t  =  (4n  +  1)  ^  >  wenn  wir  annehmen,  d«j 
die  Bewegung  eine  transversale  sei,   die  punktirte  Wellenlinie  M'Ify 
Zeit  (2n  -j-  1)  —  wieder  die  gerade  Linie  MN,  und  zur  Zeit  f  =  (4ii  +  5)YI 
die  ausgezogene  Wellenlinie  M''  N'\ 
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Durch  die  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Bichtnng  fortschrei- 
tender Wellenbewegungen  theilt  sich  somit  die  Punktreihe  in  lauter  Strecken 
von  der  Länge  einer  halben  Wellenlänge,  in  deren  jeder  alle  Punkte  in  der- 
selben Phase  der  Oscillation  sind ,  von  denen  aber  die  Punkte  der  abwechseln- 
den Strecken  in  entgegengesetzter  Phase  der  Bewegung  sich  befinden.  Die 
Sckwingungsdauer  einer  solchen  stehenden  Schwingung  ist  gleich  der  Oscil- 
L&tionsdauer  der  beiden  Wellenbewegungen,  deren  Eesultirende  die  stehende 
Sehwingong  darstellt. 

§.  122. 

Fortpflansungsgesohwindigkeit  der  Wellenbewegung.  Wir  sahen 
lA  §.118,  dass  eine  Wellenbewegung  in  einer  Punktreihe  sich  mit  constanter 
Cleschwindigkeit  fortpflanzt  und  weiter,  dass  sie  sich  während  der  Dauer 
einer  Oscillation  gerade  um  eine  Wellenlänge  fortpflanzt.  Bezeichnen  wir  dem- 
nach die  Oscillationsdauer  der  Bewegung  mit  T,  die  Länge  der  Wellen  mit  A, 
^uxd  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  das  heisst  die  Strecke,  durch  welche 
sicL  die  Bewegung  während  einer  Sekunde  ausbreitet,^ mit  c,  so  besteht  zwi- 
Bchen  diesen  drei  Grössen  die  Beziehung 

Diese  Beziehung  genügt  jedoch  noch  nicht,  um  die  absolute  Länge  einer 
W'elle  oder  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  bestimmen,  welche  jeden- 
&ül8  Yon  der  Natur  der  in  einer  Punktreihe  tbätigen  Kräfte  abhängt.  Könnten 
wir  aber  noch  eine  andere  Beziehung  zwischen  jenen  Grössen  auffinden,  die 
^Uia  gestattete ,  eine  derselben  zu  eliminiren ,  so  würde  es  in  einem  bestimm- 
^^f^  Falle  nur  der  Beobachtung  einer  jener  drei  Grössen  bedürfen,  um  die 
^iden  andern,  und  somit  die  Wellenbewegung  vollständig  zu  bestimmen. 
Ät  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  über  die  stehenden 
^^Uen  können  wir  nun  eine  solche  Beziehung  zwischen  T  und  X  erhalten. 

Die  Schwingungsdauer  T  einer  stehenden  Welle  ist  nämlich  nach  den 

Ableitungen  des  vorigen  Paragraphen  gleich  der  Schwingungsdauer  der  Punkte 

^  der  fortschreitenden  Welle ,  durch  deren  Interferenz  die  stehenden  Wellen 

*ch  gebildet  haben;  die  Länge  L  der  stehenden  Welle  ist  gleich  der  Hälfte 

®***öi^  fortschreitenden  Welle. 

Die  Dauer  der  Schwingung  einer  stehenden  Welle  ist  deshalb  ebenfalls 
®^Söl>en  durch  die  Gleichung 

^*^X4,  wenn  wir  mit  j)  die  einen  Punkt  der  Welle  bewegende  Kraft  im  Ab- 
^^''^de  1  von  der  Gleichgewichtslage  und  mit  m  die  in  dem  Punkte  bewegte 
^*^^  bezeichnen, 

m ' 
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§.  lÄ 


also  die  dem  betrachteten  Punkte   im  Abstände  1   ertheilte  Beschleonigimg 
bedeutet. 

Für  die  in  der  stehenden  Welle  schwingenden  Punkte  können  wir  nim 
den  Werth  von  h  mit  Hülfe  der  Elasticitfitsgesetze  ableiten ,  somit  den  Werik 
von  T  und  mit  diesem  dann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welkt 
bestimmen ,  deren  Interferenz  die  stehenden  Wellen  ergeben  hat. 

Die  Kraft,  welche  in  einer  schwingenden  Punktreihe  die  einzelnen  Ponkti : 
bewegt ,  ist  die  Anziehung  und  Abstossung  di(x  einzelnen  Punkte  aof  einandei^ 
welche  dadurch  entsteht,  dass  die  Punkte  bei  der  Bewegung  sich  in  andea 
Abständen  von  einander  beflnden,  als  wenn  sie  in  der  Ruhelage  sind.  Dl 
wir  nun  in  der  stehenden  Welle  einen  stationären  Zustand  dargestellt 
da  alle  zu  einer  Welle  gehörigen  Punkte  immer  gleichzeitig  in  derselben 
der  Bewegung  sind ,  so  können  wir  dort  die  Veränderung  in  den  AbstSudSi 
der  Punkte  leicht  ableiten. 

Es  stelle  aöri  (Fig.  190)  die  Lage  der  Punkte  einer  stehenden  Welle 
entweder  einer  transversal  schwingenden  oder  einer  longitudinal  schwingen' 

Fig.  ijK).  Punktreihe.     Schwingt    die    Wi 

£  transversal,  so  sind  die  se 

Abstände  der  Punkte  ^ ,  y  . .  von 
•  in  der  That  die  Abstände  der  ei 


■f 


g 

**^  *  *  non  Punkte  von  der  Gleichgewid 

läge.    Schwingen  die  Punkte  longitudinal ,  so  stellen  die  Abstände  der 
von  ari  die  Verschiebungen  der  Punkte  aus  der  Gleichgewichtslage  (Rg.  II 

dar,   indem  die  Verschiebungen 
*^8-*^'-  dem   Orte    der   GleichgewicW 

«        ^         *         •         *         *         '       z.  B.  «/?'—  flf/5,   ay'_ay, 

senkrecht  aufgetragen  sind. 
i  t  C  •     i     S    i  Betrachten  wir  nun  drei  Pankt 

d,  €,  t(Fig.  190),  welche  unmit 
bar  neben  einander  liegen,  die  also  in  der  Gleichgewichtslage,  wenn  wir 
selbe,    wie  in  den  letzten  §§.  durch  die  Abstände  x  der  Punkte  von  eil 
festen  Punkte  bestimmen ,   um  die  sehr  kleine  Grösse  J  x  von  einander 
fernt  sind,  so  ist  die  durch  die  Bewegung  eingetretene  Veränderung  in 
der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Abständen  der  Punkte  €  und  f 
Unterschied  e  h  der  beiden  senkrechten  Abstände  der  Punkte  ?  und  e  tob 
und  ebenso  die  Verschiebung  von  e  gegen  d  der  Differenz  M  —  a  f  =  '*' 
proportional.    Wenn  die  Punkte  longitudinal  schwingen,  so  ist  £  6  die  Vi 
Schiebung  der  Punkte  gegen  einander  selbst,  wie  aus  der  soeben  angegel 
Constiiiction  der  Welle  für  diesen  Fall  sich  ergibt.     Schwingen  die 
transversal,   so   dürfen  wir   wenigstens  dann,   wenn  die  Verschiebong  ^j 
Punkte  aus  der  Gleichgewichtslage  gegen  die  Länge  der  Welle  sehr  klein  irfij 
die   Verschiebungen   der  Moleküle  gegen  einander  der  Differenz  ihrer  T«^ 
Schiebungen  aus  der  Gleichgewicbt!:jlage  proportional  setzen.    Bezeichnefl  ^i 
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demnach  mit  a  eine  Constante ,  so  dürfen  wir  die  Verschiebung  von  s  gegen  d 
^eichsetzen  a  •  sV  und  gegen  ^  setzen  a  ,  eh. 

In  der  Lehre  von  der  Elasticität  haben  wir  nun  den  Nachweis  geliefert-, 
hu  wenn  die  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Abstände  der  Moleküle 
jelndert  werden,  Kräfte  zwischen  den  Molekülen  thätig  werden,  welche  die- 
idben  wieder  in  die  Gleichgewichtslage  zurückführen  wollen,  Kräfte,  denen 
vir  eben  den  Namen  der  Elasticitätskräfte  beilegten.  Von  diesen  Kräften  haben 
vir  gezeigt,  dass  sie  der  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander  propor- 
jonal  sind.  Als  Maass  derselben  führten  wir  den  Elasticitätscoefficienten  ein, 
Be  Kraft,  mit  welcher  die  Moleküle  gegen  ihre  Gleichgewichtslage  hingetrie- 
mi  werden,  wenn  ihre  Verschiebung  gegen  einander  ihrem  ursprünglichen 
iLbstande  gleich  geworden  ist.  Ist  demnach  der  ursprüngliche  Abstand  der 
Eoleküle  gleich  Jx,  und  werden  sie  um  die  Grösse  ^  gegen  einander  ver- 
leben, so  ist  die  Kraft,  mit  der  sie  dann  in  ihre  relative  Gleichgewichtslage 
nückgezogen  werden, 

lemn  wir  den  Elasticitätscoefficienten  der  betreffenden  Substanz  mit  e  be- 
liehnen. 

Diese  Sätze  können  wir  direkt  auf  unsere  Punktreihe  anwenden,  wir 
itsen  dann  voraus,  dass  zwischen  den  Punkten  Kräfte  thätig  sind,  welche 
leh  denselben  Gesetzen  wie  die  zwischen  den  Molekülen  der  Körper  thätigen 
iftfte  wirken. 

In  unserer  Punktreihe  ist  der  Punkt  e  gegen  den  Punkt  6  um  a  .  s  b' 
•rschoben,  worin  a  =^  1  ist,  wenn  die  Verschiebungen  longitudinal  sind; 
Se  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  £  deshalb  in  seine  Gleichgewichtslage  in 
iezug  auf  d,  also  nach  V  gezogen  wird,  ist  demnach  gegeben  durch 

eb' 

ftm  wir  auch  hier  die  Elasticität  der  Punktreihe  mit  e  und  den  Abstand 
issss  V  S  der  Punkte  in  der  Gleichgewichtslage  mit  d  x  bezeichnen. 

Die  Verschiebung  des  Punktos  f  gegen  f  bewirkt,  dass  £  gegen  b  hin- 
trieben wird,  gegen  den  Punkt,  in  welchem  er  in  Bezug  auf  f  in  der 
Qichgewichtsiage  ist;  die  Grösse  der  Kraft,  welche  in  diesem  Sinne  auf  den 
Ulkt  wirkt,  ist 

Bb 

Jx 
Diese  beiden  auf  den  Punkt  wirkenden  Kräfte  wirken  gerade  nach  ent- 
gengesetzter  Richtung,  die  den  Punkt  e  wirklich  bewegende  Kraft  ist  also 

^  Differenz  beider  oder 

f  b'  —  $  b 
a  — •  e. 

J  X 

Der  Punkt  «  wird  nun  vorzugsweise ,  ja  wir  dürfen  sagen ,  allein  durch 
d  ihm  benachbarten  Punkte  gezogen,    der  eben  gefundene  Ausdruck  ist 
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Flg.  192. 


I 

^- 


daher  in  der  That  die  den  Punkt  e  bewegende  Ejraft.  Um  dieselbe  vollständig 
bestimmt  zu  erhalten,  bedarf  es  noch  der  Berechnung  der  Differenz  eh'  —  eb. 
Wir  gelangen  dazu  auf  folgende  Weise.  Die  senkrechten  Abstände  der  ein- 
zelnen Punkte  ßy  y  ...  (Fig.  192) 
von  der  Linie  ttr\  werden  nach  dem 
vorigen  Paragraphen  bestimmt  duitk 
die  Gleichung 

■  i i  2x  t 

y  =  2a  *  C08  Y  ^  '  sin  2«  yn 

worin  X  den  Abstand  des  gerade  betrachteten  Punktes  von  dem  Anfangsponkli 
der  Wellenbewegung  bedeutet.  Wir  erhalten  durch  diese  Gleichung  zu  jeds 
Zeit  t  die  Abstände  y  der  einzelnen  Punkte  von  ar/,  indem  wir  die  densellNi 
entsprechenden  Werthe  von  x  einsetzen.  Bezeichnen  wir  nun  den  Abstiai 
der  Gleichgewichtslage  des  Punktes  ö  von  dem  Anfangspunkte  der  Welloh 
bewegung  mit  .r,  so  ist  der  Abstand  des  Punktes  e  von  demselben  Punkiij 
X  -\-  Jx  =  x'  und  derjenige  des  Punktes  J  gleich  x'  -\-  Ax^^x",  Die  senk-j 
rechten  Abstände  8ä  =  ?/,  ae  =  y\  cf  =  y"  erhalten  wir  nun,  indem 
in  die  Gleichung  für  y  die  Werthe  a?,  x\  x''  einsetzen.  Dann  ist  sl}=y' — fi 
eh'  =^  y  —  y'  und  die  von  uns  gesuchte  Differenz 

eh'  —  sh  =  {y'  —  2/")  —  (2/  —  y')- 
Ptlhren  wir  diese  Rechnungen  durch,  so  ist,  wenn  wir  zugleich  — , 

2 

Länge  der  stehenden  Welle  mit  L  bezeichnen , 


X  t 

y  =  2a  '  cos  j-  TT  •  sin  2;r  y- , 


y'=2a 


X  +  dx  .    rt     ^ 

cos  — -j —  n  '  8in2it  Yy 


y'  =  2a  '  sin  27r 


r{ 


x 


cos  j-  TT  •  COS 


Jx  .      X 


sm 


Ax     i 


Da  nun  nach  unserer  Annahme  die  Abstände  Ax  zweier  Punkte  sebj 
klein  sind,  so  werden  wir  ohne  merkliche  Ungenauigkeit  setzen  können 

Jx  ^       .     Jx  Jx 

cos   -j-   TT  =  1 ,     sm  -V—  TT  =      j. 

und  somit 


n 


y'  =  2a  '  sin  2%  ^  icos  j-  w  — 


Jx 


n  •  sm 


X       1 

£"1 


und 


zV  =  y  —  y'  = 


Jx 


% 


X 

8vrLj-% 


2a  •  sin  2^ 


Den  Werth  von  t/"  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  Werthe  fttr  y'  wieder 
für  X  einsetzen  x  -^  J  x^  da  i/"  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Gkidk'.j 
gowichtslage  ist,  der  von  dem  Punkte,  vor  welchem  aus  die  Abstände ;^^ 
rechnet  sind,  wieder  um  Jx  weiter  entfernt  ist  als  der  Punkt  e.  Dadurch  wiri^ 


y"  =  2a  sin  2%  ^ 


iCOS 


X  +  J  X 


%  — 


Jx 

T 


.    x-^-Jx^ 

sm  =^i: — % 


{• 
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Entwickeln  wir  wieder  die  in  der  Klammer  stehenden  cos.  und  sin.  und 
Machten ,  dass  auch  jetzt  wieder 

*  dx  ^       .      Jx  dx 

cos   -y-  %=  \\    Sm  -y-   •  ^T  =   — y       •  TT  , 

o  wird 

tt  e\.  »         r%  t       l  X  ^      /dX  .  X  /dX'^  t  X  l 

f''  =  2ä  •  sin  2yt  ^  {cos  j-  •  ;r  —  2  -j-  TCBinj-TC j-^  •  ^  cos  j-  *  ^}  • 

Daraus  ergibt  sich  dann 
(  ^  SS  ^   —  2^    =  2cf  •  sm  €n:  ^  }-j-  ;r  •  sm  ^  jt  +  -jy  n^  •  cos  ^  3tJ 


t  /  1  ^X  n  X  •        f>  V 

€  &  —  €  0  =  —  -g^  •  3t'  •  COS  y-  jr  •  sm  2;r  ^ 


BD    —  «  &  = fj-  '  %*  '  y. 


der  schliesslich 

Setzen  wir  die  so  bestimmte  Differenz  der  Verschiebungen  in  den  vorhin 
■ftmdenen  Ausdruck  ein,  welcher  uns  die  Kraft  gibt,  mit  welcher  der  Punkt  f 
iwegt  wird,  so  erhalten  wir  daraus 

«•  Jx^  *  «*  dx 

in  Ausdruck,  in  welchem  das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dass  der  Punkt 

Bgen  seine  wirkliche  Gleichgewichtslage,  gegen  a  hingetrieben  wird.    Diese 

xaft  ist  dem  augenblicklichen  Abstände  des  Punktes  von  der  Gleichgewichts- 

Ige,  dem  Werthe  von  y  proportional.    Wir  erhalten  somit  die  vorhin  mit|? 

tteichnete  Grösse,  die  Kraft,  welche  den  Punkt  treibt,  wenn  er  sich  im  Ab- 

bnde  1  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  wenn  wir  y  =  1  setzen,  somit 

n^  dx 
p  =  a  —jjT  '  ^• 

um  nun  den  Werth  von  X;,  die  gegen  die  Gleichgewichtslage  gerichtete 
■Bchleunigung  zu  erhalten,  wenn  der  Pimkt  sich  in  der  Einheit  des  Ab- 
Indes  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  haben  wir  nur  den  Werth  von  p 
preh  die  Masse  m  des  Punktes  b  zu  dividiren;  damit  wird 

Die  Grösse  /Ix  bezeichnet  den  Abstand  zweier  Punkte  unserer  Punktreihe 
■  der  Gleichgewichtslage;  der  reciproke  Werth  derselben  oder 

dx 

'beutet  daher  die  Anzahl  von  Punkten,  welche  in  der  Längeneinheit  der 
IQie  enthalten  sind.  Führen  wir  diesen  Werth  ein,  so  wird  die  Beschleuni- 
^^  des  Punktes  gegen  b  hin 

h  =  a  '  r-i 
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Die  Grösse  mn ,  das  Produkt  aus  der  Masse  eines  Punktes  und  der  An- 
zahl von  Punkten  in  der  Längeneinheit  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der 
Punktreihe;  wir  können  sie  füglich  die  Dichtigkeit  der  Punktreihe  nennen. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  d,  so  wird  schliesslich 

Mit  Hülfe  des  so  bestimmten  Werthes  von  k  erhalten  wir  nun  die  Schwoh 
gungsdauer  des  betrachteten  und  damit  aller  Punkte  der  stehenden  Welle  nick 
der  vorhin  abgeleiteten  Relation 

Die  Schwingungsdauer  der  stehenden  Welle  ist  somit  der  Länge  dersdbei 
und  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit  der  Punktreihe  direkt,  der  Qoadnt^ 
Wurzel  aus  der  Elasticität  der  Beihe  umgekehrt  proportional.      Da  nim 
Schwingungsdauer  der  stehenden  Welle  gleich  ist  jener  der  fortschrei 
Welle,    aus  deren  Interferenz  sie  entstanden  ist,    so  gilt  derselbe  A 
auch  für  die  fortschreitende  Welle;  für  diese  ist  also ,  wenn  wir  für  2  L 
Zeichen  A ,  die  Länge  der  fortschreitenden  Welle ,  wieder  einsetzen , 


Vi     r    e 


Zwischen  der  Wellenlänge  k ,  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und 
Oscillationsdauer  der  fortschreitenden  Welle  besteht  nun  die  Beziehung 

demnach  erhalten  wir  für  c 

wenn  wir  j/a  =  C  setzen. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  ist  somit  der  Qi 
Wurzel  aus  der  Elasticität  direkt ,  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichtigkeit 
gekehrt  proportional ,  sie  ist  unabhängig  von  der  Wellenlänge.  Letztere 
abhängigkeit  gilt  aber  ganz  allgemein  nur  für  die  longitudinalen  Wellen, 
ebenso  für  die  transversalen,  für  letztere  nur  bei  der  ausdrücklich  von 
gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Länge  der  Wellen  gegen  die  Versdü« 
gen,  oder  was  dasselbe  ist,  gegen  die  Abstände  der  Punkte  sehr  gross il 
Denn  nur  unter  dieser  Voraussetzung  dürfen  wir  dort  die  Verschiebungen 
Moleküle  gegen  einander  der  Diff'erenz  ihrer  Verschiebungen  ans  der 
gewichtslage  proportional  setzen.  Wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  und  wir 
den  später  in  den  Lichterscheinungen  Wellen  kennen  lernen,  deren  Lip^j 
einen  mit  den  Abständen  der  Punkte  vergleichbaren  Werth  haben,  so  l*|^] 
die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  von  der  Länge  der  Welle  «b.   ^\ 
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diese  Wellen  erhält  Cauchy ')  ftir  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
kerl  einen  Ausdruck  von  der  Form 

die  Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  A,  in  welcher  die  Zähler  Constante 
indy  die  von  der  Beschaifenheit  des  Mittels  abhängen,  in  dem  die  Schwin- 
pBngen  stattfinden.  Wir  werden  in  der  Lehre  vom  Licht  auf  diese  Frage  zu- 
Cekkommen;  hier  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  für  alle  Schwingungen, 
lie  wir  in  diesem  Abschnitte  zu  betrachten  haben,  die  Wellenlängen  gegen 
ie  Abstände  der  Moleküle  als  unendlich  gross  betrachtet  werden  können. 

§.  123. 
ZtLsammensetsiing  mehrerer  Wellenbewegungen,  deren  Sohwin- 
Umgen  nicht  gleich  gerichtet  sind;  elliptische  Schwingungen.  Wir 
iben  im  Bisherigen  den  besondern  Fall  der  Zusammensetzung  der  Wellen - 
jpnregongen  betrachtet,  in  dem  die  Vibrationen  alle  gleich  gerichtet  sind.  Es 
hmen  nun  ebenso  gut  in  einer  Punktreihe  sich  zwei  Bewegungen  fortpflan- 
Mf  deren  Bichtnngen  nicht  zusammenfallen ,  eine  Wellenbewegung  longitu- 
bialer  Schwingungen  und  eine  transversaler  Schwingungen,  oder  zwei  zur 
brtpflanznngsrichtung  der  Bewegung  senkrechte  Schwingungen,  welche  je - 
oeh  irgend  einen  Winkel  mit  einander  bilden. 

Wie  wir  im  §.  120  sahen,  erhalten  wir  in  diesem  Falle  die  aus  dem 
Iwonmen wirken  der  beiden  Bewegungen  resultirende  Kraft  durch  den  Satz 
Dm  Parallelogramm  der  Kräfte;  in  jedem  Augenblicke  wird  uns  die  Diago- 
Ae  des  aus  den  beschleunigenden  Kräften  der  Theilbewegungen  construirten 
hrallelogramms  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  resultirende  Kraft  geben 
■d  somit  die  Geschwindigkeit  und  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  Wellenbewegungen  gleiche  Oscillations- 
und  somit  gleiche  Wellenlängen  besitzen,   so  muss  die  resultirende 
regung  ebenfalls  die  gleiche  Oscillationsdauer  haben;    die  Bahn,   welche 
Punkte  beschreiben ,  kann  aber  weder  mit  der  einen  noch  mit  der  andern 
zusammenfallen,   sie  muss  jedoch  nothwendig  in  dieselbe  Ebene 
welche  durch  die  Richtung  der  Bewegungen  in  den  einzelnen  Wellen 
wird.    Um  die  Gestalt  der  Bahn  zu  erhalten,  wird  es  am  bequemsten 
von  dem  mathematischen  Ausdrucke  für  die  Bewegung  des  Punktes  in 
jeder  einzelnen  Bewegung  auszugehen  und  das  erhaltene  Resultat  dann 
iWor  zu  betrachten. 

Zugieich  ist  klar,  dass  wir  die  Bahn  nur  eines  Punktes  zu  bestimmen 
D>^n,  und  dass  diejenigen  aller  übrigen  Punkte  der  Reihe  damit  überein- 
^Oiinen.     Denn  da  der  Voraussetzung  nach  jede  der  Theilbewegungen  sich 


1)  Cauchy,  Mi^moire  siir  la  diüpersion  de  la  lumierc.  Prag  1835. 
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mit  gleicher  Geschwindigkeit  in  der  Punktreihe  fortpflanzt,  so  sind  dieBi 
ncn  aller  Punkte  dieselben. 

Nennen  wir  nun  den  Abstand  eines  Punktes  der  Beihe ,  welcher  Tom  i 
fdngspunkte  der  Bewegung  um  x  entfernt  ist,  von  seiner  Gleichgewichiab 
zur  Zeit  f ,  y^  so  haben  wir 

2^  =  «  •  sin  23t  ^^  —  y  j 

In  Folge   der  zweiten  Bewegung,  wenn  sie  allein  ¥rirkte,  wOrde 
Punkt  in  einer  andern  Richtung  sich  von  der  Gleichgewichtslage  entfern 
sei  der  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t  gleich  e\  nehmen 
femer  an,  der  Anfangspunkt  dieser  Bewegung  sei  von  dem  der  ersten  m 
entfernt,  die  Bewegung  habe  aber  auch  dort  im  Anfange  der  Zeit  t  begom 
so  haben  wir  flir  z  den  Ausdruck 

Entwickeln  wir  nun  aus  diesen  beiden  Ausdrucken  für  die  AbstSo^ 
und  z  eine  Gleichung  zwischen  y  und  Zy  so  gibt  uns  diese  die  zu  einai 
gehörigen  Abstände  in  der  einen  und  in  der  andern  Bichtung,  oder  den 
des  Punktes  in  jedem  Augenblicke ,  wenn  wir  den  Abstand  des  Punktes  i 
der  einen  Bichtung  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  bestimmen.  Diese  ( 
chung  gibt  uns  somit  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  erhalten  wir  nun  unmittelbar 
beiden  folgenden 


—  =  sin  23t 


(r-f) 


-|-  =  sin  23t  /  jr  —  y )  cos  23r  •  y  -j-  cos  23t  /^  —  y  j  sin  2n  •  ^ 

Multipliciren  wir  nun  die  Gleichung  (3)  mit  cos  23t  •  y ,  so  wird 
V  rk        OL  .     «,     /  ^  x\  rt         a 

—    •    cos  23t  •  y   =   Sm  23t  I  ^ r-  I    cos  23t  •  y  •       •       • 

und  subtrahiren  wir  jetzt  die  Gleichung  (5)  von  (4) ,  so  erhalten  wir 

-g-  —    •   cos  2«  •    y   =   cos  23t  1  ^  y  I    SUl  2«  •  y  •    •    • 

Quadriren  wir  nun  die  Gleichung  (6)  und  addiren  zugleich 

(l-V sin*  23t .  |-  =  sin*  23t  (^  -  |)  sin*  2«  •  ^, 

so  erhalten  wir 

=  sin^  2«  .  I  jsin»  2«  ^1  —  |^  +  cos«  2«  [^  -  yjj 
oder 
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Die  Gleichung  (7)  gibt  uns  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Gleich- 
Sowichtalage  parallel  der  Richtung  der  ersten  Bewegung  für  jeden  Werth ,  den 
der  Abstand  des  Punktes  parallel  der  zweiten  Bewegung  erhalten  kann.  Die 
uiüytische  Geometrie  zeigt  nun,  dass  alle  Punkte,  deren  zusammengehörige 
Absi&nde  parallel  zweien  festen  Richtungen ,  von  einem  festen  Punkte  durch 
Üe Gleichung  (7)  dargestellt  werden,  auf  einer  bestimmten  krummen  Linie, 
1er  Ellipse,  liegen,  deren  Mittelpunkt  eben  jener  feste  Punkt  ist,  von  wel- 
die  Abstände  y  und  e  gerechnet  sind.    Wenn  sich  zwei  Wellenbewegun- 

in  einer  Punktreihe  fortpflanzen,  in  denen  die  Schwiügungen  verschieden 
iKichtei  sind,  so  bewegen  sich  demnach  die  Punkte  in  Ellipsen  um  ihre 
9dchgewichtslage. 

In  unseren  Ausdruck  (7)  für  die  Bahn  der  Punkte  geht  nun  auch  die 
Aasendifferenz  ein ,  und  je  nach  dem  verschiedenen  Werthe  von  a  kann  die 
Staiehiuig  zwischen  y  und  z  immer  eine  andere  werden ;  'man  erhält  je  nach 

Werthe  von  a  fftr  ein  bestimmtes  z  einen  immer  andern  Werth  von  y, 

erfüllen  alle  diese  Werthe  die  Bedingung,  dass  sie  einer  Gleichung  von 
■r  Form  (7)  genügen,  die  Bahnen  der  Punkte  sind  daher  immer  Ellipsen, 
■BT  die  Lage  und  Gestalt  der  Ellipsen  ist  je  nach  dem  Werthe  von  a  eine 
■dere.   untersuchen  wir  die  Gestalt  der  Ellipsen  für  einige  Werthe  von  a. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Schwingungsrichtungen  einen  Winkel  q>  mit 
der  bilden,  und  dass  die  Richtig 
positiven  Abstände  z  (Fig.  193) 
Punktes  P«  •  der  um  x  von  dem 
mnkte   der  Bewegung    ent- 
ist,    von  der  Ruhelage,    nach 
hin ,  und  die  Richtung  der  po 
ren  y  nach  oben  gerechnet  werde, 
ji. ,  dass  die  Bewegung  in  gleicher 
in  beiden  Theilbewegungen  ist, 
der  Punkt   sich  zugleich  nach 
und  oben,    in  verschiedener, 
er  sich  zugleich  nach  rechts  und 
bewegt.    Ist  nun  die  Phasen- 

der  beiden  componirenden  Bewegungen  gleich  0,  oder  einer  geraden 
von  halben  Wellenlängen,  so  ist 

cos  23r  •  =  1;   sin  23r  •  Y  =  0, 


Fig.  193. 


y«        2yg    ,    jg«  _ 


0, 


z 


^^tlAMMMt  FbTiik  I.    8.  Aufl. 


ß 
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In  diesem  Falle  stehen  also  stets  die  zusammengehörigen  Werihe  t* 
und  z  in  dem  constanten  Verhältnisse  der  Amplituden  a  :  ß,  Bestunmen 
denmach  die  den  Zeiten  t\  t*\  T  entsprechenden  Abstände  z\  s'\  ß 
ziehen  von  e\  z'\  ß  mit  Py  parallel  /p',  z"p'\  ^P'  so,  dass 

zp  :  zF  =  /'p'  :  z'P  =  ßP'  :ßP  =  a:ß, 

so  sind  die  Längen  z'2>\  z'p'  etc.  die  zu  diesen  Werthen  von  z  gehö 
Werthe  von.  i/,  und  die  Punkte  p\  p'\  P  gehören  der  Bahn  des  Punkt 
Aus  der  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber,  dass  die  F 
P,  p\  p'\  P'  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  die  Bahn  des  Punktes  ist 
nach  eine  gerade  Linie,  welche  durch  die  Gleichgewichtslage  des  Punl 
geht,  deren  Richtung  zwischen  die  Richtungen  der  Theilbewegongen  ftll 

Für  die  Amplitude  PP'  der  resultirenden  Bewegung  erhalten  wir 
dem  Satze  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 

PP'  =  VPß^+  P'ß'^  —  2Pß  .  P'ß  .  cos  PßP^, 

A  =  ya^+~^'^¥äß~7cös'q> 

und  fttr  den  Winkel,  welchen  die  Bahn  des  Punktes  mit  z  bildet,  wen 
ihn  mit  if;  bezeichnen,  erhalten  wir  aus  der  Proportion 

PP'  :  P'ß  =  sin  PßP' :  sin  P'Pß, 

sin  if;  =  ^  •  sin  q>» 

Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Amplitude  hängt  somit  vc 
Grösse  der  Theilamplituden  ab  und  von  dem  Winkel,   welchen  die 
bewegungen  mit  einander  bilden.     Die   resultirende  Amplitude  erhäl 
grössten  Werth  fllr  9  =  0 

A  =  a  +  ß. 

Die  Bewegungsriohtung  aller  drei  Bewegungen  ist  dieselbe,  und  < 
sultirende  Amplitude  ist  die  Summe  der  Theüamplituden. 

Wir  hätten  in  diesem  Falle,  um  die  Bahn  des  Punktes  zu  erk« 
nicht  nöthig  gehabt,  die  Gleichung  (7)  zu  entwickeln,  da  dieses  Bc 
jBich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergibt,   denn  ist  a 

oder  2w  •   -  ,  so  wird 


und  daraus 


ij  =  a  '  am  27C  fj,  —  —  j 
z  =^ß  '  am27t  (^  ~t) 


^      ß 

Ist  die  Phasendifferenz  nicht  gleich  0,  oder  ein  gerades  Vielfachea 
halben  Wellenlänge,  so  wird  die  Bahn  des  Punktes  eine  Ellipse.    BA 
wegungen  beginnen  dann  zu  verschiedenen  Zeiten,  und  wachsen  nicht  wi 
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▼origen  Falle  gleichmässig ;  bald  nimmt  3^  rascher,  bald  z  rascher  zu,  ja  es 
kum  y  selbst  abnehmen,  wenn  z  wächst.  Ist  a  kleiner  als  V4  A,  so  hat 
(ISg.  194)  der  Punkt  P  bereits  einen  Theil  seines  Weges  in  der  Richtung 
der  jif  zurückgelegt,  wenn  die  Bewegung 
lUdi  y  beginnt,  er  befindet  sich  in  P\ 
leiin  ist  y  =  0,  so  gibt  Gleichung  (2) 
Mer  Gleichung  (7) 


Flg.  194. 


a 


jer  ==  /S  •  sin  23r  •  — 

ad  ist  a  z.  B.  =  ^/i^  A,  so  wird 

r  =  /J  .  sin  67^6  =  0,923  ß. 

Während  jetzt  der  Punkt  in  der 
liehtung  nach  z  den  letzten  Theil  sei- 
fls  Weges  zurücklegt ,  bewegt  er  sich 
ber  schon  in  der  Richtung  y,  er  be- 
alureibt  daher  den  Weg  p' P\  Er  ist 
I P*^  angekommen ,  hat  also  in  der  Richtung  z  seinen  grössten  Abstand  er- 
licht, wenn  nach  Gleichung  (7) 


y« 


a 


COS  2n 


a 


=  sin'  23t  • 


a 


-"*  =0 


a*     ' 

iL  —  2  ^   •  COS  23t  •  4^  +  cos'-'  23t 

y  =  y'  =  a  '  cos  23t  •  y, 

bei  dem  von  uns  angenommenen  Werthe  o=y,g  A,  y=a  .  cos  67^,6,  oder 

0,382  a  ist.    Während  dann  der  Punkt  in  der  Richtung  der  y  sich  weiter 

der  Gleichgewichtslage  entfernt,  kehrt  er  in  der  Richtung  z  scjion  wieder 

ikj  er  beschreibt  den  Weg  P' F"  und  ist  in  P"  angelangt,  wo  y  =  a 

wenn  sich  der  Punkt  in  der  Richtung  der  z  schon  wieder  bis  auf 


a 


Z  =  ß  '  C0S27C  '     -  =  0,382  ß 

Anfangspunkte  genähert  hat. 

Von  da  ab  nehmen  y  und  z  gleichzeitig  ab.,  z  aber,   da  der  Punkt  in 

Richtung  der  Ruhelage  näher  ist,    rascher  als  1/;    der  Punkt  bewegt 

;,  bis  z  =  0  wird,  naohp",  vro  y  =■  0,923  a  ist.   Weiter  bewegt  sich  der 

dann  in  der  Richtung  der  z  nach  der  negativen  Seite  hisp"\  während 

Abstand  y  bis  zur  0  abnimmt  u.  s.  f.,    so  dass  der  Punkt  sich  iXhcr p''\ 

\  P^^\  p^^  wieder  nschp'  bewegt,  wenn  y  wieder  gleich  0  geworden  ist. 

die  Impulse  nach  beiden  Richtungen  fort,  so  legt  der  Punkt  in  der 

iden  Zeit  dieselbe  Bahn  zurück,  die,  wie  Gleichung  (7)  uns  zeigt,  eine 

ist 

Ist  n  "*=>  V4  ^9  ^^  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  nach   der  Richtung 
f  in  Beinern  Sussersten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  und  beginnt 

28* 
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seine  zurückgehende  Bewegung,  wenn  er  in  der  Richtung  der  ^  seio 
wegung  beginnt.  Während  er  dann  in  der  Richtung  der  z  zur  Buhelage  zi 
kehrt,  erreicht  er  nach  y  seinen  grössten  Abstand  oder  für  j?  =  0  ist  jf 
Wird  dann  5'  =  —  /3,  so  wird  j^  =  0,  und  wird  z  wiederum  0,  so 
y  =  —  a ,  so  dass  also  die  zusammengehörigen  Werthe  von  ♦/  und  z  füi 
vier  Stellungen  sind 

y==o,y  =  cr,y  =  0,y=  —  a,y  =  o 

Z  =  ßy    Z  =  0,   Z  =  —  /?,    JET  =  0,   Z  =^  ß. 

Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  Falle  durch  die  Endpunkte  der 
amplituden,  ihre  Lage  und  Grestalt  ist  anders  als  in  dem  vorigen  Falle 
die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  demselben  Sinne  wie  vorher.  £ 
dies  auch  aus  der  Form  hervor,  welche  die  Gleichung  der  Bahn  dann  am 

Die  Schwingungsrichtungen  bestimmen  dann  ein  Paar  conjugirter 
messer  der  Ellipse. 

Wenn  im  Besondem  in  diesem  Falle  die  beiden  Amplituden  gleicl 
die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  wird  die  Ba 
Punktes  ein  Ereis.   Denn  in  dem  Falle  wird  unsere  Gleichung  der  Bahi 

y\  +  ü:  =  1 

y2  _|_  ^2  __  „2 

Da  nun  die  beiden  Eichtimgen  x  und  y  zu  einander  senkrecht  si 
bedeutet  a  den  Abstand  des  Punktes  von  dem  festen  Punkte ,  von  d« 
die  Richtungen  y  und  z  gerechnet  sind. 

Die  Punkte  der  Bahn  liegen  also  alle  auf  einer  Linie,  die  dadm 
stinmit  ist,  dass  der  Abstand  aller  ihrer  Punkte  von  einem  festen  PunI 
constante  Grösse  und  zwar  gleich  a  ist;  das  ist  aber  bekanntlich  die 
Schaft  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  geben  auch  dieses  unmittelbar,  ohi 
die  Gleichung  (7)  zu  Hülfe  genommen  wird,  denn  wenn  a  =  V4  ^9  ' 
den  sie 


z  =  a  '  cos  27t 
und  daraus 


y  =  cf  •  sin  2«  (y  —  y  j 


Wenn  nun  die  Phasendifferenz  grösser  ist,  ist  die  Bahn,  bis  a^» 
wird,  wieder  in  allen  Fällen  eine  Ellipse,  deren  Lage  und  Gestalt  leichl 
dem  Bisherigen  zu  erhalten  ist. 
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Igt  dann  a  =  ^/2  ^  geworden,   so  liefern  die  Gleichungen  (l)  und  (2) 
oder  (7)  als  zusammengehörige  Werthe  von  y  und  z 

a 

Die  Gestalt  der  Bahn  ist  also  wieder  eine  gerade  Linie,  welche  jedoch 
Inders  liegt,  wie  in  dem  Falle,  wo  a  =  ö  war.    Sie  liegt  jetzt  (Fig.  195) 
B  dem  Winkel,   den  die  Richtung 
m  negativen  z  mit  derjenigen  der  ^ 

mtiven  y  bildet.     Denn  jetzt  be-  \ 

pnt  der  Punkt  P  zugleich  sich  nach 
er  Richtung  der  negativen  z  und 
ar  positiven  y  zu  bewegen,  und  zwar 
),  dass  immer 

X L 

a    —         ß 

f,  er  bewegt  sich  demnach  von 
nach  P',  dann  über  P  nach  P" 
8.  f.,  in  der  Linie  P' P"  hin  und 
r,  so  lange  die  beiden  Impulse 
aem. 

Bei  einem  noch  grossem  Werthe  von  a  geht  die  Bahn  wieder  in  eine 
lipse  über,  in  welcher  jedoch  der  Punkt  jetzt  sich  in  entgegengesetzter 
ehtong  bewegt  als  vorher.    Be- 
ichten wir  den  Fall,  wo  a=  "Ae  l  ^^'  '^' 
'u    Wenn  der  Punkt  P  (Fig.  1^6)                            T 
be  Bewegung  nach  der  Richtung  y                       v     \ 
ginnt,  wenn  also                                          \/"     "^^^\         \ 

^  =  of  •  sin  2;r  (  ^ -1=0,  '\  \        X    \ 

t  ^        ■' T\    "T — H ' 

f  =  ^  ,  sin  "/g  «  =  —  0,923  ß.  \  ^v      \  Y 

Der  Punkt  P  befindet  sich  in  p .  \ t-^ —    y\ 

Während  nun  xr  bis  —  ß  wächst,  \ 

wregt  sich  der  Punkt  zugleich  in  \ 

fr  Richtung  der  positiven  y,  bis 

y  =  —  a  .  cos  ^Vs  n  =  0,382  a 

i  Der  Punkt  bewegt  sich  yonp'  nach  P'. 

Während  sich  dann  weiter  der  Abstand  y  vergrössert,  nähei*t  sich  der 
itfkt  in  der  Richtung  z  wieder  der  Ruhelage.  Ist  ^=cr,  so  ist  jer=/?  •  cos  ^  Vs^ 
—  0,882  jj,  der.  Punkt  befindet  sich  in  P",  hat  also  den  Weg  P'P"  durch- 
tnu  Im  weitem  Verlaufe  nähert  sich  der  Punkt  anfangs  sowohl  in  der 
iSifcimg  der  ^  als  j?  der  Gleichgewichtslage,  bis  er  mp"  ist.    Dann  entfernt 
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er  sich  in  der  Richtung  der  positiven  r,  während  er  sich  in  derBichtangi 
dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  noch  nähert;  er  bewegt  sich  nach])'", 
P'"  U.S. f.,  so  dass  der  Punkt  die  Bahnellipse  in  der  Richtung  P\  P",  V"\  ^^ 
durchläuft,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  Fig.  194,  wo  die  Phasen- 
differenz  gleich  V,ß  X  war. 

Zwischen  der  Phasendiflferenz  Yj  ^  *^^  ^  durchläuft  der  Punkt  die  jedes- 
malige Bahnellipse,  die  nach  Lage  und  Gestalt  für  jeden  Werth  von  a  Te^ 
schieden  ist,    immer  in  der  zuletzt  betrachteten  Richtung.     Die  Gestalt  da, 

Ellipse  nimmt  dabei  dieselben  Aenderungen  an ,  wie  in  der  vorhin  betradite 

ZX 

ten  Periode  der  Phasendiflferenzen ,   sie  wird  anfangs  bis  a=  —  gewölbt« 

und  von  da  ab  bis  a  =  X  wieder  flacher^  bis  sie  für  den  letzten  Werth  dv 
Phasendifferenz  wieder  eine  gerade  Linie  wird,  welche  wieder  ebenso  lieg^j 
wie  in  dem  Falle,  wo  a  =  0  war. 

Im  Falle  also  die  componirenden  Bewegungen  gleiche  Perioden  habci^j 
sind  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  Ellipsen,  und  zwar  fftr 
Punkte  dieselben  Ellipsen.     Die  Verschiedenheiten  in  den  gleichzeitigen 
wegungszuständen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  bestehen  dann  darin, 
sie  an  verschiedenen  Punkten  der  Ellipse  sich  befinden  und  dort  mit  v« 
dener  Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Die  Gestalt,  welche  die  Punktreihe  in  Folge  der  Bewegung  der 
annimmt,  ist  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in  der  die  componirei 
Bewegungen  erfolgen.    Ist  die  eine  Bewegung  longitudinal,  die  andere 
Versal,  so  beschreiben  die  Punkte  Ellipsen,  deren  Ebenen  die  Bichtong, 
der  die  Bewegung  sich  fortpflanzt,  in  sich  aufnehmen.    Die  Pnnktreilie 
also  eine  ähnliche  Gestalt  haben ,  wie  bei  eine^r  transversalen  Wellenbei 
Sei  z.  B.  eine  Punktreihe  zugleich  in  longitudinale  und  transversale  Schi 
gungen  versetzt;   die  longitudinale  Bewegung  sei  der  transversalen  um 
viertel  Wellenlänge  voraus  und  die  Amplituden  haben  gleiche  Grösse, 
stellt  Fig.  197  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  in  einer  Wellenlänge 


Fig.  197. 


ff  - 


1    I 


a 


ß,  y  ...  V  ist  die  Lage  der  Punkte  in  der  Ruhelage.    Der  Punkt  c  ist 
Begriffe ,  eine  neue  Bewegung  in  transversaler  Richtung  zu  beginnen,  in 
gitudinaler  hat  er  das  erste  Viertel  seiner  Oscillation  zurückgelegt;  er 
sich  in  a  \   Der  Punkt  ö  hat  in  longitudinaler  Richtung  gerade  eine 
vollendet ,  dagegen  befindet  er  sich  in  transversaler  erst  am  Ende  des 
Viertels  einer  Oscillation,  in  seinem  grössten  Abstände  nach  negaüw 
tung.     Für  den  Punkt  ri'  ist,  um  unsere  vorige  Bezeichnung  beinl 
y  =  0y  z  =  —  j3,   für  X  ist  ^  =  cf,  z  =  o  und  fttr  v'  wieder  jf »»• 
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/  SB  /?.  Die  einzelnen  Kreisbogen  zeigen  die  Bahnen  der  Punkte  an ,  welche 
Yon  <  =9  Y4  T  an ,  wo  die  transversale  Bewegung  der  Punkte  ihren  Anfang 
nahm,  durchlaufen  sind. 

Sind  beide  Bewegungen  ti*ansversal ,  so  stehen  die  Ebenen  der  ellipti- 
schen Bahnen  auf  der  Fortpflanzungslinie  senkrecht,  die  Reihenfolge  der 
Bahnebenen  bildet  einen  elliptischen  Cy linder,  dessen  Axe  die  Punktreihe  in 
der  Ruhelage  bildet.  Eine  auf  dem  Cylinder  gezogene  Schraubenlinie ,  deren 
Hohe  gleich  ist  der  Länge  einer  Welle,  nimmt,  wie  man  leicht  übersieht,  die 
I^unkte  in  den  verschiedenen  Phasen  in  sich  auf. 

§.  124. 

ZusammenBetstuig  von  Schwingungen  verschiedener  Wellen- 
l^'lige.  Wir  haben  im  Bisherigen  die  Zusammensetzung  der  Schwingungen  in 
ilixiem  einfachsten  Falle  betrachtet,  unter  der  Voraussetzung  nämlich,  dass 
^ie  Schwingungen  sämmtlich  dieselbe  Periode,  dieselbe  Schwingungsdauer 
Qn.d  somit  auch  dieselbe  Wellenlänge  haben.  Ebenso  aber  können  sich  In  einer 
^Unktreihe  Schwingungen  gleichzeitig  fortpflanzen,  welche  eine  verschiedene 
^obwingnngsdauer  besitzen ;  es  fragt  sich  deshalb  jetzt  noch,  in  welcher  Weise 
^i«  Punkte  der  Reihe  in  diesem  FaUe  schwingen. 

Setzen  wir  zunächst  voraus ,  dass  die  Schwingungen  alle  gleich  gerichtet 

Kixid,  80  folgt  aus  der  AUgemeinheit  des  §.  120  aufgestellten  Interferenz- 

pnndps ,  dass  auch  jetzt  wieder  die  Bewegung  jedes  Punktes  der  Reihe  zur 

Soit  t  einfach  gleich  sein  muss  der  algebraischen  Summe  aller  der  TheU- 

I    be^egungen ,  welche  durch  die  einzelnen  Wellen  in  demselben  Momente  dem 

Punkte  ertheilt  werden.    Würden  die  Abstände  des  Punktes  von  der  Gleich- 

ffB^chtslage  in  Folge  der  einzelnen  Bewegungen  ^] ,  y^  *  "  yn  sein ,  so  ist 

^«r  wirkliche  Abstand  Y  gegeben  durch 

Y  =  yi+y2  + yn- 

Nehmen  wir  zunächst  an ,  in  der  Punktreihe  pflanze  sich  eine  Reihe  von 
bellen  fort,  deren  Anfangspunkt  immer  derselbe  sei,  und  deren  Gleichun- 
^ö  seien 

y,  =a.sin2^(^-^^) 
y,-^b.  sin  2^  (1  -  ^) 

^  ^^  die  resultirende  Bewegung  gegeben  durch 

^^o  sin  2«  (J.^  _  J'^^  +  6  .  sin  2«  (^^  -  ^^  -f  ...p-sm 2«  (^  -  ^)  • 

Schon  die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  resultirende  Bewegung 

^^Hii  nicht,  wie  bei  der  Literferenz  von  Schwingungen  gleicher  Periode,  eine 

I 
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einfach  periodische  sein  kann ,  bei  der  sich  die  schwingenden  Punkte  el 
weit  und  ebenso  lange  an  der  einen  Seite  der  Gleichgewichtslage  bei 
wie  an  der  andern.  Denn  es  iSsst  sich  kein  Werih  T  und  l  angeben,  d( 
alle  Werthe  von  t  und  x  den  Abstand  Y  durch  eine  einfache  Oleichun] 
der  Form 

Y=A'8m27t(J,-^^ 

mit  einem  von  x  und  t  unabhängigen  Werthe  der  Amplitude  A  wiedei 
Hesse.    Die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  zusammengesetzt  periodische, 
jeder  Punkt  während  der  durch  den  ersten  Ausdruck  der  den  Werth  ^ 
gebenden  Summe  dargestellten  hin  und  her  gehenden  Bewegung  nocl 
andern  Perioden  bewegt  wird.    In  Folge  dessen  bewegt  sich  der  Punk 
rascher  bald  langsamer  nach  der  einen  Seite  als  nach  der  andern,  bald 
Amplitude  nach  der  einen  Seite  grösser  bald  kleiner  als  nach  der  ande 
nach  der  Grösse  der  Perioden  und  der  Amplituden  der  componirenden  S 
gungen.*  Ein  allgemeines  Gesetz  dieser  complicirt  periodischen  Beweg 
lässt  sich  ausser  dem  angegebenen  nicht  aufstellen;  wir  wollen  nur,  i 
Bild  derselben  zu  bekoflmen,   einige  Fälle   derselben  betrachten,   uni 
den  einfachsten  Fall,  dass  sich  zwei  Wellen  in  der  Punktreihe  fortpf 
deren  Schwingungsdauern  und  Wellenlängen  sich  wie  1  :  2  verhalten.   1 
Falle  wird ,  wenn  wir  die  grössere  der  beiden  Schwingungsdauem  mit 
die  grössere  Wellenlänge  mit  k  bezeichnen,  der  Ausdruck  für  Y 


oder 


Y=a  .  sin  27t  (^  -  |^  +  &  .  sin  2n  (-^1^  -  ^-^ 

Y=  a  '  8in27t  (y  —  y  )  +  "^  '  sin  4jc  ( jt  -^  y V 
Entvricklen  vrir  die  beiden  Sinus,  so  wird 

Y  =  a  '  8m27t  Y  '  ^^^  ^^  t  —  ^  '  ^^^  ^^  t  '  ^^^  ^^  ~i 

-^  h  '  8in  Alt  Y  '  cos  in  *:-  —  h  •  cos  An  -^  •  sin  An  --- 

und  fixiren  vrir  den  Moment,    in  welchem  t  =  n  T  ist,    somit  sin 
=  sin  4  n  »r  =  0,  cos  2n  tc  ==:  cos  4  n  jt  =  1 ,  so  erhalten  wir 

X  X 

Y  =  —  a  •  sin  2«       —  6  •  sin  4  jc  --. 

Hiermit  werden  dann  die  Werthe  von  Y  für 

a;  =  Vg  A  ..  Y=  —  a  -  /%  —  h 


/g  A  . . 

—  a            +0 

/g  A  .. 

-a/V»    +«• 

/g  A  .. 

+  0            +0 

Vs*- 

+  a  .  ^Vi  -  6 

124. 
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Fig.  198  zeigt  die  Wellenform,  welche  diesen  Werthen  von  F entspricht^ 
id  zwar  fttr  6  =  2  a;  6  =  a;  &  =  7?  «• 

Fig.  Uwa. 


Fig.  VfSh. 


Fig.  198  c. 


2a 


Die  punktirten  Linien  deuten  die  einzelnen  Wellen  an,  die  ausgezogenen 
ben  die  resultirenden  Wellen.  Die  Figuren  zeigen,  dass  die  Bewegung  eine 
•ppelperiodische  ist,  und  dass  je  nach  dem  Yerhältniss  der  Amplituden  die 
t  der  Bewegung  eine  sehr  verschiedene  sein  kann.  Man  kann  sie  im  all- 
meinen  dahin  charakterisiren,  dass  die  Bewegung  mit  der  grössten  Ampli- 
le  der  resultirenden  Bewegung  ihre  Periode  als  charakteristisch  aufdrückt, 
d  dass  dann  durch  die  übrigen  Bewegungen  innerhalb  dieser  Perioden  wie- 
r  periodische  Verschiedenheiten  auftreten.   So  wird  man  die  Welle  (Fig.  198  a) 

eine  solche  von  der  Periode  -^  betrachten,   in  welcher  durch  die  zweite 

"wegong  innerhalb  2  -  -^-  jedesmal  der  erste  Wellenberg  und  das  letzte 

dlenthal  verstärkt  erscheinen,  während  die  Welle  (Fig.  198c)  entschieden 
i  schwingende  Bewegung  von  der  Periode  l  erscheint,  welche  von  der  ein- 
üben Schwingung  sich  dadurch  unterscheidet ,  dass  der  schwingende  Punkt 
Lt  grosser  Geschwindigkeit  sich  nach  der  positiven  Seite  von  seiner  Gleich- 
wichtslage entfernt ,  dann  aber  sehr  viel  langsamer  sich  derselben  wieder 
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nähert  und  sich  über  dieselbe  hinaus  bis  zu  seinem  gross ten  Abstände  aa 
negativen  Seite  bewegt. 

In  derselben  Weise  setzen  sich  die  Bewegungen  zusammen,  wem 
componirenden  Wellen  in  weniger  einfachem  Yerhältniss  stehen;  in  j( 
Falle  kann  man  in  der  angegebenen  Weise  die  resultirende  Bewegung 
struiren. 

Mit  einer  Verschiebung  der  Phase  der  einen  der  componirenden  ^ 
ändert  sich  die  resultirende  Welle  ebenfalls,  wenn  auch  im  übrigen  die 
ponirenden  Bewegungen  ganz  ungeändert  bleiben.  Die  oben  für  die  re 
rende  Bewegung  hingeschriebene  Gleichung  lässt^das  auch  sofort  erkei 
wird  die  zweite  Bewegung  um  ein  viertel  Wellenlänge  verschoben,  so 
der  Ausdruck  fttr  Y 

r=  a  •  sin  27r  {-L  —  -J  l  4-  ft 


(r  -  t)  +  ^  •  «^  2,r  (^ ~  ^-  -  V4) 


=  a  •  sin  27r 


a  -  t) 


h  •  cos  Atc 


a-  ~  Ty 


wird  die  zweite  Bewegung  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben,  so  wi 

T 


Y  =  a  '  8m27t 


(4-  -  v) 


h  •  siaAit 


(i-f)' 


Damach  sind  die  Werthe  von  Y  für  diese  beiden  Fälle  folgende, 
wir  wieder  den  Moment  t  =  n  T  fixiren 

Phasendifferenz  =  Vg  X 


/s  * 


"'s^ 


—  a 

—  o 

—  a 
0 

+  a 

+  « 
+  0 


—  6 
VV7  +  O 


-  a  •  f/V2  +  6 

-  o  +0 

0  +0 

+  a  ±0 

+  0  +0 


Die  Figuren  199a  und  b  stellen  diese  Bewegung  dar,  erstere  ftti 
Differenz  7g  A,  letztere  für  V4  ^1  unter  der  Annahme,  dass  h  =  %  ^' 
Zeichnungen  zeigen  also,  wie  sich  die  Fig.  198c  dargestellte  Bewegu^d 
eine  Verschiebung  der  einen  Bewegung  ändert. 

Wie  man  sieht,  ist  Fig.  199  b  gewissermassen  das  umgekehrte 
Fig.  198c,  die  Punkte  der  Reihe  bewegen  sich  sehr  langsam  nach  obeif 
gegen  sehr  rasch  nach  unten,  während  bei  einer  Verschiebung  um  eiae  tm 
Wellenlänge  der  kleinem  Bewegung  die  Form  der  Sohwiagimg  eine  gm 
dere  wird;  der  schwingende  Punkt  bewegt  sich  aus  der  Gleicltgowidilri 
mit  grosser  Schnelligkeit  zu  seiner  einen  äussersten  Lage,  bew^  skb  1 
derselben  Creschwindigkeit  von  dort  zurück  bis  zu  einer  enieiigfiMwi) 


m. 
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eklning  nacb  der  andern  Seite,  kehrt  langsam  bis  zu  einem  gewissen  Ab- 
ende von  der  Gleichgewichtslage  zurück,  entfernt  sich  wieder  bis  zu  einem 
sm  vorherigen  gleichen  Abstände  und  schwingt  dann  mit  grosser  Schnellig- 
sit  vrieder  bis  zu  dem  äussersten  Abstände  an  der  andern  Seite  der  Gleich- 
iwichtslage. 

Fig.  199». 


Fig.  191»  b. 


In  ganz  gleicher  Weise  würde  man  verfahren ,  um  die  Wellenformen  zu 
alten,  wenn  drei  oder  mehr  Schwingungen  verschiedener  Wellenlängen 
1  in  der  Punktreihe  ausbreiten,  die  Form  der  Wellen  wird  dann  immer 
aplicirter,  indem  jede  einzelne  Bewegung  in  der  resultirenden  als  bestimmte 
-iode  auffcritt.  Wir  werden  später  derartig  complicirte  Schwingungen  ken- 
i  lernen. 

Ebenso  wie  gleich  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge 
inen  auch  verschieden,  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge 
)  zusammensetzen.  Die  resultirende  Bewegung  unterscheidet  sich  dann  in 
»p elter  Weise  von  den  im  vorigen  §.  erhaltenen,  indem  einmal  die  von  den 
okten  der  Reihe  beschriebenen  Kurven  nicht  mehr  Ellipsen,  sondern  com- 
;irtere  Linien  sind  und  femer  indem  im  allgemeinen  die  von  den  einzelnen 
akten  nach  einander  und  die  von  den  auf  einander  folgenden  Punkten  der 
ihe  gleichzeitig  beschriebenen  Kurven  verschieden  sind.  Dass  letzteres  der 
[1  ist,  ergibt  sich  daraus,  dass  bei  gleichzeitiger  Ausbreitung  von  Schwin- 
ngen  verschiedener  Periode  die  einzelnen  Punkte  von  den  componirenden 
allen  nicht  immer  in  derselben  Phase  getroffen  werden.  Denken  wir  uns 
B.  in  einer  Punktreihe  zwei  zu  einander  senkrechte  transversale  Schwingun- 
A  fortgepflanzt,  deren  Phase  nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  so  dass  durch 
Q  Unterschied  der  Phase  der  Charakter  der  Kurven  nicht  alterirt  wird,  dass 
»selben  Ellipsen  bleiben;  nehmen  wir  z.  B  an,  die  Schwingungsdauem  der 
Dikte  verhalten  sich  wie  100  :  101  und  die  beiden  Bewegungen  beginnen 
Boehzeüig.  Ist  die  Amplitude  beider  Bewegungen  gleich ,  so  wird  die  erste 
dbwingiing  im  Anfangspunkte  eine  lineare  sein,  welche  mit  jeder  der  com- 
Bttenden  einen  Winkel  von  45^  bildet.  Bei  der  zweiten  Schwingung  ist  die 
■M  der  andern  aber  schon  0,01  Schwingung  voraus,  die  Bahn  des  Punktes 
^  scbon  elliptisch,  und  nach  19  Schwingungen  ist  die  Phasendifferenz  der 
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Schwingungen  gleich  ^/,^  Oscillation,  die  Bahn  des  Punktes  wird  ciiwBl^n 
wie  Fig.  194.  Nach  25  Schwingungen  ist  die  Phasendifferenz  Vi  OsoSUioB,  & 
Bahn  wird  ein  Kreis,  nach  50  Oscillationen  ist  sie  Yj  Oscillation,  dieftk 
wird  wieder  eine  Linie,  welche  zu  der  ersten  Schwingung  senkrecht  steht; 
kurz  man  sieht,  dass  nach  100  Schwingungen  der  Punkt  nach  und  nach  alk 
die  Bahnen  durchlaufen  hat,  welche  wir  im  vorigen  §.  besprochen  haben.  Alk 
diese  Bahnen,  welche  der  erste  Punkt  nach  einander  durchlftuft,  sehen  wir  dam 
in  den  ersten  100  Wellenlängen  gleichzeitig  neben  einander.  Denn  jeder  Pioki 
durchläuft  nach  einander  dieselben  Bahnen  wie  der  erste  Punkt.     Macht  nn 
der  erste  Punkt  der  100.  Welle  die  erste  Schwingung,  so  findet  in  der  75.  Wdk 
die  25.  Schwingung  statt,  diese  schwingt  also  geradeso  wie  der  An&ngspankt 
bei  der  25.  Schwingung  u.  s.  f. 

In  einem  Falle  tritt  diese  Verschiedenheit  der  Schwingungen  nicht  od. 
Stehen  die  Schwingungen  in  einem  einfachen  rationalen  YerhlQtmss,  also  etwi 
1  :  2  oder  1:3,  2:3  etc. ,  so  sind  die  Bahnen  jedes  Punktes  der  Reihe  i» 
mer  dieselben.  Wir  wollen  auch  hier  nur  den  einfachsten  Fall  betrachten,'  Vi 
zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Frage  nach  der  resultirenden  Bewegimg  ■ 
behandeln  ist,  da  vnr  an  einer  andern  Stelle  nochmals  auf  diesen  Punkt » 
rückkommen  werden.  Wir  denken  uns  in  einer  Punktreihe  zwei  zu  einaote 
senkrechte  Bewegungen  fortpflanzen,  deren  Wellenlängen  sich  yerbalten 
1  :  2.   Die  Gleichung  der  einen  Bewegung  sei 

(  t  x\ 

jene  der  zweiten  hierzu  senkrechten 

r  =  6  .  sin  2«  ^^^j,  -  "^-^  , 


y  =  a  '  sm27t 


0) 


oder  was  dasselbe  ist 


je;  =  6  •  sin  47r 


b 


worin  d  die  Phasendifferenz  der  componirenden  Bewegungen  bedeutet. 
Gleichung  (2)  können  wir  schreiben 

=  sin  47r  /-^, ^  j  cos  47c  -^    +  cos  ^%  i-^ f~)  '  sin  4«  y, 

und  weiter,  indem  wa  sinus  und  cosinus  des  doppelten  Bogens  durch  simv 
und  cosinus  des  einfachen  Bogens  ausdrücken,' 

=  2  •  sin  27r  i-^ ^  |  •  cos  27c  l-^  —  -^  j    • 

+  f  cos^  ^^  (2^"  —  ^  )  —  ^^^  2^  (r —  ~i  ))  ^"^  ^^  T 
Nun  ist 
sin  2«  (A  -  J  )  =  f ;   cos  2«  (-^  _  -f )  =  /7  -  J, 


(3) 


A         ^ 

cos49r  Y 


(j^T- 
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setsen  wir  diese  Werthe  in  Gleichung  (3)  ein ,  so  erhalten  wir  als  Gleichung 
zvns6tien  y  und  z 

'"  '  ^  d 


-—  =  2  ^        , — ^  •  cos 


4.A  +  (i_2|!).sin4«-f 


-        •        •        • 


(4). 


Dieser  Ausdruck  liefert  uns  fOr  jedes  y  das  zugehörige  xr,  und  man  sieht, 
der  Werth  von  z  sich  gleichzeitig  mit  der  Phasendifferenz  d  ändert. 
Nehmen  wir  an,  die  Wellen  haben  denselben  Anfangspunkt,  so  ist  für 
diesen  Fall  d  =  0 ,  damit  wird  das  zweit«  Glied  auf  der  rechten  Seite  =  0, 
es  wird,  wenn  v^dr  noch  a  =  h  setzen, 


=  ±2.-^/«^ 


r 


Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  zeigt  Fig.  200  a.  Der  schwingende  Punkt 
l>e^wegt  sich  vom  Anfangspunkte  aus  gleichzeitig  nach  y  und  z ,   aber  rascher 

z  als  nach  «/,  denn  es  ist  z  =  a,  wenn  y  ^^^  a  .  Y^v    ^"^^^"^  V  ^^"fm 

a  .  yyl  ^^  ^  wächst,  nimmt  z  von  a  bis  Null  ab;  nimmt  y  dann  wieder 

^^  ^  V^  ^^>  so  wächst  z  negativ  vneder  bis  a  und  vnrd  Frieder  mit  y  gleich  0. 
Hälfte  der  Kurve  besteht  also  aus  zwei  congruenten  Stücken.  Ganz 
Lso  ist  die  andere  Hälfte  der  Kurve  für  die  negativen  Werthe  von  y  be* 
«chÄfen. 

Fig.  200. 


Ist  die  zweite  Bewegung  der  ersten  um  den  achten  Theil  ihrer  Schwin- 

^^*^^  voraus,  so  haben  wir,  da  wir  mit  A  die  Wellenlänge  der  Schwingungen 

^  Srössem  Periode  bezeichnet  haben,  für  d  einzusetzen  7]^  X,    Damit  wird 


Qleichung  der  resultirenden  Kurve,  indem  wir  für  cos      ==  sin  -j-  =  j/ V-i 
^***^  Werth  einsetzen, 
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Fig.  IdS  ß  zeigt  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve;  wir  erhal- 
fen der  Kurve  entsprechend  aus  der  Gleichung  die  Werthe 

z  =  a  .  /V2  für  2/  =  0 

^  =  a  ,,  y^  +  ci'Y^  =y^'^'  =  +  0,38268  a 

z  =  0  ,y   y  =  +  V2  «  f   2  +  ]/2  =  +  0,92385  a  und  +  0,3W68a 

z  =  —  a}/^/^  „   7/  =  +  a  

z=^-    n  „    7/  ==  +   ^-  .  ^1  +  2  J^^i—  1  =  0,75698  «. 

Wie  man  sieht,  unterschei^t  sich  diese  Kurve  von  der  vorigen  nordi- 
durch,  dass  der  Schnittpunkt  der  einzelnen  Kurvenäste  nach  der  Seite  der 
positiven  z  verschoben  ist,  und  die  Kurve  in  ihren  beiden  Hälften  mehr  ab- 
geflacht ist.  Je  mehr  die  zweite  Bewegung  der  ersten  voraus  ist,  um  n 
weiter  rückt  der  Schnittpunkt  nach  oben,  bis  er  für  ein  Yorauseilen  na 
74  Schwingung  in  den  Werth  z  =  a  fällt,  wo  dann  gleichzeitig  die  Kom 
die  Gestalt  Fig.  200 7  annimmt,  der  Punkt  bewegt  sich  in  der  Linie  gai 
hin  und  her.  Die  Gleichung  der  Kurve  erhalten  wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (4) 
d  =  Yjj  A  setzen    • 

Damach  ist 

z  =  a     für  y  =  0 

z==0      „   2/  =  +  a./V-» 
z=  —  a  „   7/==  +  a, 
wie  es  auch  obige  Kurve  zeigt. 

Nimmt  die  Phasendifferenz  der  Bewegungen  weiter  zu ,  so  tritt  zuoScU 
wieder  die  Kurve  Fig.  200^  auf;  sie  behält  diese  Gestalt,  jedoch  so,  dass  dff 
Punkt  q  immer  näher  an  0  heranrückt,  bis  die  zweite  Bewegung  der  enta 
um  \/2  Schwingung  voraus ,  d  also  Y4  A  wird.  Der  Unterschied  gegen  voiÜi 
ist  nur  der ,  dass  der  Punkt  die  Kurve  in  entgegengesetzter  Richtung  dnivh- 
läuft.  Ist  d  =  7^  A,  so  tritt  wieder  die  Kurve  Rg.  200  a  auf,  welche  t» 
dem  Punkt«  aber  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen  wird  wie  TOitei 
als  ff  =  0  war. 

Bei  noch  weiterer  Zunahme  der  Phasendifferenz  tritt  wieder  die  Kvnt 
Fig.  200/?  auf,  aber  in  umgekehrter  Lage,  wir  erhalten  z.  B.  die  Surfe  ftr 
d  =  7i6  '^j  ^®^"^  ^^  ^^s  Fig.  200/3  und  für  d=  */s  ^»  wenn  wir  01 
Fig.  200^  einfach  auf  den  Kopf  gestellt  denken. 

Sind  die  Schwingungsverhältnisse  der  beiden  BewegimgeD  ai^  gel* 
1:2,  sondern  etwa  50  :  99,  so  durchläuft  jeder  Punkt  nach  und  aack  & 
soeben  abgeleiteten  Bahnen,  und  ebenso  sehen  wir  dann  in  der  Pkmktrakt 
innerhalb  50  A  alle  die  Kurven  neben  einander. 
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Sind  dih  VerhSltnisse  der  Schwingungsdauem  weniger  einfach,  so  werden 
die  Kurven  verwickelter,  ihre  Bestimmung  gelingt  indess  immer  auf  dem  an- 
g-edeuteten  Wege. 

§.  125. 

Sohwingungen  eines  Systems  von  Punkten.  Wenn  in  einem  im 
Rckum  vertheilten  System  von  Punkten  das  Gleichgewicht  eines  Punktes  ge- 
st^Tt  wird,  so  muss  auch  das  aller  übrigen  gestört  werden,  wenn  wir  voraus- 
setzen, dass  auch  hier,  wie  in  den  in  den  vorigen  §§.  betrachteten  Punktreihen, 
das  Punktsystem  durch  anziehende  und  abstossende  Kräfte,  welche  zwischen 
de IX  einzelnen  Punkten  thKtig  sind,  im  Gleichgewicht  gehalten  wird.  Man 
ka.Ti.n  jedes  System  von  Punkten,  welche  irgendwie  im  Baume  vertheilt  sind, 
>^l8  aus  Punktreihen  zusammengesetzt  betrachten,  die  man  erhält,  wenn  man 
dux*ch  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  nach  allen  möglichen  Bichtungen  gerade 
I'iziien  legt.  Diese  Linien  laufen  dann  von  dem  Punkte  aus,  wie  die  Badien 
®u&er  Kugel  von  dem  Mittelpunkte,  und  jeder  dieser  unendlich  vielen  Badien 
stellt  eine  Punktreihe  dar.  Wird  nun  der  erste  Punkt  in  eine  oscillirende 
Be^Wegung  gesetzt,  so  muss  sich  diese  in  allen  den  Punktreihen  nach  den  bis- 
'^Qxdgen  Gesetzen  fortpflanzen,  da  der  Punkt  allen  Beihen  gleichzeitig  angehört. 

Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Punkte  im  Baum  vertheilt  sind,  kann 
<ue  Portpflanzung  der  Bewegung  im  Systeme  verschieden  sein.  Wie  wir  sahen, 
'^^x^^  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung  nur  ab 

▼ox^  dem  Quotienten  V  -^- ,  der  Elasticität  der  Punktreihe  und  ihrer  Dichtig- 
keit;. Sind  nun  die  Punkte  in  dem  Systeme  so  vertheilt,  dass  nach  den  einzel- 
nen. Bichtungen  hin  auf  der  ganzen  Länge  der  Badien  dieser  Quotient  denselben 
^ex-th  hat,  wie  wir  es' bei  Betrachtung  der  Punktreihen  voraussetzten,  so 
'^exxxit  man  das  System  ein  homogenes.  In  einem  solchen  System  pflanzt  sich 
eü&e  Wellenbewegung  nach  jeder  Bichtung  hin  mit  constanter  Geschwindigkeit 
'^^^ ,  auf  der  ganzen  Länge  jedes  Badius  ist  die  Wellenlänge  dieselbe.  Die 
^^'^mgende  Bewegung  in  einem  solchen  Systeme  können  wir  unmittelbar  mit 
"^^^fe  unserer  Entwicklungen  über  die  Schwingungen  von  Punktreihen  er- 

,^  Behalten  auf  den  einzelnen  Badien  in  verschiedenen  Entfernungen  vom 
^^^^^Ipnnkte  Elasücität  und  Dichtigkeit  der  Punktreihen  nicht  denselben 
•^"■^^,  ändert  sich  die  Elasticität  allein  oder  die  Dichtigkeit,   oder  ändern 


beide  in  einem  verschiedenen  Verhältnisse,  so  ist  das  Punktsystem  ein 
t  homogenes  oder  ein  heterogenes. 

In  einem  solchen  System  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  verschiedenen 

^emnngen  nicht  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  die  Wellenlängen  sind 

t  auf  der  ganzen  Länge  der  Badien  gleich ,  sondern  ändern  sich  überall 

,  wo  anf  derselben  eine  Aenderung  der  Elasticität  oder  Dichtigkeit  ein- 


^^^t,  denn  überall  dort  findet  eine  Aenderung  des  Quotienten  V  -i-  statt. 
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Die  homogenen  Punktsysteme  können  entweder  isotrop  oder  anisotrop 
sein.  Isotrope  Punktsysteme  sind  solche ,  bei  denen  für  sämmÜiche  Schwin- 
gungen der  Quotient  1/    .    derselbe  ist,  also  nicht  nur  auf  jedem  Radius  des 

Systems  fUr  sich  betrachtet,  sondern  auch  auf  allen  verschiedenen  Radien, 
einerlei  nach  welcher  Richtung  auf  demselben  die  Schwingungen  erfolgen. 
Gleichartige  Schwingungen,  also  auf  allen  Radien  longitudinale,  oder  auf  allen 
Radien  transversale,  pflanzen  sich  nach  allen  Richtungen  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit fort.  Ein  derartiges  Punktsystem  würden  wir  z.  B.  erhalten, 
wenn  wir  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richlingen  des  Raumes  die  Punkte 
in  ganz  gleichen  Abstunden  vertheilt  denken  und  annehmen ,  dass  überall  ii 
gleichen  Abständen  die  Punkte  mit  gleichen  Kräften  auf  einander  wirkea. 
Die  Punkte  würden  also  auf  Pocken  von  Würfeln  liegen  ^  welche  im  ganaei 
System  gleiche  Seiten  haben. 

Ist  der  Quotient  7/    ,  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  derselbe,  so  nenit 

man  das  System  ein  unisotropes  oder  heterotropes ,  es  ist  das  der  Fall,  weM 
die  Dichtigkeit  der  verschiedenen  Punktreihen  oder  die  ElasticitSt  derseÜMI 
verschieden  ist,  wenn  also  die  Punkte  in  einer  Richtung  sich  näher  liegen 
mit  stärkerer  Kraft  in  ihrer  Gleichgewichtslage  gehalten  werden  als  in 
andern ,  oder  auch ,  wenn  in  einer  und  derselben  Reihe  der  Werih  von  t  n^l 
schieden  ist,  je  nach  der  Richtung,  nach  welcher  der  Punkt  aus  seiner  GM^; 
gewichtslage  gebracht  ist.  In  jeder  Punktreihe  pflanzt  sich  dann  eine  gegel 
Schwingimg  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort,  welche  aber  vonP 
zu  Punktreihe  verschiedexi  ist. 

Betrachten  wir  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in  isotropen  Ift] 
teln  etwas  genauer  und  nehmen  wir  an,  die  Schwingungen  haben  überall 
Bezug  auf  die  Punktreihen  die  gleiche  Richtung. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Oscillationsdauer  der  schwingenden 
wegung  mit  T  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  WeUenbe 
mit  c,  so  hat  sich  nach  Verlauf  der  Zeit  T  die  schwingende  Bewegung 
Punkten  einer  Kugel  mitgetheilt,  welche  mit  dem  Radius  22  =  c  .  T  um 
Anfangspunkt  et  der  Bewegung  beschrieben  wird,  da  sich  in  diesem 
die  schwingende  Bewegung  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher  Geschwindlit 
keit  fortpflanzt.    Die  auf  der  Kugelfläche  befindlichen  Punkte  beginnen 
ihre  schwingende  Bewegung,   während  der  Punkt  a  eine  ganze  Scb 
vollbracht  hat,  und  die  Punkte,  welche  die  einzelnen  Radien  derEngdU* 

den,  sich  in  den  verschiedensten  Oscillationsphasen  befinden,  dicyenigen, 

cT 
um    .    von  u  entfernt  sind ,  haben  ^j^  ihrer  Schwingung  voUbrachti  die 

entfernten  die  Hälfte  u.  s.  f.    Man  ersieht,  wie  alle  Punkte,  welehesnf 
um  a  beschriebenen  Kugel  liegen ,  in  der  gleichen  Phase  aidi  befinden. 

Der  Bewegungszustand ,  der  innerhalb  der  Kugel ,  die  mit  dem  BaAi 
11  =  cT  beschrieben  war,  am  Ende  der  Zeit  T  stattfindet,  pflanit  toA  i* 


wakh. 
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in  der  folgenden  Zeit  T  in  der  Richtung  der  Radien  weiter  fort,  so  dass  am 
Ende  der  Zeit  2  T  alle  Punkte  einer  Kugel  vom  Radius  2cT  an  der  Bewegung 
IM  nehmen.  Die  Punkte,  die  auf  der  Fläche  dieser  Kugel  liegen,  sind  im 
Begriffe,  ihre  schwingende  Bewegung  zu  heginnen,  und  die  Punkte  auf  der 
Engel  vom  Radius  cT  hahen  ihre  erste  Oscillation  zurückgelegt.  Die  Punkte, 
ielehe  in  der  voll  diesen  beiden  Kugeln  eingeschlossenen  Schale  sich  befinden, 
W>sn  alle  einen  grösseren  oder  kleineren  Theil  einer  Oscillation  zurückgelegt; 
M  befinden  sich  in  derselben  Phase,  wie  die  entsprechend  liegenden  Punkte  in- 
lerhalb  der  Kugel  vom  Radius  cT  zur  Zeit  T,  Die  von  a  um  %  cT  entfernten 
Wkte  haben  V4  *  ^^^  ^^  Va  ^^  entfernten  7?  ündulation  zurückgelegt. 

Die  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  cT  befinden  sich,  wenn 
ie  Erregung  im  Mittelpunkt  der  Bewegimg  fortdauert,  in  denselben  Oscil- 
üonsphasen  wie  zur  Zeit  T,  jetzt  aber  bei  Zurücklegung  ihrer  zweiten 
Knllation. 

In  der  folgenden  Zeit  T  pflanzt  sich  der  Bewegungszustand  der  Kugel- 
lüde,  die  zwischen  den  Kugeln  vom  Radius  2cT  und  cT  enthalten  ist,  in  der 
ehtung  der  Radien  auf  die  Punkte  fort ,  welche  weniger  als  ScT  von  dem 
nkte  a  entfernt  sind;  eine  Kugel  vom  Radius  ScT  ist  die  Grenze  der  Be- 
gung.  Dort  beginnen  die  Punkte  ihre  erste  Oscillation,  während  sie  auf 
r  Kngelfläche,  welche  zur  Zeit  2T  die  Grenze  der  Bewegung  war,  ihre  zweite 
Dilation  beginnen ;  alle  zwischen  diesen  Kugeln  befindlichen  Punkte  haben 
tesere  oder  kleinere  Theile  ihrer  Oscillation  vollführt,  je  nach  ihren  Ab* 
Qdeii  vom  Anfangspunkte  oder  von  der  Kugel ,  die  in  der  vorigen  Zeit  die 
dnze  der  Bewegung  bildete. 

Man  sieht,  wie  nach  und  nach  der  Raum  rings  um  den  Punkt  a  sich  in 
e  Beihe  von  Kugelschalen  theilt,  deren  Dicke  jedesmal  gleich  cT  ist,  und 
denen  die  gleichweit  von  der  Grenze  der  Schalen  entfernten  Punkte  in  den 
ichen  Phasen  der  Oscillation  sich  befinden.  Jeder  Radius,  den  wir  von 
n  Punkte  a  nach  der  äussersten  Grenze  der  Bewegung  ziehen,  hat  sich 
RI80  in  eine  Anzahl  Wellenlängen  getheilt,  wie  wir  es  früher  für  die  einzel- 
h  Ponktreihen  gesehen  haben.  Deshalb  nennt  man  auch  hier  die  Dicke  der 
aielnen  Kugelschalen,  welche  durch  Kugeln  vom  Radius  n.cT und  (n —  l)cT 
irenzt  werden,  die  Wellenlänge,  und  diese  Kugelschalon  selbst  Wellen. 

Ks  gebt  demnach  aus  dem  Gesagten  hervor,  dass  in  einem  isotropen 
aktoystem  die  schwingende  Bewegung  sich  in  kugelförmigen  Wellen  fort- 

■BZt. 

Hört  nach  einiger  Zeit  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  a  auf,  so 
lilDgen  dadurch  auch  die  auf  a  folgenden  Punkte  auf  allen  einzelnen  Radien 
P  Buhe,  da  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  «  es  ist,  welche  die 
Hngnxkg  der  folgenden  Punkte  veranlasst,  indem  er  bei  seiner  Bewegung 
i  folgenden  Punkte  nach  sich  zieht.  Dadurch  entsteht  neben  der  äussern 
mse  der  Wellenbewegung  eine  innere ,  an  der  die  Bewegung  der  Punkte 
norc« 

WüuaxB,  Fhyiik  L    2.  Aufl.  29 


450  Huyghens'sches  Princip.  J. 

Diese  innere  Grenze  muss  ebenso  eine  Kugel  sein ,  deren  Mittelpmil 
ist  und  deren  Badius  stetig  mit  der  Zeit  t  gerade  so  wächst,  wie  der  Bi 
der  äussern  0]:enze.  Daraus  folgt,  dass  von  der  Zeit  an,  wo  a  aufhOrt 
zu  bewegen,  eine  Eugelschale  die  sämmtlichen  bewegten  Punkte  umf 
deren  Dicke  gleich  ist  d,  wenn  wir  mit  t  die  Zeit  bezeichnen,  während 
eher  der  Punkt  a  sich  bewegte.  Zur  Zeit  t '  werden  die  Grenzen  dieser  Ki 
schale  die  beiden  Kugeln  vom  Badius  et'  und  c  (f — t)  sein,  erstere  die  ans 
letztere  die  innere.  Mit  wachsender  Zeit  erweitert  sich  diese  Schale  in 
mehr,  aber  die  Dicke  dersell)cn  ist  immer 

d'  —  c{t'  —  t)  =  d, 
also  constant. 

In  nicht  isotropen  Systemen  kann  eine  Wellenbewegung  sich  auch  i 
in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen,  dort  hängt  der  Abstand,  bis  ta 
chem  sich  in  den  verschiedenen  Richtungen  die  Bewegung  in  gleichen  Zc 
überträgt ,  ab  von  der  Dichtigkeit  der  einzelnen  Badien  sowie  von  der  El 
cität  dieser  Beihen.  Um  demnach  die  Grenzen  der  Bewegung  in  diesem  I 
zu  erhalten,  müssen  wir  das  Gesetz  kennen,  nach  welchem  sich  die  Ei 
Schäften  der  Punktreihen  ändern.  Wir  werden  später,  in  der  Lehre 
Lichte,  die  Fortpflanzung  von  schwingenden  Bewegungen  in  solchen  Sjste 
zu  betrachten  haben. 

Die  nicht  homogenen  Punktsysteme  können  wir  als  eine  Verbindnni 
einander  grenzender  homogener  Punktsysteme  ansehen.  Die  Fortpflau 
der  schwingenden  Bewegungen  in  denselben  können  vnr  demnach  auf 
i^Fortpflanzug  der  Bewegung  in  homogenen  Punktsystemen  zurückführen, 
ist  es  nothwendig,  die  Aenderungen  zu  untersuchen,  welche  die  schwing) 
Bewegung  erfährt  beim  üebergange  aus  einem  homogenen  System  in  dn 
deres  ebenfalls  homogenes  System. 

§.  126. 

Huyghens'sohes  Prinoip.  Man  kann  sich  von  der  Fortpflanzong  d 
Wellenbewegung  noch  eine  etwas  andere  Vorstellung  bilden,  welche  »m 
von  üuyghens  angewandt  ist  und  die  auf  dem  von  uns  in  §.  120  bereits  i 
Theil  ausgesprochenen  und  angewandten  Princip  der  Coexistenz  kleiner  1 
w'egungen  beruht.  Dieses  Princip  lässt  sich  vollständig  so  aussprechen:  1 
Punkt  eines  Systemes,  der  durch  mehrere  Impulse  erregt  wird,  vollfttW« 
Bewegung ,  die  sich  als  Besultante  nach  dem  Satze  vom  ParallelogranuB  i 
Kräfte  bestimmen  lässt.  Wenn  nun  durch  die  Bewegung  dieses  Punktes  •* 
benachbarte  Punkte  des  Systemes  bewegt  werden,  die  Bewegung  derletiM 
aber  nur  Folge  ist  einer  der  componirenden  Bewegungen  des  zuerst  beirqgti 
Punktes,  so  bewegen  sich  dieselben  gerade  so,  als  besässe  der  orqirttil^ 
bewegte  Punkt  nur  diese  Theilbewegung. 

Wenn  nun  in  einem  Punktsystem  eine  Wellenbewegung  voihaBte  i 
Vind  die  Bewegung  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  fortgeschritten  ist,  io  iit' 
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Fig.  201. 


)wegttng  irgend  eines  nicht  in  dieser  Fläche  liegenden  Punktes  des  Systems 
B  Resultante  aller  jener  Theilbewegungen,  welche  die  verschiedenen  Punkte 
r  Welle  zu  ihm  hinsenden. 

Sei  nun  CD  (Fig.  201)  die  äussere,  CD'  die  innere  Grenze  einer  Welle, 
flehe  von  dem  Punkte  a  ausgegangen  ist.  Wir  können  nun  alle  Punkte, 
ildie  zwischen  den  Grenzen  CD 
dC'D'  liegen,  als  neue  Wel- 
imittelpunkte  betrachten,  von 
aen  ai^s  sich  eine  schwingende 
wegung  nach  allen  Richtun- 
1  hin  fortpflanzt,  gerade  wie 
n  Punkte  a  aus. 

Diese  von  den  einzelnen 
ukten  ausgehenden  Wellen 
d  bei  der  Voraussetzung,  dass 
!  System  ein  isotropes  ist, 
inso  kugelförmig,  wie  die' 
chen ,  deren  Durchschnitte 
►  und  CD'  sind. 

Von  dem  Punkte  v  wird 
1  z.  B.  die  Bewegung  wäh- 
d  einer  Zeit  t  auf  die  mit 
1  Badius  vk  =  c  .  t  bescSrie- 
le  Kugel  fortgepflanzt  haben ,  deren  Mittelpunkt  der  Punkt  v  ist.  Gleiches 
i  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  CD,  von  allen  gehen  nach  allen  Bichtun- 
i  Bewegungen  aus  in  der  Form  von  kugelförmigen  Wellen ,  deren  Badien 
ich  c  .  ^  sind. 

Die  äussere  Grenze,  bis  zu  der  sich  auf  diese  Weise  die  Wellenbewegimg 
tgepflanzt  hat,  wird  nun  die  Fläche  sein,  welche  alle  diese  einzelnen  Ku- 
n  berührt,  welche  also  alle  diese  Kugeln  einhüllt.  Diese  Fläche  ist  nun 
ir  offenbar  eine  Kugel  EF,  welche  den  Punkt  a  zum  Mittelpunkt  hat,  und 
en  Badius  gleich  ist  ccv  -\~  c  ,  t  =  ccL  Penn  die  von  a  am  weitesten  ent- 
aten  Punkte  der  einzelnen  Kugeln  sind  diejenigen ,  wo  deren  Badien  vk  mit 
n  Badins  av  gerade  Linien  bilden;  diese  liegen  aber  auf  einer  Kugelfläche, 
■en  Badius  gleich  ak  ist. 

Gleiches  gilt  auch  von  den  Bewegungen  aller  übrigen  zwischen  CD  und 
D'  liegenden  Punkte ,  auch  von  diesen  gehen  Bewegungen  nach  allen  Bich- 
Igen  aus ,  und  der  Schwingungszustand  der  auf  irgend  einer  zwischen  CD 
i  CD'  liegenden  Kugelfläche  befindlichen  Punkte  hat  sich  so  auf  eine  um 
t  von  a  weiter  entfernte  Kugelfläche  übertragen.  Die  innere  Grenze  der 
BDe  ist  demnach  die  Kugelfläche  E' F\  welche  mit  dem  Badius  av'  -\-  v'k' 
iM  besdurieben  ist,  da  diese  Kugelfläche  alle  jene  einzelnen  Kugeln  berührt^ 
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Fig.  202. 


welche  von  allen  v'  der  Kugelfläche  CD'  mit  den  Radien  v'k   heschrieben 
werden. 

Wir  erhalten  somit  durch  Anwendung  der  Huyghens'schen  Constmction, 
indem  wir  jeden  Punkt  einer  Welle  als  Bewegungsmittelpunkt  ansehen,  von 
dem  aus  sich  die  Bewegung  weiter  fortpflanzt,  ganz  dieselbe  WellenflScfae, 
als  wenn  wir  von  dem  bewegenden  Mittelpunkte  cc  aus  in  der  Richtung  der 
Radien  fortgeschritten  wären. 

Wir  haben  jedoch  nicht  nur  zu  zeigen,  dass  die  jedesmalige  Begrenzong 
der  Welle  nach  dieser  Construction  dieselbe  ist,  als  wenn  wir  eine  einfadx 
Verbreitung  nach  den  durch  den  Bewegungsmittelpunkt  gelegten  Radien  u- 
nehmen ,  sondern  auch  nachzuweisen ,  dass  die  Bewegung  der  einzelnen  Punktt 
in  diesen  abgeleiteten  Wellen  dieselbe  ist,  als  nach  unserer  ersten  Vorstellonf 
und  somit  die  dort  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  der  geradlinigen 
Verbreitung  von  Wellen  in  einem  Punktsystem  zu  rechtfertigen. 

Sei  zu  dem  Ende  die  um  den  Mittelpunkt  o;  beschriebene  Kugel  ABCD 
die  Wellenfläche  zu  irgend  einer  Zeit  f ,  und  fi  ein  Punkt  des  Systemes,  der 

eine  Strecke  8  von  dem  Punkk 
V  auf  dem  Radius  av  entfeotj 
liegt.   (Fig.  202.) 

Der  Punkt  ii  hat  nmil 
wenn  die  Bewegung  sich  foi^j 
pflanzt,  nach  einer  gewii 
Z^it  T  zunächst  eine  Bewf 
durch  die  von  v  in  der 
tung  des  Radius  vf&  sich  fo 
pflanzendeBewegung.  Nduätt] 
wir  an ,  dass  der  Punkt  y 
Ende  der  Zeit  t'  oder  im  Beginne  der  Zeit  r  seine  Bewegung  gerade  begiMj 
so  ist  die  Phase  der  Oscillation  des  Punktes  fi  bestimmt  durch  die  Gleichimg 

y  =  a  '  sin27t  (^  —  —\ , 

wenn  wir  mit  a  die  Amplitude ,   mit  T  die  Oscillationsdauer  und  mit  1  <&*  j 
Wellenlänge  der  schwingenden  Bewegung  bezeichnen. 

Nach  unserer  Annahme  sind  nun  aber  alle  Punkte  der  Welleiiittdi>| 
Mittelpunkte  der  Bewegung ,  von  denen  sich  Schwingungen  nach  allen  Bitk* 
tungen  hin  fortpflanzen.  Zur  Zeit  t  ist  daher  von  allen  Punkten  i&c  WeDfli- 
fläche  ÄBCD  eine  Bewegung  auf  den  Punkt  fi  übertragen.  Da  aber  die  A^ 
stände  der  einzelnen  Punkte  v'  von  fi  unter  sich  sowohl  als  von  v^l  veraditta 
sind,  so  sind  die  gleichzeitig  in  fi  ankommenden  Bewegungen  zu  venefaiedetfi 
Zeiten  von  der  Welle  ASCD  ausgegangen,  es  folgt  daraus,  dass  die RniA 
aller  gleichzeitig  auf  den  Punkt  f«  wirkenden  Bewegungen  unter  sich  iowv 
als  Von  der  von  v  ausgehenden  Bewegung  verschieden  sind.    Nennen  vir  ^ 
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Lbfitand  eines  Punktes  ^v*  von  (a  nun  ö\  so  erhalten  wir  als  Abstand  des 
Ninktes  fi  von  der  Gleichgewichtslage  in  Folge  dieser  Bewegung 

y'  =  a  '  sin  2n  (^  ~  y  ) 

nd  als  Phasendifferenz  der  beiden  Bewegungen  die  Differenz 

Je  nach  der  Lage  des  Punktes  ,v'  hat  nun  diese  Differenz  immer  andere 
Terthe,  sie  wächst  stetig,  je  weiter  der  Punkt  ^v'  von  v  entfernt  liegt,  so 
188  also  gleichzeitig  Bewegungen  in  allen  möglichen  Phasen  auf  den  Punkt  fi 
nwirken.  um  die  Besultirende  aus  diesen  sämmtlichen  Bewegungen  zu  er- 
ilten,  denken  wir  uns  durch  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  afi  liegen  und 
e  zu  afi  senkrecht  sind,  die  Wellenfläche  CD  in  eine  Beihe  von  Zonen 
'  „v\,v'\v"  zerlegt,  so  zwar,  dass  die  Abstände  der  auf  einander  folgen- 
tn  Punkte  v  und  fi  sich  immer  um  V?  ^  unterscheiden,  so  dass  also 

yfi  —  /(i  =  v>  —  v(i  =  yv  —  y>  =  y>  —  v(i  =  7^  i. 

Die  sämmtlichen  Bewegungen ,  welche  von  dem  auf  der  zunächst  um  v 
tgenden  Zone  befindlichen  Punkte  ausgehen,  treiben  zur  Zeit  t  den  Punkt  (i 
ch  derselben  Richtung,  da  die  Phasendifferenz  dieser  Bewegungen  kleiner 
j  V*  ^  ißt.  Die  von  den  Punkten  der  zweiten  Zone  ,v'  v'  v"  v''  aus- 
henden  Bewegungen  treiben  den  Punkt  fi  dagegen  nach  entgegengesetzter 
chtung,  da  alle  Strahlen  dieser  Zone  gegen  die  entsprechend  liegenden  der 
rigen ,  zunächst  um  v  liegenden  Zone  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben 
id.  Die  von  der  dritten  Zone  ausgehenden  Bewegungen  sind  nun  gegen  die 
r  ersten  um  eine  ganze  Wellenlänge  verschoben,  sie  besitzen  also  keine 
lasendifferenz  gegen  jene  und  bewegen  demnach  den  Punkt  fi  wieder  in 
mselben  Sinne.  Ihnen  entgegen  wirken  aber  nun  die  Strahlen  der  vierten 
ne,  welche  eine  Phasendifferenz  von  ^j^  X  mit  den  von  den  Punkten  der 
ttten  Zone  herrtthrenden  Bewegungen  besitzen. 

Ebenso  ist  es  mit  allen  folgenden  Zonen,  so  dass  die  abwechselnden  Zo- 
n  stets  Bewegungen  in  /li  erzeugen,  welche  eine  Phasendifferenz  von  einer 
Iben  Wellenlänge  besitzen,  welche  sich  also  gegenseitig  schwächen. 

Die  resultirende  Bewegung  in  |x  wird  also  wesentlich  von  der  Amplitude 
hängig  sein,  welche  jede  der  Zonen  in  \»,  erzeugt.  Diese  aber  hängt  von 
'ei  Umständen  ab,  einmal  nämlich  von  der  Anzahl  der  in  jeder  Zone  schwin- 
nden  Punkte,  und  dann  von  der  Neigung  der  in  jeder  Zone  stattfinden- 
n  Schwingungen  gegen  die  in  fi  durch  den  Punkt  v  des  Radius  erregte 
fawingung.  Denn  betrachten  wir  nur  transversale  Schwingungen ,  so  kann 
B«  von  der  sechsten  Zone  her  nur  die  Componente  in  Betracht  kommen, 
dehe  zu  v\k  senkrecht  ist.  Zur  Berechnung  der  Resultirenden  müssten  wir 
M)  die  Summe  der  von  allen  Zonen  kommenden  Schwingungen  bilden ,  jede 
iltiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels ,  den  sie  mit  der  Schwin- 
ng  bei  v  bildet.    In  dieser  Form  würde  die  Lösung  des  Problems  die  grösste 
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Schwierigkeit  bieten.  Glücklicherweise  kann  man  das  Problem  auch  anden 
anfassen,  indem  man  nur  die  Wirkungen  der  unmittelbar  benachbarten  Zonen 
vergleicht,  also  die  der  zweiten  mit  jenen  der  ersten  und  dritten,  die  der 
vierten  mit  jenen  der  dritten  und  fünften.  Da  die  Neigungen  der  unmittel- 
bar benachbarten  Zqnen  nur  äusserst  wenig  verschieden  sind,  so  können  wir 
bei  dieser  Betrachtungsweise  die  Verschiedenheit  derselben,  vemachl&ssigen 
und  die  von  jeder  Zone  in  fi  erregte  Bewegung  der  Grösse  der  Zone,  der  An- 
zahl der  in  ihr  schwingenden  Punkte  proportional  setzen.  Wir  haben  deshalb 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Zonen  zu  berechnen ;  sei  zu  dem  Ende  MN  der 


N 


Durchschnitt  durch  ein  Stück  der  primären  Welle,  welche  nach  fi  ihre 
Schwingungen  sendet,  und  seien  Vy  Vj,  ^2  ^3  ^®  Durchschnitte  durch  zwei 
benachbarte  Zonen,  so  dass  die  Abstände  ihrer  Grenzen  von  ft  sich  um  - 
unterscheiden,  so  dass  also 


r\=r  + 


2  »     ^2 


seien.  Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  um  a(i  alsAxe  rotirt,  so  beschreibt  der 
Bogen  MN  das  betreffende  Stück  der  primären  Welle ,  und  der  Bogen  f ,  n 

die  zwischen  r  und  r  +  -  liegende  Zone.  Um  die  Grösse  derselben  zu  erhalten. 

denken  wir  uns  bei  v^  ein  unendlich  kleines  Stück  des  Schnittes,  dessen  Un^ 
im  Bogenmaass  wir  mit  du  bezeichnen,  dessen  Länge  in  Linienmaass  aLio 
a  .  du  ist,  wenn  wir  den  Radius  der  primären  Welle  mit  a  bezeichnen.  Dff 
Abstand  dieses  Elementes  von  der  Drehungsaxe  ist  Vj  6 ,  ^  die  Grösse  der  tob 
demselben  beschriebenen  Zone  somit  gleich  2n  ,  v^  h.a.  du.  Setzen  wir  jetxt 
den  Winkel  v,  of  ^  gleich  t*,  so  ist  v,  h  =  a  .  sin  u  und  damit  die  Grösse  dff 
von  dem  Element  du  beschriebenen  Zone  27t  a^  .  sin  u  du.  Jedes  Element  dii 
des  Durchschnittes  v^  v.^  beschreibt  eine  solche  Zone,  und  die  Summe  näß 
dieser  Elementarzonen  ist  die  gesuchte  Zone.  Die  einzelnen  Elementanonen 
erhalten  wir ,  wenn  wir  in  dem  eben  abgeleiteten  Ausdrucke  nach  und  nMb 
für  u  alle  Werthe  einsetzen  von  u  =  v^  a  (a  =  u  bis  u  ==  Vj  **  f*  '^  *  "f '» 
wenn  wir  den  Winkel  v^  a  V2  =  v  setzen.  Wir  können  diese  Summe  in  &r 
schon  mehrfach  benutzten  Schreibweise  schreiben ,  wenn  wir  die  Grös»e  der 
Zone  gleich  Z»  setzen 
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Zn  =   j  27C  d^  ,  sin  u  du  =^  27t  a^   j  sin  u  duy 

u  u 

da  Trir  den  jedem  Gliede  der  Summe  angehörigen  Factor  27c  d^  vor  das  Summen- 
zeichen  setzen  können.  Der  Ausdruck  unter  dem  Summenzeichen  ist  nun  gleich 
der*  negativen  Differenz  —  |cos  {u  -{-  du)  —  cosw}-  Denn  entwicklen  wir 
coB  {u  4-  du)  und  bedenken,  dass  du  unendlich  klein,  somit  cos  du  =  1^ 
sin  du  =  dUj  so  ist 

—  {cos  u  —  sin  w  du  —  cos  m}  =  sin  u  du. 

Daraus  folgt  aber,  dass  die  gesuchte  Summe  die  Summe  aller  Differenzen 
der-  auf  einander  folgenden  Werthe  cos  u  ist,  wenn  u  nach  und  nach  alle 
^V^oxthe  von  v^  a  (i  bis  v^a  ^»,  annimmt,  somit  dass  diese  Summe  gleich  der 
XHfferenz  der  äussersten  Werthe  oder 

—  {cos  (w  +  v)  —  cos  w} 

isi;.     Damit  ist  dit  Grösse  der  Zone 

Zn  ==  2n  a^  {cos  u  —  cos  (w  -f-  v)}  • 

Setzen  wir  nun  den  Abstand  der  primären  Welle  von  (tt  gleich  &,  also 
«f  #*  s=  a  -|~  ^ )  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie 

r^  =  {a-\-  ly  +  a^  —  2a  (a  +  6)  .  cos  u 

(r  +  ^y  =  (a  +  &)«  +  a«  —  2a  (o  +  6)  .  cos  (u  +  t?) 
\r  +  -— )  -_  r'  =  r  X  +  X  ~ 2a(a+fe)  {cos w  —  cos  (w  +  v)\ 

C08  «  -  COS  (u  +  t>)  =  2^^'_^  ^y  {rX-\-  ^pj , 
®o   ^ass  schliesslich  die  gesuchte  Grösse  der  Zone  wird 

Die  Grösse  der  folgenden  Zone  erhalten  wir  aus  diesem  Ausdrucke  sofort, 
***^fam  wir  für  r  einsetzen  r^  =  r  -^   ^^  ^  dieselbe  wird  damit 

^^^  die  Grösse  der  auf  diese  folgenden  Zone,   wenn  wir  zu  r  nochmals  -^ 
^^^iiren,  also 

Wir  sehen  also,  dass  die  Grössen  der  auf  einander  folgenden  Zonen  nicht 
8Wich  sind ,  dass  aber 

^^^^  die  Grösse  jeder  einzelnen  Zone  ist  genau  gleich  der  halben  Summe  der 
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vorhergehenden  und  der  nachfolgenden  Zone.  Mit  diesem  Satze  ist  onseR 
Aufgabe  gelöst,  denn  es  folgt  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  diK 
die  Wirkung  der  zweiten  Zone  durch  die  halbe  erste  und  halbe  dritte,  du  der 
vierten  durch  die  halbe  dritte  und  halbe  fünfte  Zone  aufgehoben  wird,  nndso 
fort  über  die  ganze  primäre  Welle,  soweit  von  derselben  Bew^pmg  nadi|i 
kommt.  Es  bleibt  somit  nur  die  von  der  halben  unmittelbar  um  v  UegeBd« 
Zone  ausgehende  Bewegung  übrig;  die  Bewegung  des  Punktes  fi  ist  also  gm 
dieselbe ,  als  wenn  nur  in  der  Richtung  ayfi  die  Bewegung  sich  fortgepfluit 
hätte,  also  in  der  Richtung  des  durch  a  und  v  gelegten  Radius« 

Wir  gelangen  denmach  durch  die  Huyghens'sche  Construction  ganz  n 
denselben  Resultaten  wie  nach  der  im  vorigen  §.  dargelegten  Anschunn; 
über  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung;  wir  werden  daher  in  spfttoi 
I^len  sowohl  die  eine  als  die  andere  Anschauungsweise  anwenden  kOnnen. 

§.  127. 

Fortpflanzung  der  Wellen  in  nicht  homogenen  ßystemen;  B*- 
flexion  der  Wellen.     £in  nicht  homogenes  Punktsystem  können  wir,  «» 
bereits  erwähnt,  als  aus  homogenen  Punktsystemen  zusammengesetzt  ansdiaki 
In  den  eihzelnen  Theilen  des  Systems  wird  daher  die  Fortpflanzung  der  Welk» 
bewegung  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  in  einem  homogenen  System.  JM\ 
Bewegung  wird  sich  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen,  wenn  die  emirl 
nen  Systeme  isotrop  sind ,  in  anders  geformten ,  wenn  sie  anisotrop  sind.  Uij 
demnach  die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  nicht  homogenen  Systemen  toB* 
ständig  zu  bestimmen,   haben  wir  nur  die  Erscheinungen   zu   untersocha, 
welche  beim  üebergange  einer  Wellenbewegung  aus  dem  einen  Punktsystem] 
in  ein  anderes  sich  darbieten. 

Wenn  eine  Wellenbewegung  sich  in  einlsm  homogenen  Mittel,  daskeMi 
in  einem  von  gleichförmiger  Dichte  und  Elasticität  fortpflanzt,   so  kana  A 
niemals  zurückkehren,   vielmehr  lässt  sie  beim  üebergange  auf  neue  Sddeb* 
ten  die  vorhergehenden  in  absoluter  Ruhe  zurück.     Ebenso  wie  eine  Eogii^i 
wenn  sie  auf  eine  zweite  von  gleicher  Masse  stösst,  an  diese  ihre  ganze  Gf*^ 
schwindigkeit  abgibt  und  nach  dem  Stosse  in  Ruhe  zurückbleibt,  so  (ttM^ 
trägt  auch  jeder  schwingende  Punkt  auf  den  ihm  an  Grösse  genau  gleute 
folgenden  seine  ganze  Geschwindigkeit.    In  der  Ruhelage  angekommen,  vt 
lässt  er  dieselbe  daher  nicht  mehr,   wenn  nicht  ein  neuer  Impuls  ^v(Hi  te* 
bewegenden  Mittelpunkt  her  ihn  trifft.    Die  Wellenbewegung  schreitet  dahr 
in  einem  homogenen  Punktsystem  einfach  voran ,  ohne  je  zurückzukehren. 

Anders  jedoch ,  wenn  eine  Wellenbewegung  die  Grenze  zweier  veraüf. 
dener  Punktsysteme  trifft.  Wenn  eine  Kugel  auf  eine  zweite  stösst,  wekb 
mehr  oder  weni|fer  Masse  als  die  erste  besitzt,  so  bleibt  sie  in  beiden  Mi* 
nach  dem  Stosse  noch  in  Bewegung.  Hat  die  zweite  Kugel  mehr  Haoe  ib 
die  erste,  so  wird  die  erste  Kugel  zurückgeworfen,  die  getroffene  Kogd  tt* 
wegt  sich  vorwärts ,   die  stossonde  ihrer  frühem  Bewegung  entgegen  nrSflk» 
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Hat  die  zweite  Engel  eine  geringere  Masse ,  so  fährt  die  stossende  Kugel  fort, 
sich  in  gleichem  Sinne  wie  vorhin  zu  bewegen.  So  muss  es  auch  bei  der 
Wellenbewegung  sein,  wo  die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  Folge  der  Ein- 
wirkung der  benachbarten  Punkte  ist.  Kommt  eine  Bewegung  an  der  Grenze 
iipreier  Mittel  an ,  so  wird  die  Bewegung  in  das  zweite  Mittel  übergehen  und 
dort  eine  Wellenbewegung  erzeugen,  die  sich  nach  den  für  dieses  System 
gtUtigen  Oesetzen  fortpflanzt.  Zugleich  bleiben  aber  auch  die  in  der  letzten 
Schicht  des  ersten  Mittels  liegenden  Punkte  in  Bewegung. 

Ist  das  zweite  System  weniger  dicht,  so  werden  die  in  der  Grenzschicht 
liegrenden  Punkte  einfach  ihre  Bewegung  fortsetzen,  nur  wird  die  Amplitude 
der  folgenden  Bewegung  kleiner  sein.  Dadurch  werden  nun  diese  Punkte  Mittel- 
ponkte  neuer  Wellen,  welche  sich  rückwärts  im  ersten  Systeme  ausbreiten,  und 
da  die  Bewegungen  der  Mittelpunkte  dieser  neuen  WeUen  gerade  so  erfolgen, 
<^  wftren  sie  Folge  neuer  Impulse  von  ankommenden  Wellen,  so  müssen  auch 
die  von  der  Grenze  zurückkehrenden  Wel- 
len einfach  die  Fortsetzung  der  ankommen- 
den Wellen  sein,  d.  h.  die  Phasen  der 
Schwingungen  in  den  zurückkehrenden 
bellen  sind  in  irgend  einem  Abstände  von 
der  Grenze  ganz  dieselben,  als  wenn  sich 
^9  Bewegung  in  ihrer  ursprünglichen  Bich- 
**>iig^  um  eine  gleiche  Strecke  weiter  fort- 
8«pfbnzt  hätte. 

Stelle  nun  aßy  (Fig.  204)  eine  an  der 

^'X^enze  zweier  Mittel,  von  denen  das  zweite 

^Cttel  weniger  dicht  ist  als  das  erste ,  an- 

^cnniiiende  WeUe  vor.    Der  Punkt  y  wird 

^*^  Polge  der  einfallenden  Welle  bewegt 

^^x^d  nach  V4  Undulation  sich  in  d'  befin- 

^^'^^    Da  derselbe  aber  an  die  weiter  lie- 

S'B'i&^len  Punkte  des   zweiten  Mittels   nur  ^ 

^^X^^n  TheU  seiner  Geschwindigkeit  abgibt, 

*^  l>ehAt  er  einen  Theil  der  an  ihn  über- 

^^^^Senen  Bewegung  bei.     Dieses  ist  nun 

^^lUJbe,  als  wenn  er  seine  ganze  Bewegung  abgäbe,  zugleich  aber  einen 

^Uen  Impuls  in  derselben  Richtung,  in  der  er  sich  bewegt,  erhalten  hätte, 

^■••halb  pflanzt  sich  in  dem  Augenblicke,  wo  sich  der  Punkt  y  bewegt,  die 

^^'^^  nieten  gerichtete  Bewegung,  das  Wellenthal,  auch  nach  rückwärts  fort. 

^^  sich  nun  die  Bewegung  in  der  Punktreihe  nach  rückwärts  mit  derselben 

"^idiwindigkeit  fortpflanzt,  mit  der  sie  ankommt,  ist  die  reflectirte  Bewegung 

^^^  V4  ündulationszeit  bis  y'  vorgeschritten,  so  dass  die  vordere  Hüfte  des 

^'^fleetirten  Thaies  und  die  hintere  Hälfte  des  ankommenden  Thaies  in  ß'd' 

^er  y'd'  zusammenfallen;  die  Tiefe  des  an  der  Grenze  entstehenden  Wellen- 
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thales  ist  also  die  Summe  der  Tiefen  des  ankommenden  und  des  reflectirteii 
Thaies.  Weiter  nach  ^/^  Schwingungsdauer  ist  y  wieder  in  seiner  Eohelage 
angekommen,  in  j3'',  und  der  Wellenberg  aeß  ist  bis  an  die  Orange  in  fi'i'ff 
vorgeschritten.  Das  reflectirte  Thal  hat  sich  aber  ebenfalls  um  Yj  WoUoi- 
länge  nach  rückwärts  fortgepflanzt  und  befindet  sich  in  y''d"/?".  Ander 
Grenze  wird  daher  für  einen  Augenblick  die  Bewegung  gestört,  indem  daich 
Interferenz  der  ankommenden  und  reflectirten  Welle  die  zwischen  a"  und  /l" 
befindlichen  Punkte  nur  durch  die  Differenz  der  entgegengesetzten  Impul« 
bewegt  wird. 

Nach  einer  weitem  74  Schwingungszeit  ist  das  reflectirte  Thal  bii 
y'"^'"j3"'  fortgeschritten,  der  in  der  Grenze  befindliche  Punkt  hat  in  Folgt, 
des  eingetroffenen  Wellenberges  sich  nach  der  entgegengesetzten  Seite,  nadi t' 
bewegt.  Wieder  aber  hat  sich  die  Bewegung  dieses  Punktes  an  die  rückwSrti 
liegenden  übertragen,  da  er  wegen  der  geringem  Dichtigkeit  des  zweiten  Mit- 
tels nicht  einen  so  grossen  Theil  seiner  Geschwindigkeit  an  die  folgencki 
Punkte  abgegeben  hat.  Die  Höhe  des  Wellenberges  an  der  Grenze  ist  dalwr 
viel  bedeutender  als  diejenige  in  den  fortschreitenden  Wellen,  und  von 
Grenze  aus  pflanzt  sich  dem  vorher  reflectirten  Thale  folgend  ein  Well 
fort.  Nach  einer  weitem  viertel  Undulation  befindet  sich  das  reflectirte 
in  y^^'ö^^'ß^^'  und  ihm  folgend  vollständig  der  reflectirte  Berg  ß^^'e^^a^^, 

Gerade  also  wie  in  der  ankommenden  Wellenbewegung  das  We 
dem  Wellenberge  vorausgeht,  so  auch  im  reflectirten,    die  Bewegung  ist 
der  reflectirten  Welle  dieselbe ,  wie  wenn  sie  ungestört  nur  mit  kleinerer 
plitude  fortgeschritten  wäre.    Gerade  wie  das  Wellenthal  fortschreitend  in 
nächsten  Strecke   der  Punktreihe  ein  Wellenthal  und  der  Wellenbeig 
Wellenberg  erzeugt,  so  erzeugt  auch  bei  der  Reflexion  das  ankommende  Wei 
thal  ein  rückkehrendes  Wellenthal  und  der  ankommende  Wellenberg  ein« 
zurückkehrenden  Berg. 

Anders  verhält  es  sich ,  wenn  das  zweite  Mittel  eine  grössere  Dichtigl 
besitzt.    Die  bei  der  longitudinalen  Schwingung  sich  gegen  das  zweite 
bewegenden  Punkte  werden  zurückgestossen ,   und  die  sich  von  der  6: 
entfernenden  zurückgezogen,   in  jedem  Falle  also  wird  die  ankommende 
wegung  in  die   entgegengesetzte,  verwandelt;    so  auch  bei  der  transvei 
Bewegimg;    die    sich    in  dem    einen   oder   andern  Sinne   von   der  61< 
gewichtslage  entfernenden  Punkte  werden  von  den  folgenden  Punkten  dei.| 
zweiten  Mittels  stärker   zurückgezogen,    als  wenn  die  folgenden 
gleiche  Dichtigkeit  hätten.   Die  Wirkung  des  dichtem  Mittels  ist  also 
als  wenn  die  in  der  Grenze  befindlichen  Punkte,  weil  ihre  Bewegung  gehemai 
wird,  einen  ihrer  Bewegung  entgegengesetzten  Impuls  erhalten  hfttten.  ^ 
durch  werden  sie  Mittelpunkte  einer  neuen,  in  dem  Augenblick,  wodieesli 
ankommt,  beginnenden  Bewegung,  welche  der  Bichtung  nach  der  ank<HDBMr' 
den  entgegengesetzt  ist.    Diese  der  ankommenden  entgegengesetzte  BeweigviV 
pflanzt  sich  in  dem  ersten  Punktsystem  rückwärts  fort. 


127. 


Kefleidoii  der  Wellen. 


459 


Fig.  205. 


f- 


Stellt  demnach  tt^y  (Fig.  205)  eine  an  der  Grenze  zweier  Mittel,  deren 
Bites  rechts  von  MN  dichter  ist,  ankommende  Welle  dar,  so  wird  das 
commende  Wellenthal  als  Wellenberg 
lectirt;  nach  der  Zeit  von  74  Schwin- 
ig  ist  daher  die  Stellung  der  zwischen 

and  der  Grenze  gelegenen  Funkte 
"ch  die  Differenz  der  ankommenden 
i  reflectirten  Welle  bestimmt,  das 
dlenthal  hat  eine  viel  kleinere  Tiefe, 

es  bei  ungehinderter  Fortpflanzung 
'  Bewegung  haben  würde.  Nach  einer 
Ifenden  V4  Schwingungszeit  ist  der  aus 
A  ankommenden  Thal  reflectirte  Berg 
die  Stellung  y"d"j3''  fortgepflanzt, 
l  ebenso  ist  der  Wellenberg  acy  bis 
i" ^'\  vorgerückt,   an  der  Wand  bil- 

sich  ein  aus  beiden  Bergen  resulti- 
der  stärkerer  Wellenberg.  In  der  fol- 
iden  Zeit  rückt  der  reflectirte  Berg 
h  y'"d'"/S'",  der  ankommende  ist  zur 
Ifte  in  a'"f'",  zur  Hälfte  als  Thal  re- 
tirt  ß'"s"\  an  der  Wand  besteht  ein 
g  von  geringerer  Höhe.  Nach  weiterm  Verlauf  einer  y^  ündulationszeit 
Bchliesslich  der  aus  dem  Wellenthal  reflectirte  Wellenberg  nach  y^^'ö^^'ß^^' 
gerückt  und  der  zuletzt  an  der  Grenze  angekommene  Wellenberg  ist  als 
Uenthal  reflectirt  und  hat  die  Lage  ß^^£^^'a^^\ 

Während  also  bei  der  ankommenden  Bewegung  das  Wellenthal  dem 
•Uenberge  vorausging,  geht  in  der  reflectirten  umgekehrt  der  Wellenberg 
a  Wellenthale  voraus*.  Die  reflectirte  Bewegung  hat  also  mit  der  ankom- 
Qden  entgegengesetzte  Phasen;  bei  ungestörter  Fortpflanzung  wäre  das  an- 
omende  Thal  in  der  nächsten  Strecke  wieder  Anlass  zur  Bildung  eines 
iles  geworden ,  hier  hat  es  einen  Berg  hervorgerufen.  Durch  die  Reflexion 
wHbo  der  reflectirte  Strahl  gegen  den  einfallenden  um  eine  Wellenlänge  ver- 
üben. 

Die  in  beiden  Fällen  reflectirten  Bewegungen  sind  demnach  ebenfalls  in 
idien  Abständen  von  der  Grenze  in  entgegengesetzter  Phase,  wo  in  dem 
ton  Wellenthal  ist,  ist  in  dem  zweiten  Wellenberg  und  umgekehrt. 

Es  folgt  also ,  wenn  eine  Wellenbewegung  an  der  Grenze  zweier  Systeme 

kommt,  in  denen  der  Coefficient  J^ -j-  verschiedene  Werthe  hat,  so  bewirkt 

immer,  dass  von  der  Grenzstelle  aus  sich  zwei  Wellensysteme  weiter  he- 
lfen, eine  in  das  erste  Mittel  zurück,  eine  reflectirte  oder  zurückgeworfene 
oUe,  und  eine  zweite,  welche  in  dem  zweiten  Mittel  sich  weiter  bewegt. 
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Nehmen  wir  an ,  die  beiden  Punktsysteme  seien  isotrop ,  so  erii 
mit  Hülfe  der  Hujghens'schen  Construction  leicht  die  fortschreitei 
zurückgeworfene  Welle.    Beginnen  wir  mit  der  letztem,  und  setzen 
aus,   dass  eine  kugelförmige  WeUe  an  der  ebenen  Grenze  zweier  Mi 
treffe. 

Es  sei  nun  P  (Fig.  206)  der  Mittelpunkt  der  Welle  im  erstei 
CD  sei  ein  Durchschnitt  der  Welle  und  MN  ein  Durchschnitt  der  i 


Mittel  begrenzenden  Ebene.  Femer  sei  PQ  senkrecht  zu  MN^  ak 
erste  Punkt,  welcher  von  der  Wellenbewegung  getroffen  wifd.  Jede 
der  .Grenze  wird  ein  Mittelpunkt  einer  neuen  in  das  erste  Mittel  zurücl 
den  Welle,  sowie  er  von  der  ankommenden  Bewegung  getroffen  wi 
wird  sich  demnach  zunächst  von  dem  Punkte  Q  eine  Bewegung  in  d 
Mittel  ausbreiten.  Da  nun ,  wie  wir  sahen ,  die  Fortpflanzungsgeschwii 
einer  WeUe  in  einem  elastischen  Punktsystem  nur  abhängt  yon  dem  ( 

ten  y  -Ty  ^^  verbreitet  sich  die  zurückgeworfene  Welle  mit  eben  d( 

Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  einfallende  Welle  verbreitet; 
Zeit  also ,  in  welcher  von  den  Punkten  B  oder  C,  von  denen  wir  ^ 
metrie  halber  annehmen,  dass  sie  gleichweit  von  Q  entfernt  sind,  f 
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hwingende  Bewegung  bis  D'  oder  C'  fortgepflanzt  hat,  wo  also  von  diesen 
mkten  aus  die  Wellenbewegung  reflectirt  zu  werden  beginnt,  pflanzt  sich 

0  Q  aus  die  Bewegung  bis  zu  einer  Halbkugel  fort,  deren  Radius  Qx  «=  CC' 
w  Die  neben  Q  liegenden  Punkte  der  Grenzschicht  q\  q'\  q^,  q^^  werden 
imer  später  von  der  Wellenbewegung  getroffen ,  und  zwar  so  viel  später,  als 
3  Bewegung  der  ankommenden  Welle  braucht,   um  die  Strecke  d'q\  d"q'' 

durchlaufen.   In  derselben  Zeit  daher,  in  welcher  sich  die  Bewegung  von  Q 
\  zu  einer  Halbkugel  vom  Radius  Qr  fortpflanzt,  verbreitet  sie  sich  von  q 

1  zu  einer  Halbkugel  vom  Radius  q'r'  =  Qr  —  q' d'  von  g"  bis  zu  einer 
ibkugel  vom  Radius  q'r''  =  Qr  —  q'd"  und  so  von  allen  übrigen  Punk- 
L  biA  zu  einer  Halbkugel,  deren  Radius  um  die  Länge  kleiner  ist  als  Qr^ 
Iche  die  Wellenbewegung  noch  hat  durchlaufen  müssen ,  um  den  betreffen- 
1  Punkt  in  Schwingungen  zu  versetzen. 

Die  Grenze,  bis  zu  der  sich  demnach  die  Wellenbewegung  in  dem  ersten 
ttel  rückwärts  ausgebreitet  hat,  ist  die  Fläche,  welche  alle  diese  einzelnen 
geln  berührend  umhüllt.  Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dass  diese  Fläche 
r'WD'  eine  Kugelfläche  sein  muss,  deren  Mittelpunkt  P'  ebenso  weit 
iter  JSOTliegt,  als  der  Punkt  P,  von  welchem  die  ankommende  WeUe  aus- 
g ,  vor  MN  liegt.  Denn  denken  wir  uns ,  dass  die  Welle  ungehindert  hätte 
tschreiten  können,  so  geben  die  andern  Hälften  der  von  uns  um  Q,  q\  q\,. 
chriebenen  Kugeln,  nach  der  Hujghens'schen  Construction ,  die  Wellen- 
:he  C'Q'Dy  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  in  derselben  Zeit  fortgepflanzt 
te ,  in  der  sie  in  der  Richtung  PC  sich  bis  CC  fortpflanzte.  Die  diese  Ku- 
a  nach  der  einen  Seite  einhüllende  Fläche  ist  aber,  wie  wir  sahen,  eine 
gel  vom  Radius  PC'  =  PQ'  =  PD\  Die  Fläche,  welche  diese  Kugeln 
i  der  andern  Seite  einhüllt,  muss  daher  eine  Kugel  von  demselben  Radius 
1,  die  ihre  Convexität  jedoch  nach  der  entgegengesetzten  Seite  richtet, 
en  ^ttelpunkt  also  in  P'  liegt,  90  dass  PQ'  =  P'r^  oder  da  ^  =  QQ\ 
e  -=  P^  ist. 

Von  einer  ebenen  Grenze  zweier  Punktsysteme  wird  demnach  eine  an- 
nmende  Welle  gerade  so  reflectirt ,  als  ginge  sie  von  einem  Mittelpunkte 
I,  welcher  ebenso  weit  hinter  dieser  Grenze,  als  der  Mittelpunkt  der  an- 
mmenden  Welle  vor  der  Grenze  liegt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  in  etwas  anderer  Form  aussprechen,  in  welcher 
in  manchen  Fällen  leichter  angewandt  wird. 

Aus  der  Gleichheit  P'Q  =  PQ  folgt,   dass  die  Dreiecke  P' C Q  und 

TQ^  P' q"Q  und  Pg"$,   P'q'Q  und  Pq'Q  etc.  sich  decken  und  daraus, 

18  die  Winkel 

P'q-Q^Pq^'Q^ 

P'q'Q  =  Pq'Q  etc., 

er  da  die  Winkel  P'q'Q  =  r"q'C'  und  P'q'Q  =  r'q'C  sind  als  Scheitel- 
Bkd»  dass  die  Winkel 
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Pq"Q  =  r"q"C\ 
Pq'Q^r'q'C, 
oder  die  Winkel,  unter  welchen  die  Badien  der  ankommenden  nnd  reflec 
Welle  die  Grenzfläche  schneiden,   einander  gleich  sind.    Nach  unserer 
Anschauung  von  der  Art  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in 
Punktsystem  waren  die  Badien  der  Wellenfläche  die  einzelnen  Punktreih 
welchen  sich  die  Bewegung  fortpflanzte.     Nennen  wir  mit  Bficksicht 
die  Badien  die  Wellenstrahlen,    so  können  wir  obigen  Satz  auch  s 
sprechen ,  dass  bei  der  Beflexion  einer  Wellenbewegung  die  reflectirten 
len  und  die  ankommenden  mit  der  reflectirenden  Fläche  gleiche  Winkel 

Man  bezeichnet  nun  gewöhnlich  die  Verticale ,  welche  in  dem  Pun) 
Trennungsfläche  beider  Mittel  errichtet  wird,  als  das  Einfallsloth  ui 
Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellenstrahl  mit  demselben  bild« 
Einfallswinkel,  den  hingegen,  welchen  der  reflectirte  Strahl  mit  ih 
schliesst,  als  Beflexionswinkel. 

Sind  nun  die  Winkel,  welche  der  ankommende  und  der  reflectirte 
mit  der  reflectirenden  Fläche  einschliessen,  einander  gleich ,  so  sind  ( 
diejenigen,  welche  sie  mit  dem  Einfallslothe  bilden,  woraus  dann  folg 
eine  Wellenbewegung  so  reflectirt  wird,  dass  der  einfallende  und  rei 
Strahl  mit  dem  Einfallsloth  in  einer  Ebene  liegen,  und  dass  der  £ 
Winkel  gleich  dem  Beflexionswinkel  ist. 

Diese  Form  unseres  Satzes  ist  besonders  bequem,  um  die  Gesetze  < 
floxion  an  krummen  Flächen  zu  erhalten.  Wir  können  diese  als  eine 
Beihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  deren  Normalen  nicht,  i 
einer  Ebene  einander  parallel ,  sondern  immer  anders  gerichtet  sind.  F 
noch  so  kleine  Ebene  gilt  nun  unser  Beflexionsgesetz;  kennt  man  dal 
Gesetz,  nach  welchem  die  Normalen  der  auf  einander  folgenden  kleinen  1 
geneigt  sind ,  so  hat  man  darin  dann  zugleich  an  allen  Punkten  die  Bio 
nach  welcher  ein  einfallender  Strahl  und  somit  eine  ankommende  ^ 
bewegung  reflectirt  wird. 

Ist  z.  B.  die  Grenze  zweier  Mittel  eine  Kugelfläche,  so  fallen  die  in 
Punkte  der  Fläche  errichteten  Senkrechten  mit  den  Badien  der  Kugel  i 
men.  Eine  an  der  Grenze  ankommende  Wellenbewegung  wird  daher  i 
rückgeworfen ,  dass  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  reflectirten  Strahle] 
die  ankommenden  mit  den  Badien  der  Grenzfläche  gleiche  Winkel  b 
Kommt  die  Wellenbewegung  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  also  i 
Bichtung  der  Badien  an ,  so  wird  jeder  Strahl  nach  dem  Mittelpunkte  m 
geworfen ,  die  Bewegung  kehrt  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zurQck. 

§.  128. 

Brechung  der  Wellen.  Von  der  Grenze  zweier  Punktsysteme  p 
sich,  wie  wir  sahen,  ausser  in  das  erste  System  zurück,  auch  eine  W« 
bewegung  in  das  zweite  System  fort.     Jeder  Punkt  der  Grenzschieht 
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so'fcald  als  die  ankommende  Bewegung  ihn  triffb,  Mittelpunkt  einer  Welle,  die 
sic^li  in  das  zweite  System  fortpflanzt,  mit  einer  andern  Geschwindigkeit  je- 
dooh,  als  sich  die  Bewegung  in  dem  ersten  Systeme  fortpflanzte.     Ist  das 

cite  System  dichter  als  das  erste,  d.  h.  ist  der  Quotient  y  -^  kleiner  für 

dcks  zweite  System  als  für  das  erste ,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  zweiten 
Klt;tel  langsamer,  ist  derselbe  grösser,  so  pflanzt  sich  dieselbe  rascher  fort. 

Sei  nun  CD  (Fig.  207)  ein  sehr  kleines  Stück  einer  Wellenfl&che,  wel- 
eb^s  in  dem  ersten  System  sich  in  der  Richtung  PD  gegen  die  Grenze  MN 


\ 


M    (fy 


*^eier  Mittel  bewegt.  Nehmen  wir  femer  an ,  dass  der  Mittelpunkt  der  an- 
kötiuiienden  Welle,  von  der  CD  ein  Stück  ist,  so  weit  entfernt  sei,  dass  wir 
pl^  als  eine  zur  Ebene  NDP  senkrechte  Ebene  und  die  Wellenstrahlen  PD 
^d  P'  C  als  parallel  ansehen  können.  In  dem  Augenblicke ,  in  welchem  das 
^«Uenstttck  CD  bei  D  die  Grenze  MN  berührt,  verbreitet  sich  von  D  aus 
®>Äe  Welle  in  dem  zweiten  Systeme. 

Ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  ersten  System  v  und  in 
^^  zweiten  v\  so  verhalten  sich  die  Strecken,  durch  welche  sich  die  Wellen- 
bewegung in  gleichen  Zeiten  fortpflanzt,  wie  t;  zu  t?'. 

Der  Radius  Dr  der  Kugel,  über  welche  sich  die  Wellenbewegung  im 
leiten  Mittel  ausbreitet,  während  dieselbe  im  ersten  sich  von  C  bis  C  fort- 
pflanzt, ist  daher 

Dr=^CC'  '  —' 


Ton  den  zwischen  D  und  C'  gelegenen  Punkten  verbreiten  sich  ebenfalls 
Wellenbewegungen  in  das  zweite  Mittel ,  aber  um  so  später ,   als  sie  selbst 
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von  der  fortschreitenden  Wellenbewegung  getroffen  werden.  Ton  irgend 
einem  Punkte  d'  beginnt  sich  die  Bewegung  erst  zu  yerbreiien,  wenn  dk 
Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  c' d'  fortgeschritten  ist.  Hat  sich  die  Bewe- 
gung im  ersten  Mittel  bis  C  fortgepflanzt,  so  hat  sich  von  d'  dieselbe  im 
zweiten  Mittel  über  eine  Kugel  ausgebreitet ,  deren  Badius  q  gleich  ist 

Q  =  C   C    ' 

Die  Grenze ,  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  im  zweiten  Mittel  fortgepfluit 
hat,  wenn  sie  im  ersten  Punktsystem  bis  C  fortgeschritten  ist,  ist  dann  & 
Fläche ,  welche  alle  Kugäln ,  die  um  die  verschiedenen  Punkte  d  l^esdiriebei 
sind,  berührt. 

Diese  Fläche  erhalten  wir  nun ,  wenn  wir  durch  (f  eine  Tangente  an  da 

um  D  beschriebenen  Halbkreis  ziehen  und  durch  diese  eine  zur  Ebene  C'Jk 

senkrechte  Ebene  legen.  Denn  diese  Ebene  berührt  nicht  nur  die  um  D  mit  cW 

Radius  Dr  beschriebene  F.!ugel,  sondern  Quch  sämmtliche  mit  den  betreilei' 

den  Radien  um  die  Punkte  d  beschriebenen  Kugeln.    Denn  ziehen  wir  yoni 

aus  d'r'  senkrecht  zu  Cr,  so  sind  die  Dreiecke  C'rB  und  Cr' d'  fifanüd^ 

somit 

d'r'  iBr^C'd'  iC'B. 

Ebenso  sind  aber  auch  die  Dreiecke  CDC  und  c'd'C  ähnlich  und 


so  ist 


oder 


Da  nun  femer 

m 

• 

V    ' 

i 

V 

dt   —  C  c   •    — 

V 

cc\ 


das  heisst  die  von  d'  auf  C' r  herabgelassene  Senkrechte  ist  der  Badiu 
Kugel,  die  mit  dem  Radius  ^  um  d'  beschrieben  ist,  oder  C'r  ist  Ti 
an  dem  Durchschnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  IfD'P  und  somit  die  dureh 
gelegte  Ebene  Tangentialebene  an  die  um  d'  beschriebene  Kugel.   Ebenso 
es  für  alle  um  die  Punkte  d  beschriebenen  Kugeln. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  CDC  und  DC'r^  welche  die  ankoi 
und  die  in  das  zweite  System  übergegangene  Welle  mit  der  Grenzfliche 

mit  g>  und  (p\  so  haben  wir 

CC 
sin  (p  =  ^v^ , 

/         Dr         V 
8m<p   =^cD=    CID' 

und  daraus 

sin  9)  V 

sm  9         V 
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Der  Winkel ,  welchen  die  in  das  zweite  Mittel  übergegangene  Welle  mit 
der  Grenzebene  bildet,  ist  also  ein  anderer  als  derjenige,  welchen  die  an- 
kommende WeUe  mit  der  Grenzfläche  bildet,  oder  was  dasselbe  ist,  die  in  das 
zweite  Mittel  übergegangenen  Wellenstrahlen  bilden  mit  dem  Einfallslothe 

andere  Winkel  als  die  ankommenden  Strahlen.    Da  aber  das  Yerhttltniss  —r 

ftUr  zwei  Mittel  constant  ist,  so  folgt,  dass  die  ankommende  Welle  unter  einem 
Winkel  ankommen  kann,  unter  welchem  sie  will,  sie  bewegt  sich  stets  unter 
eixiem  solchen  Winkel  gegen  die  Qrenzebene  weiter,  dass  das  Yerh&ltniss  der 
Sinns  des  Winkels,  unter  welchem  sie  ankommt,  und  des  Winkels,  unter 
dem  sie  weiter  geht,  constant  ist.  Zugleich  sieht  man,  dass  der  einfallende 
luid  gebrochene  Wellenstrahl  und  das  Einfallsloth  in  derselben  Ebene  liegen. 

Jede  an  der  Qrenzebene  ankommende  kugelförmige  Welle  können  wir 
tiuxx  als  eine  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten ,  die  alle  verschieden 
9^en  die  QrenzflSche  geneigt  sind ,  deren  Neigung  gegen  die  Grenzfläche  aber 
^'^stimmt  wird  durch  den  Winkel,  welchen  die  zu  ihnen  gehörenden  Wellen- 
^^■"^alilen,  die  einzelnen  Badien,  mit  dem  Einfallsloth  bilden.  Mit  Hülfe  des 
obi^n  Satzes  ist  es  leicht,  die  fortgepflanzte  Welle  im  zweiten  Punktsystem 
'^  construiren. 

Wir  erhalten  als  unmittelbare  Folge  aus  unserem  Satze,  dass  beim  üeber- 
SUi^e  einer  WeUenbewegung  aus  einem  Punktsystem  in  ein  zweites ,  für  wel- 

chea  der  Quotient  f/J  kleiner  ist  aU  für  das  erste,  der  Winkel,  welchen  der 

^  das  zweite  Mittel  übergegangene  Strahl  mit  dem  Einfallslothe  bildet ,  klei- 
'^i^  ist  als  der  Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellenatrahl  mit  demselben 
^^iischliesst.  Ist  dagegen  dieser  Quotient  grösser  für  dq»  zweite  wie  für  das 
^i^te  Mittel ,  so  ist  der  Winkel ,  welchen  der  in  das  zweite  Mittel  übergegan  • 
9^iie  Strahl  mit  dem  Einfallslothe  bildet,  grösser.  Beim  üebergange  einer 
Wellenbewegung  aus  einem  Mittel  in  ein  zweites  werden  daher  die  einzelnen 
Wellenstrahlen  stets  gebrochen;  beim  Üebergange  in  ein  Mittel  von  grösserer 
'^^^ilitigkeit  werden  sie  zum  Einfallslothe  hingebrochen ,  beim  üebergange  in 
^öi  Mittel  von  geringerer  Dichtigkeit  werden  die  Strahlen  vom  Einfallslothe 
***tgebrochen. 

Jede  krumme  Fläche  können  wir,   wie  schon  bemerkt  wurde,   als  eine 

^ihenfolge  unendlich  kleiner  Ebenen  betrachten,  welche  in  steter  Folge  gegen 

^^^Uoider  geneigt  sind.    Für  krumme  Begrenzungen  zweier  Mittel  muss  daher 

^^  Brechungsgesetz  dasselbe  sein;   um  den  Weg  der  einzelnen  Strahlen  zu 

^^^stimmen,  muss  man  aber  das  Gesetz  kennen,  nach  welchem  die  einzelnen, 

^'l^dlich  kleinen  Ebenen  oder  deren  Einfallslothe  gegen  einander  geneigt 


1)  Die  in  diesem  Kapitel  vorgetragenen  Sätze  finden  sich  vorzngsweise  in  den 
Abhandlungen  yon  Fresnd  und  andern  über  die  Undulationstheoiie  des  Lichtes 
Stierst  in  Ähnlicher  Form  entwickelt.   Es  gilt  das  besonders  von  der  Ableitung  der 

Wüixinn,  Phjilk  I.    t.  Aufl.  30 
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Zweites  Kapitel. 
Von  der  Wellenbewegung  fester  Körper. 

§.  129. 

Schwingende  Bewegung  einzelner  Theile  fester  Körper  in  1 
der  Elasticität.  Die  im  vorigen  Kapitel  aus  den  früher  erkannten  6e 
über  die  Wirkung  von  Kräften  theoretisch  abgeleiteten  Bewegongserscb 
gen  können  wir  in  der  mannigfachsten  Weise  in  den  Körpern  hervorbr 
Alle  Körper  bestehen  nach  den  Entwickelungen  des  §.48  aus  kleinen  Tl 
welche  durch  anziehende  und  abstossende  zwischen  ihnen  thStige  Krftfi 
weder  allein  wie  bei  den  festen  Körpern  oder  mit  Hülfe  äusserer  Krfif 
bei  den  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern  im  Gleichgewicht  gebalten  w 

Durch  eine  Aenderung  der  auf  die  Körper  wirkenden  Kräfte  win 
auch  eine  Aenderung  dieses  Gleichgewichtszustandes  herbeigeführt,  es 
Gestaltsänderungen  der  festen  Körper  oder  Bewegungen  in  den  flüssige 
gasförmigen  Körpern  hervor,  welche  wir  in  dem  zweiten  Abschnitte  ai 
lieh  betrachtet  haben. 

Gleichungen  für  die  schwingende  Bewegung  §.  116  bis  §.  If9.    Dieselben  U 
sich  in : 

Fresnel,  Memoire  sur  la  diffraction  de  la  lumiere.  M^moires  de  TAc 
France  Tome  V.  Poggeud.  Annal.  Bd.  XXX.  Oeuvres  compl^tes.  T.  I. 

Die  Sätze  über  Interferenz  der  Wellen  §.  120  in  derselben  Abhaudlui 
Fresnel,  und  Schwerd,  die  Beugungserscheinungen  des  Lichtes.  Mannheim  IS 

Die  stehenden  Wellen  durch  Interferenz  entgegengesetzter  Wellenzüge 
die  FortpÜanzungsgesch windigkeit  der  Wellen  leitet  Fresnel  ähnlich  ab  in 
Abhandlung  über  die  Doppelbrechung  des  Lichtes:  Mämoires  de  TAcad.  de! 
Tome  VII.  Poggend.  Annal.  XXIII.  Oeuvres  compl^tes.  T.  IL  p.  479  ff. 

Auf  die  elliptischen  Schwingungen  machte  zuerst  aufmerksam  Fresnel  in 
Abhandlung, über  Reflexion  des  polarisirten  Lichtes:  Annales  de  chim.  etd< 
XLVI.  Poggend.  Annal.  XXII.  Äiry^  lieber  die  Doppelbrechung  im  Bergkxyil 
4.  Bande  der  Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  society.  Poggend. . 
XXIII.  Die  von  uns  gegebene  Ableitung  ist  im  wesentlichen  die  von  Neum 
der  Abhandlung  über  die  Reflexion  an  Metallen.  Poggend.  Annal.  XXVI.  Ma 
darüber  auch  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik.  Braunschweig,  1853.  D 
sammensetzung  von  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge  ist  besondei 
Lissajous  studirt  und  für  akustische  Zwecke  nutzbar  gemacht.  Annales  de  eh 
de  phys.  3.  S^r.  t.  LI. 

Die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  Punktsystemen  und  das  Huyghens'scbe  P 
ist  zuerst  von  Uuyghens  in  seinem  Werke  Traite  de  la  lumiere ,  Leiden  1^ 
wickelt,  ebenso  die  Ableitung  des  Reflexions-  und  Refractions-Gesettes.  Yoi 
diger  von  Fresnel  in  der  erwähnten  Abhandlung  über  die  Beugmig  des  Liebte 
in  einem  Zusatz  derselben :  Erklärung  der  Reüraction  des  Lichtes  nach  der  l 
lationstbeorie.  Auf  den  Unterschied  der  Reflexion  an  dichtem  and  dünoem  ^ 
machte  zuerst  Thomas  Young  aufmerksam.  On  the  theory  of  light  and  c« 
Philosoph.  Transact.  of  the  Royal  Society  for  1802. 
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Beschrftnken  wir  uns  zunächst  auf  die  festen  Körper,  so  sahen  wir,  wie 

Slfibe  durch  angehängte  Gewichte  verlängert,   oder  durch  Druck  verkürzt 

^^rden ,  wie  durch  Drehung  um  eine  im  Innern  derselben  liegende  Axe  die 

einzelnen  Schichten  der  Stäbe  gegen  einander  verschoben  wurden,  oder  wie 

durch  Biegung  denselben  eine  andere  Gestalt  gegeben  werden  konnte. 

Zugleich  sahen  wir  aber  stets  bei  der  Aenderung  des  Gleichgewichts- 
zustandes eines  Körpers  eine  Reaction  auftreten ,  die  uns  zeigte ,  dass  in  Folge 
^lieser  Aenderung  eine  gewisse  Spannung  zwischen  den  Molekülen  des  Körpers 
auftritt,  durch  welche  sie  sich  bestreben,  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzu- 
melden.    Diese  Rückkehr  trat  ein,   wenn  die  Aenderung  in  den  wirkenden 
Er^ften  aufhörte ;  überschritt  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  eines  Stabes 
M*     Polge  der  angebrachten  Gewichte  nicht  die  Elasticitätsgrenze ,   so  kehrte 
tejr  Stab  nach  Abnahme  der  Gewichte  zu  seiner  ursprünglichen  Länge  zurück, 
^^Y  die  Biegung  nicht  so  stark ,  dass  die  Theilchen  eine  neue  Gleichgewichts- 
I^iQr«  angenommen  hatten,  so  nahm  der  Stab  seine  ursprüngliche  Gestalt  wie- 
d&ar  an. 

Vorzüglich  bei  dieser  Rückkehr  in  den  Gleichgewichtszustand  treten  nun 
»^^T  Bewegungen  auf,  welche  wir  damals,  wo  wir  unser  Augenmerk  nur  auf 
döxi.  endlichen  Zustand  der  Körper  richteten ,  ausser  Acht  Hessen ,  deren  Natur 
x^    erkennen  uns  aber  nach  dem  Vorigen  leicht  ist. 

Wenn  wir  einen  Stab  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  Querschnitt 

i'Äi^ch  ein  Gewicht  verlängerten ,  so  ergab  der  Versuch ,  dass  seine  Verlänge- 

in^Xt^  proportional   war  der  wirksamen  Kraft.     Diese  Verlängerung  war  der 

WKlliche  Zustand,  in  welchen  der  Körper  durch  die  dauernde  Wirkung  der 

^^^^t  übergeführt  wurde,   er  trat  ein,   wenn  die  durch  die  Entfernung  der 

'^^tieile  von   einander  auftretende  Elasticitätskraft   dem  ziehenden  Gewichte 

gleich  wurde.    Die  Verlängerung  ist  eine  Entfernung  der  einzelnen  Schichten 

^^B  Stabes  von  einander,  deshalb  sind  jedenfalls  die  Entfernungen  den  Ver- 

'^^Sernngen  proportional,   das  heisst,  bei  doppelter,   dreifacher,  überhaupt 

''^facher  Verlängerung  des  Stabes  haben  sich  auch  die  einzelnen  Schichten 

^•b  Stabes  um  die  doppelte,  dreifache,  überhaupt  w- fache  Grösse  von  einan- 

^^^  9  oder  was  dasselbe  ist ,  von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt. 

Da  nun  die  Verlängerungen  des  Stabes  den  spannenden  Gewichten  pro- 

f'^^^E^onal  sind,  und  da  bei  dem  endlichen  Zustande  die  Kräfte,  mit  denen  die 

^^^«Inen  Schichten  sich  rückwärts  anziehen ,   den  spannenden  Gewichten  an 

^''"^sse  genau  gleich,  der  Richtung  nach  aber  entgegengesetzt  sind,  so  folgt, 

7*^^  die  Kraft,  mit  der  irgend  eine  Schicht  des  Stabes,  wenn  sie  ausserhalb 

Gleichgewichtslage  sich  befindet ,  gegen  diese  hingezogen  wird ,  dem  Ab- 

ide  derselben  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist. 

Bei  der  Bückkehr  jeder  Schicht  in  ihre  Gleichgewichtslage  ist  daher  die 

~"^^egfung  derselben  eine  beschleunigte,   in  derselben  angekommen,   besitzt 

**^      eine  gewisse  Geschwindigkeit,  vermöge  welcher  sie  sich  über  die  Gleich- 

8®"^^chtslage  hinaus  bewegt.     Wenn  sie  dieselbe  überschritten  hat,   wirken 

30* 
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aber  die  Kräfte  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  sie  ein  und  vemicliten  so  all- 
mählich die  der  Schicht  vorher  ertheilte  Geschwindigkeit.  Dann  aber  tnti,  di 
jetzt  wieder  dieselben  Elasticitätskräfte  auf  die  Schicht  einwirken,  eine  rück- 
gängige Bewegung  ein,  bei  der  sich  dasselbe  wiederholt;  die  Schiebt  obtit 
also  eine  schwingende  Bewegung.  Da  nun  das  Gesetz ,  nach  welchem  die 
wirkenden  Kräfte  mit  der  Entfernung  der  Schicht  von  der  Gleichgewichtslage 
sich  ändern,  dasselbe  ist,  welches  wir  der  Ableitung  der  schwingenden  Be- 
wegung von  Punkten  zu  Grunde  legten ,  so  können  wir  die  dort  erhalteoM 
Resultate  unmittelbar  auf  die  so  entstehenden  Schwingungen  der  festen  Eöipff 
tibertragen. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  von  den  Bewegungen,  welche  ein  Körper,  dff 
durch  Biegung  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  ist,  bei  der  Bflckkdr 
in  dieselbe  vollführt;  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Biegung  der  wirk 
Kraft,  also  die  bei  der  Biegung  auftretende  elastische  Kraft  dem  A 
der  einzelnen  Theile  von  der  Gleichgewichtslage  proportional.  Bei  der  Bßät 
kehr  in  dieselbe  muss  demnach  der  Körper  schwingende  Bewegungen  ?oO*l 
fahren,  welche  den  vorhin  entwickelten  Gesetzen  folgen. 

§.  130. 

Longitudinale  Schwingungen  der  Stäbe«   Wenn  man  einen  SiabJ 
seiner  Mitte  oder  an  einem  oder  beiden  Enden  festhält  und  ihn  an  einem 
rasch  mit  einem  Hammer  schlägt,  oder  seiner  Länge  nach  mit  der  Hand, 
dem  sie  mit  etwas  Colophonium  eingerieben  ist ,  oder  mit  einem  nassen 
stark  reibt,  so  gerathen  die  Theile  des  Stabes  in  longitudinale  Schi 
das  heisst,   sie  bewegen  sich  in  der  Richtung  der  Längsaxe  des  Stabes 
und  her.     Bei  dieser  Bewegung  ändert  der  Stab  seine  äussere  Gestalt 
merklich ,  sondern  es  bilden  sich  in  seinem  Innern  nur  abwechselnde  Ve 
tungen  und  Verdünnungen,  die  sich  in  der  §.118  dargesteUten  Weise 
den  Stab  verbreiten ,  in  einem  begrenzten  Stabe  an  der  Grenze  reflectirt 
den  und  dadurch  zu  stehenden  Schwingungen  des  Stabes  Anlass  geben. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  eines  Stabes   sind  nicht  unmittel 
sichtbar,  indess  hat  Savart  ^)  sie  auf  folgende  Weise  sichtbar  gemacht 
befestigte  Glas-  oder  Metallstäbe  von  verschiedenen  Dimensionen  auf 
80  Ejlogramm  schweren  Bleimasse.  Ein  Sphärometer  mit  horizontaler 
wurde  mit  dem  einen  Ende  des  Stabes  zur  Berührung  gebracht  und  die 
lung  der  Schraube  abgelesen,   dann  wurde  die  Schraube  zurückgedreht 
der  Stab  in  Schwingungen  versetzt.    Darauf  wurde  die  Schraube  dem 
wieder  vorsichtig  genähert  und  bei  einer  bestimmten  Stellung  zeigte  sich, 
die  Schraube  von  dem  Stabe  in  bestimmten  Zwischenräumen  gestossen 
ein  Beweis,  dass  der  Stab  sich  in  seiner  Längsrichtung  abwechselnd  ausdt 
und  zusammenzog. 


1)  Savart  in  Annales  de  chim.  et  phys.  LXV.  p.  337. 
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Es  bedarf  übrigens  nicht  einmal  solcher  Methoden ,  um  die  longitudinalen 
lohwingungen  wahrnehmbar  zu  machen;  sie  sind  am  deutlichsten  zu  erkennen 
iirch  den  Ton,  welchen  sie  hervorbringen.  Diesen  können  wir  jedoch  erst  im 
Ichsten  Abschnitte  betrachten ,  in  welchem  wir  auch  die  meisten  der  sofort 
bnüeitenden  Gesetze  experimentell  nachweisen  werden. 

üeber  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  einem  unbegrenzten  Stabe 
ftben  wir  hier  nichts  hinzuzuftigen,  sie  muss  nach  den  Gesetzen  erfolgen, 
eiche  wir  §.  118  ff.  ganz  allgemein  über  die  Fortpflanzung  schwingender  Be- 
Bgangen  in  Punktreihen  abgeleitet  haben.  Zwar  haben  wir  es  hier  nicht  mit 
o&chen  Punktreihen  zu  thun,  indess  kann  man  die  dort  abgeleiteten  Gesetze 
nahalb  einfach  übertragen,  da  alle  Punkte  einer  zur  LSngsaxe  parallelen 
ihicht  dieselbe  Bewegung  haben ,  wir  also  die  Stäbe  als  ein  Bündel  paralleler 
mktreihen  betrachten  können. 

Auch  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  In  einem  solchen 
abe  muss  der  §.  122  entwickelte  Ausdruck  gelten 


.a./i. 


Setzen  wir  für  e,  die  Elasticitöt,  den  Elasticitätsmodulus  der  betreffen- 
n  Substanz  E  ein ,  wie  wir  ihn  im  zweiten  Abschnitt  bestimmten ,  und  für  d 
)  Masse  der  Längeneinheit  des  Stabes  flir  den  Querschnitt  von  1  Quadrat- 
Uimeter,  da  E  das  Gewicht  ist,  welches  einen  solchen  Stab  um  seine  eigene 
düge  ausdehnt,  so  ist  nach  unserer  Ableitung  §.  122  die  constante  Grösse 

*=i  j/a  gleich  1  zu  setzen,  da  die  dort  von  uns  mit  e  bezeichnete  Grösse 
II  von  uns  §.51  mit  E  bezeichneten  Elasticitätscoefficienten  bedeutet,  und 
wird ') 


-/!■ 


Dieser  Ausdruck  findet  sich  häufig  unter  einer  andem  Form.   Setzen  wir 
r  E  seinen  Werth  nach  §.  51 ,  so  ist 

E=  — , 

snn  wir  mit  P  das  Gewicht  bezeichnen,  welches  einen  Stab  von  der  Länge  l 
\d  dem  Querschnitt  q  um  die  Länge  s  ausdehnt.  Setzen  wir  nun  l  gleich 
Meter  und  das  Gewicht  eines  Stabes  vom  Querschnitte  q  und  der  Länge 
968  Meter  gleich  n ,  so  wird 

E=   " 


ann  i  die  Verlängerung  eines  1'"  langen  Stabes  durch  ein  dem  Gewichte  des 

«bes  gleiches  Gewicht  bedeutet. 

Setzen  wir  nun  das  specifische  Gewicht  dos  Stabes  gleich  5,  so  erhalten  wir 

■Kl        qs        8 
„  =  25;   £=-^  =  .^. 


1)  Man  sehe  auch  Poisson  in  Mdmoires  de  TAcad.  Royalc  de  France  VIII.  p.  441. 
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Setzen  wir  diesen  Ausdruck  für  E  in  unsere  Gleichung  für  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit,  so  wird 


/^. 


d  ist  nun  nach  obiger  Angabe  die  Masse  der  Volumeinheit  des  bewegten  Stabes, 
wir  haben  daher,  da  s  das  Gewicht  desselben,  das  Gewicht  des  1"  langoi, 
1">"'  im  Querschnitt  haltenden  Stabes  bedeutet. 


d  = 


s 


und  daraus  schliesslich 


-/i- 


Um  demnach  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  ii 
einem  Stabe  zu  bestimmen,  bedarf  es  nur  der  Kenntniss  der  Beschleunigung^ 
beim  freien  Fall  und  der  Verlängerung ,  welche  ein  Stab  derselben  Subsiau 
von  1  Meter  Länge  erfährt,  welcher  durch  ein  Gtetricht  gezogen  wird,  d« 
seinem  eigenen  Gewichte  gleich  ist. 

Wir  werden  im  nächsten  Abschnitte  in  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des  Schalles  in  langen  Stäben  den  experimentellen  Beweis  für  die  BichÜg-j 
keit  dieser  Ausdrücke  erhalten. 

§.   131. 

Schwingungsdauer  von  Stäben.  Wenn  wir  einen  an  seinem  dnoij 
Ende  befestigten,  an  dem  andern  freien  Stab  durch  Schläge  eines 
an  seinem  freien  Ende  oder  durch  Reiben  in  longitudinale  Schwingungen  v«^3 
setzen ,  so  ist  der  einfachste  Fall ,  dass  alle  Theile  des  Stabes  sich  gleichz^ 
nach  der  einen  oder  andern  Richtung  bewegen.  Um  die  Schwingungsdauer 
erhalten,  haben  wir  uns  nur  daran  zu  erinnern,  dass  diese  stehenden  Sdlwi^] 
gungen  durch  Interferenz  der  an  dem  freien  Ende  erregten  und  der  an  d« 
festen  Ende  reflectirten  Bewegungen  entstehen.  Die  Schwingungsdauer  ein» 
solchen  Stabes  ergibt  sich  daher  aus  unseren  Ausdrücken  des  §.  122,  fllr&i 
Schwingungsdauer  stehender  Wellen. 

Sei  zu  dem  Ende  ab  (Fig.  208)   ein  in  einen  Schraubstock  bei  fl  M\ 

eingespannter,  bei  h  freier  j 
säa^s^BSäB»!^  Stab.  Wird  derselbe  dank] 

Schläge  bei  h  in  longitt- 
dinale  Schwingungen  ftt' 
setzt,  so  verlängert  ori 
verkürzt  er  sich  abwacl' 
selnd,  und  es  ist  klar,  ^ 
das  Ende  b  die  gr&ssta 
Schwingungen  vtdlflürt 
während  das  feste  Ende  in  Buhe  bleibt.    Mit  den  stehenden  Wellen  verglidiA 


Fig.  20^. 
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macht  daher  der  Stab  die  Hälfte  einer  stehenden  Welle  aus ,  indem  das  eine 
Ende  desselben  wie  die  Mitte  der  stehenden  Wellen  die  grössten  Excursionen 
macht.  Die  Dauer  der  Schwingungen  stimmt  daher  mit  derjenigen  einer  ste- 
henden Welle  von  doppelter  Länge  tiberein. 

Um  diese  Uebereinstimmung  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  können 
wir  die  Bildung  der  stehenden  Welle  genauer  verfolgen.  Durch  die  Schläge 
des  Hanmiers  wird  zunächst  das  Ende  b  in  Schwingungen  versetzt,  und  diese 
Schwingungen  pflanzen  sich  von  Theilchen  zu  Theilchen  fort.  An  dem  festen 
Ende  a  angekommen ,  tritt  eine  Reflexion  ein ,  und  zwar,  da  das  Ende  fest  ist, 
also  an  a  gewissermassen  ein  dichteres  System  grenzt,  so,  dass  die  Phasen  der 
reflectirten  Welle  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  mit  denjenigen  der 
ankommenden  Welle. 

Nennen  wir  nun  den  Theil  der  fortgepflanzten  longitudinalen  Welle,  in 
welchem  alle  Theile  sich  nach  der  einen  Seite  von  der  Gleichgewichtslage  ent- 
fernt haben,  den  Wellenberg  und  die  andere  Hälfte,  in  welcher  sie  sich  an 
^^T  entgegengesetzten  Seite  befinden ,  das  Wellenthal.  Nun  komme  zur  Zeit  /, 
vom  Anfange  der  Bewegung  bei  b  gerechnet,  der  erste  Wellenberg  in  a-  an, 
80  wird  nach  dem  Frühem  ein  Wellenthal  als  reflectirte  Bewegung  nach  b 
^'iiückkehren. 

Ist  nun  ab  =  \'^  A,  wenn  wir  mit  k  die  Wellenlänge  bezeichnen,  so  ge- 

*^^gt  der  erste  Wellenberg  nach  a  zur  Zeit  /  =  - ,  wo  das  Theilchen  b  gerade 

®öHien  grössten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  erreicht  hat  und  im  Be- 
^ifie  ist,  in  dieselbe  zurückzukehren.  Zur  Zeit  t  pflanzt  sich  daher  von  b 
*^^ch  a  die  zweite  Hälfte  des  Wellenberges  fort ,  während  sich  von  a  nach  b 
«a^  Wellenthal  fortzupflanzen  beginnt,  oder  es  schreiten  von  den  Punkten 
^  Und  b ,  die  um  ^/^  l  von  einander  entfernt  sind ,  durch  den  Stab  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  zwei  Wellen  fort,  welche  eine  Phasendifferenz  von 
/^  Wellenlänge  besitzen. 

Denken  wir  uns  nun  die  Bewegung  des  Punktes  b  herkommend  von  einem 

P\inkte  b\  der  um  74  ^  rückwärts  von  b  entfernt  liegt,  in  einem  Abstände 

T 
gleich  abj   so  würde  der  Punkt  5'  um  die  Zeit   ;-   früher  angefangen  haben 

T 
Bich  zu  bewegen,   als  der  Punkt  5,   er  würde  also  zur  Zeit  /  =  — ,   wo  b 

Vi  Schwingung  zurückgelegt  hat,  Vj  Schwingung  zurückgelegt  haben.  Von 
dem  Punkte  V  würde  sich  demnach  zur  Zeit,  wo  von  b  sich  die  zweite  Hälfte 
"des  Wellenberges  nach  a  fortpflanzt,  das  Wellenthal  nach  a  fortpflanzen.  Die 
Bewegung  des  Stabes  ah  ist  also  die  aus  der  Interferenz  der  beiden  Wellen 
resultirende ,  welche  aus  a  und  h\  also  zwei  Punkten,  welche  um  Y2  ^  ^^^ 
einander  entfernt  sind,  ohne  Phasendifferenz  sich  gleichzeitig  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  fortpflanzen. 

Dadurch  entsteht  eine  stehende  Welle.  Denn  nach  §.  121  ibt  die  resulti- 
rende Bewegung  an  irgend  einer  von  a  um  x  entfernten  Stelle,   welche  aus 
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zwei  Wellen  hervorgeht,  die  sich  gleichzeitig  von  zwei  um  d  entfernten PuoUen 
gegen  einander  fortpflanzen, 

irrt  2x  —  9,^/t  d\ 

y  =  2of  •  cos  ;r  •  — r-^—  •  sm  2;c  l  ^  —  -y  j 

und  setzen  wir  darin  d  unserem  Falle  entsprechend 

2x  t 

Y  =  —  2a  •  sin  TC  •  -7-  •  cos  2tc  ^, 

oder  die  Oscillationsphase  der  verschiedenen  Punkte  ist  für  den  ganzen  Stab 
dieselbe,  der  Punkt  a,  für  den  x  =^  0  ist,  bewegt  sich  gar  nicht,  der 
Punkt  &,  für  den  x  =  Vi  k  ist,  vollführt  die  grössten  Schwingungen,  ^ 
für  ihn 

sin  jr  -T-  =  sin  Y  =  1 
ist.   Für  alle  übrigen  Punkte  ist  die  Amplitude  kleiner,  da  fOr  alle  Werthe 

a?  <  Vi  ^)   sin  7t  -     <  1 

ist. 

Es  ist  übrigens  zu  beachten ,  dass  in  diesem  Ausdrucke  die  Zeit  t  nicki 
von  dem  Anfange  der  Bewegung  des  Punktes  h  gerechnet  ist,  sondern  TOi 
dem  Momente  an,  wo  sich  von  a  aus  die  reflectirte  Welle  gegen  b  hinbewogt» 
also  um  V4  ^  später.  Um  demnach  in  unserem  Ausdrucke  für  F  die  Zeit 
vom  Anfange  der  Bewegung  des  Punktes  h  zu  rechnen,  haben  wir  für  ^  eii- 

zusetzen  <  +  x ' 


4 
Dadurch  wird 


Y  =  2of  •  sin  w  -^  •  sin  2jc  ^ 


wodurch  die  schwingende  Bewegung  des  Stabes  vollständig  wieder  gegeben 
wii'd.   Für  den  Punkt  b  erhalten  wir  z.  B.  für 

t  =  0,  r=  0,  t  =  Vi  T,  Y=  2a,  t  =  y^T,  r=  0  u.  s.  f. 

Die  Schwingungsdauer  des  Stabes  ist  somit  gleich  der  Schwingung8d»fl«r 
einer  stehenden  Welle  von  der  doppelten  Länge  des  Stabes,  da  der  Stab  aelbs* 
wie  die  Hälfte  einer  solchen  Welle  sich  bewegt.  Nennen  wir  die  Länge  d* 
Stabes  i,  so  erhalten  wir  für  die  Schwingungsdauer  T  nach  §.  122,  und  d» 
die  dort  mit  L  bezeichnete  Länge  der  stehenden  Welle  gleich  2  .  2  ist. 


Die  Anzahl  der  Schwingungen,  welche  der  Stab  in  einer  Sekunde  voll* 
führt,  ist  dann 

T        ya.il    y    d 
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Die  constante  Grösse  yä  ist  hier  durch  die  Angabe  des  vorigen  Para- 
graphen, wonach 

C=\/a  =  \, 
bereits  bestinunt. 

Damit  wird  dann 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist  nun 


/!-'. 


^l^ich  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung,  wir  erhalten 


N  = 


4.1 

Die  Anzahl  der  longitndinalen  Schwingungen,  welche  ein  an  dem  einen 
le  fester,  an  dem  andern  Ende  freier  Stab  in  einer  Sekunde  vollführt,  ist 
Sl-^ich  dem  Quotienten  aus  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung 
der  vierfachen  Länge  des  Stabes  '). 

Die  Schwingungsdauer  von  Stäben  ist  eine  andere,  wenn  sie  an  beiden 
m  frei  und  in  der  Mitte  nur  locker  gehalten  werden ,  oder  wenn  sie  an 
^^^Iden  Enden  fest  sind  ^).  In  beiden  Fällen  ist  die  Oscillationsdauer  nur  die 
^^Ifte  von  derjenigen  eines  an  einem  Ende  befestigten  Stabes.  Im  erstem 
^^^Ue  rührt  es,  daher ,  dass  in  der  Mitte  des  Stabes  ein  Schwingungsknoten 
***teteht,  und  jede  Hälfte  desselben  so  schwingt,  wie  in  dem  soeben  betrach. 
m  Falle  der  ganze  Stab,  im  zweiten  weil  der  Stab  seiner  ganzen  Länge 
nur  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  des  Stabes  bildet.  In  beiden 
"^Qlen  ist  also  die  Länge  der  stehenden  Welle ,  mit  welcher  der  Stab  gleich- 
zeitig schwingt,  gleich  der  Länge  des  Stabes,  und  somit 


^^      21   r  d      21 

Es  ist  nicht  schwierig,  dieses  in  ähnlicher  Weise  abzuleiten,  wie  wir  es 
den  Fall  gethan  haben,  wenn  der  Stab  an  seinem  einen  Ende  festgeklenmit 
^^^  9    deshalb  wird  es  genügen ,  wenn  wir  die  schwingende  Bewegung  eines  an 
^^^4en  Enden  freien  Stabes,   der  in  seiner  Mitte  lose  festgehalten  wird,  aus 


Interferenz  entgegenkommender  Wellen  ableiten,    um  die  Bildung  des 
^^^iragungsknoten  in  der  Mitte  des  Stabes  nachzuweisen. 

Sei  zu  dem  Ende  wieder  ab  ein  Stab  von  der  Länge  {,  der  in  seiner  Mitte 
c  locker  mit  der  Hand  festgehalten  wird,  und  werde  durch  eine  rasche 


^>ei 


i 


1)  Paisgon,  MdmoireB  de  TAcad^mic  Royalc  de  France.  T.  YlII.  p.  452. 
Caudiy,  Exercices  de  Mathdmatiqucs.  T.  III.  p.  269  fi. 
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Folge  von  Hammerschlägen  oder  Streichen  mit  einem  nassen  Tuch  dag  E 
in  longitudinale  Schwingungen  versetzt.    Von  b  aus  pflanzen  sich  die  Sc 

gungen  ungehindert 
^*  den  Stab  fort  nach  a 

XmammK^/mmmammmakmammammmammmmmm       in  a  werden  sie  nach 

^  reflectirt,  jetzt  jedoc 

das  Ende  a  frei  ist ,  also  an  a  ein  dünneres  Mittel  grenzt ,  so  dass  die  I 
der  reflectirten  Bewegung  mit  denen  der  ankommenden  gleiches  Vor» 
haben.  Kommt  nun  zur  Zeit  t  nach  dem  Beginne  der  Bewegung  beim  Pu: 
ein  Wellenberg  an,  so  geht  derselbe  sofort  als  Wellenberg  nach  b  21 
Ist  nun  die  Länge  ab  gleich  Y^  ^)  ^^  befindet  sich  zur  Zeit  t  der  Pu 
gerade  in  der  Gleichgewichtslage,  er  hat  die  Hälfte  seiner  Oscillation  vol 
und  ist  im  Begriffe ,  sich  nach  der  entgegengesetzten  Seite  von  derselb 
entfernen,  oder  es  pflanzt  sich  zur  Zeit  t  von  b  aus  ein  Wellenthal  nach  ( 
Von  den  beiden  um  Y2  ^  von  einander  entfernten  Punkten  pflanzen  sie 
nach  entgegengesetzten  Seiten  zwei  Wellen  in  dem  Stabe  fort,  welche 
Phasendifferonz  von  einer  halben  Wellenlänge  besitzen. 

Es  würde  nun  ein  Leichtes  sein,  die  resultirende  Bewegung  hiera 
berechnen,  um  die  Rechnung  aber  möglichst  unseren  frühem  Bechnungf 
zuschliessen ,  denken  wir  uns  wieder  die  Bewegung  herkommend  von 
Punkte  y  rückwärts  von  b  und  eine  halbe  Wellenlänge  von  dem  Pui 
entfernt.  Von  dem  Punkte  b'  geht  dann  zur  Zeit  f ,  wenn  von  h  nach  ( 
ein  Wellenthal  fortpflanzt ,  ein  Wellenberg  aus ;  die  resultirende  Bewege 
ab  können  wir  demnach  ansehen  als  hervorgehend  aus  der  Interferenz  3 
Wellenzüge ,  welche  gleichzeitig  und  ohne  Phasendifferenz  von  zwei  Pu 
ausgehen,  welche  um  eine  Wellenlänge  von  einander  entfernt  sind. 

Für  die  resultirende  Bewegung  eines  um  x  von  a  entfernten  Pu 
haben  wir  dann  wie  früher 

Y  =  2cc  -  cos  7t  — j —  •  sin  2n 

und  setzen  wir  für  8  seinen  Werth 

.8  =  1 

y  ==  2of  •  cos  2tc  Y  •  sin  2%  ^ 

T 
oder  unter  Beachtung,  dass  die  Zeit  /  in  diesem  Ausdruck  von  ^  -j-  -5-  ge 

net  ist  auf  die  ursprüngliche  Zeit  /  bezogen 

Y  =  —  2tf  •  cos  2jr  Y  •  sin  2n  m  • 

Aus  diesem  Ausdrucke  ergibt  sich  unmittelbar  erstens,  dass  bei  c 
ein  Schwingungsknoten  bildet  und  zweitens,  dass  die  stehende  Welle, 
welcher  beide  Hälften  des  Stabes  isochron  schwingen,  die  Länge  des 
bes  hat. 


\T        21) 
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T 
Denn  fixiren  wir  den  Zeitpunkt  t  =  {An  -{-  Z)   -,   wo  die  einzelnen 

Punkte  ihren  grössten  Abstand  nach  der  einen  Seite  erreicht  haben ,  also 

sin  2%  -f-  =  —  1 

ist ,  80  erhalten  wix  als  Werthe  von  Y 

für  X  =  0,     r  =  2a 

X  =  i  ,     Y 2a. 

Die  Mitte  des  Stabes,  der  Punkt  c,  ist  also  immer  in  Ruhe,  oder  es  be- 
stellt dort  ein  Schwingungsknoten.  Da  nun  ferner  zugleich  an  den  Enden  des 
States  zwei  entgegengesetzte  Schwingungsmaxima  sich  befinden ,  welche ,  wie 
wir  sahen,  immer  um  die  Länge  einer  stehenden  Welle  von  einander  entfernt 
six&d,  so  folgt,  dass  die  Länge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  der  Länge  l  des 
StÄljes. 

Die  Schwingungsdauer  T  ist  somit 

^©  wir  vorhin  angaben. 

§.  132.    • 

Theilung  der  schwingenden  Stäbe;  Knotenpunkte.  Die  im  vori- 
Ron.  §.  entwickelten  Schwingungsdauem  oder  Schwingungszahlen  sind  diejeni- 
CTBii.^  welche  den  langsamsten  longitudinalen  Schwingungen  entsprechen,  in 
^^Xdie  die  Stäbe  versetzt  werden  können.  Durch  passendes  stärkeres  Strei- 
^^©11  und  Festhalten  derselben  an  gewissen  Punkten  können  wir  bewirken, 
^*«s  sie  in  raschere  Schwingungen  mit  kurzem  Wellenlängen  versetzt  werden. 
*^a^urch  entstehen  ebenfalls  kürzere  stehende  Wellen  und  in  den  Stäben  bil- 

sich  Knotenpunkte.  Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  eines 
l>eiden  Enden  freien  Stabes. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  erregte  Welle  gerade  die  Länge  des  Stabes 
**^1>« ,  80  wird  der  im  Punkte  a  nach  der  Zeit  t  ==  T  ankommende  Wellenberg 
**^  Wellenberg  zurückkehren.  Zur  selben  Zeit  geht  also  von  a  ein  Wellen- 
"^^^  reflectirt  nach  &,  wenn  von  h  der  zweite  Wellenberg  nach  a  sich  fort- 
Wl%nzt. 

Für  die  resultirende  Bewegung  eines  um  x  von  a  entfernten  Punktes 
^l>en  wir  also  gerade  wie  vorhin 

X  t 

y  =  2of  •  cos  27t  Y  •  sin  2jr  ^ , 

^^hrend  aber  vorhin  k  ==  21  war ,  ist  jetzt  k  =  L 

Die  stehende  Welle,    welche  der  Gleichung  entspricht,   hat  die  Länge 
i  «■  7j  ;i  =5  ^2  ^>  ^®  Schwingungsdauer  des  Stabes  wird  somit 
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xr        1      i/E        c        „     c 

die  Schwingungsdauer  ist  also  die  Hälfte  derjenigen,  welche  der  Stab  bei    «ic 
langsamsten  Bewegung  besitzt. 

Um  den  Schwingongszustand  des  Stabes  und  die  SchwingungsknoteziB.    ao 
erhalten ,  brauchen  wir  nur  die  Werthe  von  Y  für 

<  =  (4n+l)-|^,  sin27r^=l 


aufzusuchen. 

Wir  erhalten  als  Werthe  von 

Y 

ftira;  — 0; 

r  =  2«  •  cos  0    =  2a 

x-y,i', 

Y=  2a  .  cos-|-  =  0 

^  -  72  h 

F  =  2a  •  cos  TT    =  —  2« 

x-Vih 

r— 2«.cos  2*  — 0 

x  =  l\ 

r  —  2«  •  cos  2«  —  2a. 

Der  Stab  hat  sich  also  in  drei  schwingende  Theile  zerlegt,  welche  diK^ 
Schwingungsknoten  von  einander  getrennt  sind;  dieselben  liegen  von  ^^^ 
Enden  des  Stabes  um  Y^  der  Länge  des  Stabes  entfernt. 

Ist  die  Wellenlänge  der  schwingenden  Bewegung  gleich  Vs  ^>  ^  erU^* 
man  in  ganz  gleicher  Weise  wie  vorhin  f&r  die  resultirende  Bewegung 


X  t 

Y=  —  2cc  '  coa27t  Y  '  ^^^  Y 


worin  l  =  %  l.    Die  sich  bildende  stehende  Welle  hat  die  Länge  L  =  V- 
=  73  l  und  die  Schwingungsdauer  des  Stabes  wird 

T=2L' 


^=%iyf=3..f,. 


Die  Schwingungsdauer  ist  ein  Drittel,  die  Schwingungszahl  die  dreifac^^ 
derjenigen ,  bei  welcher  der  Stab  am  langsamsten  schwingt.  Für  die  Lage  J^^ 
Schwingungsknoten  erhalten  wir 

X  =   /(y  h  X  ^  /e*)^  '^^  /b  '• 

# 

Der  Stab  hat  sich  in  vier  schwingende  Theile  getheilt,  welche  durch  dr^' 
Schwingungsknoten  von  einander  entfernt  sind.  Die  beiden  äussersten  Knoten 
liegen  jeder  um  Ye  der  Stablänge  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt,  und  dtf 
Abstand  der  Knoten  ist  gleich  Va  Länge  des  Stabes. 

La  gleicher  Weise  kann  sich  der  Stab  in  5 ,  6  . . .  schwingende  Theile  wet- 
legen,  deren  Schwingungsdauem  dann,  da  die  Länge  der  stehenden  Wellen 
respective  7|  i,  V5  ^  •••  i^*»  werden 


E 
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ad  deren  Schwingungszahlen  werden 

Die  möglichen  Schwingungszahlen  sind  also 


1er  aUgemein 


^  =  «-^. 


enn  n  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet. 

Dieselben  Schwingungszahlen  erhalten  wir  für  die  Stäbe ,  welche  an  bei- 
m  Enden  befestigt  sind.  Die  stehenden  Schwingungen  dieser  können  wir 
IS  entstanden  denken  durch  die  Interferenz  der  beiden  von  den  festen  Enden 
fiectirten  Wellen.  Durch  das  Beiben  des  Stabes  in  der  Mitte  pflanzt  sich 
ich  beiden  Seiten  ein  Wellenberg  fort,  dieser  wird  an  beiden  Seiten  als 
'^ellenthal  reflectirt;  dadurch  entsteht,  wenn  die  Länge  des  Stabes  gleich  der 
ilben  Wellenlänge  ist,  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  des  Stabes,  ist 
9  gleich  einer  Wellenlänge ,  so  bilden  sich  zwei  stehende  Wellen  mit  einem 
ihwingungsknoten  in  der  Mitte  des  Stabes.  Die  Schwingungsdauer  ist  die 
Blfte,  die  Schwingungszahl  die  doppelte.  Bei  einer  Wellenlänge  gleich  ^3  l 
Iden  sich  3  stehende  Wellen  mit  2  Schwingungsknoten  u.  s.  f.,  kurz  die 
shwingungsdauer  kann  auch  hier  allgemein  gesetzt  werden 

^         n       VE 
id  die  Schwingungszahl 

Anders  ist  es  jedoch,  wenn  der  Stab  an  dem  einen  Ende  frei,  an  dem 
idem  befestigt  ist;  für  den  einfachsten  Fall  war 


T  =  4i/|,    N=^^ 


üA  die  Länge  des  Stabes  war  gleich  ein  Viertel  Wellenlänge  der  oscillirenden 
^megüng  oder  gleich  einer  halben  stehenden  Welle.  Es  ist  nun  klar,  dass 
n  Stäben  mit  einem  freien  Ende  nur  solche  Schwingungsabtheilungen  ent- 
beben  können,  bei  denen  das  freie  Ende,  der  Ursprung  der  Bewegung,  der 
litte  der  stehenden  Welle  entspricht.  Denn  da  das  freie  Ende  der  Bewegungs- 
■ittelpnnkt  ist,  so  muss  die  Bewegung  des  ganzen  Stabes  aufhören,  wenn 
iQtb  Literferenz  mit  der  reflectirten  Bewegung  die  in  jedem  Augenblicke  neu 
lleagte  yemichtet  wird. 

Deshalb  kann  der  an  seinem  einen  Ende  freie  Stab  keine  Schwingungen 
^Üfbhreiif  bei  denen  der  Stab  die  Länge  einer  stehenden  Welle  hat,  sondern 
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im 


die  zweite  mögliche  Schwingungsbewegung  ist  die ,  deren  Wellenlänge  gleich 
^3  Stablänge  ist.  Entwickeln  wir  den  Schwingungsznstand  des  Stabes  in  ganz 
gleicher  Weise  wie  vorhin,  so  finden  wir,  dass  sich  der  Stab  in  zwei  schwin- 
gende Theile  zerlegt  hat,  welche  durch  einen  Knoten  von  einander  getrennt 
sind ,  der  von  dem  freien  Ende  um  Vs  Stablänge  entfernt  ist.  Das  zwischen 
dem  festen  Ende  und  dem  Knotenpunkt  liegende  Stück  des  Stabes  bildet  eiie 
ganze  Welle ,  das  zwischen  dem  Knotenpunkte  und  dem  freien  Ende  hegende 
eine  halbe  stehende  Welle.  Die  Länge  der  stehenden  Welle  ist  also  %  ^ 
Stablähge,  die  Schwingungsdauer  somit 


und  die  Schwingungszahl 


T=V,l'} 


E 


N 


c 


U   '  r     d  ~  ^  Al' 


Die  weiteren  möglichen  Schwingungszahlen  kann  man  in  ganz  gleidNrj 
Weise  ableiten  und  findet  dann  als  nächste  diejenige,  wo  die  Länge  des  St 
V4  >  V4  •  •  •  Wellenlängen  beträgt 


^=^-r^r 


42 


überhaupt  als  mögliche  Schwingungszahlen ,  die  langsamsten  als  1  gesetzt 
Reihe  der  ungeraden  Zahlen  oder  ganz  allgemein 

JV=(2«-l)^, 

worin  n  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet, 

Die  soeben  als  möglich  erkannten  Theilungen  der  Stäbe  bei  longitn( 
Schwingungen  sind  ziemlich  schwierig  herzustellen;   man   kann  sie 
hervorrufen,  dass  man  die  vorher  bestimmten  Stellen  festhält,  indess 
es  selten,    willkürlich  eine  ganz  bestimmte  Theilung  des  Stabes  mit 
Knotenpunkten  zu  erhalten.    Die  Theilung  tritt  aber  häufig  auch  ohne  Fe 
halten  der  verschiedenen  Stellen  ein  durch  fortgesetztes  Reiben  des  Stabes  d< 
Länge  nach  oder  mehrfaches  Schlagen  an  seinen  Enden  ;^  wir  werden  im 
sten  Abschnitt  das  an  den  verschiedenen  Tönen  erkennen,  welche  der  Stab  gil 

Die  in  den  letzten  §§.  für  an  beiden  Enden  feste  Stäbe  abgeleiteten  Sit 
gelten  unmittelbar  auch  für  zwischen  zwei  festen  Punkten  ausgespannte  Sali 
da  dieselben  nichts  anders  sind,  als  Stäbe  von  sehr  geringem  Querschnitt 

§.  133. 

Transversale  Schwingungen  der  Saiten.  Spannt  man  eine  d1W| 
möglichst  vollkommen  biegsame  Schnur  von  grosser  Länge  aas  and  v( 
dieselbe  durch  rasches  Auf-  und  Abbewegen  des  einen  Ehides  in  traMvem» 
Schwingungen ,  so  sieht  man ,  wie  diese  an  der  Stelle ,  an  der  man  sie  he^Tü^] 
brachte,  verschwinden,  sofort  aber  an  immer  andern  Stellen  derselben  ior| 
treten ;  sie  pflanzen  sich  als  Wellenberg  und  Wellenthal  auf  der  Schnor  fe^ 
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nach  und  nach  erhalten  immer  andere  Tbeile  der  Schnur  die  Gestalt  einer 
Welle,  wie  wir  sie  in  dem  vorigen  Kapitel  bei  den  transversalen  Schwingungen 
einer  Pnnktreihe  abgeleitet  haben. 

Die  transversalen  Schwingungen  einer  Schnur  bestehen  in  auf-  und  ab- 
gehenden gegen  die  Längsrichtung  senkrechten  Bewegungen  der  einzelnen 
Punkte,  sie  haben  demnach  eine  Gestaltsänderung  derselben  zur  Folge,  welche 
onmittelbar  sichtbar  ist  und  bei  nicht  zu  raschen  Bewegungen  recht  gut  be- 
obachtet werden  kann. 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  transversaler  Wellen  in  dünnen  Schnüren 
oder  Saiten ,  die  an  sich  nicht  elastisch  aber  durch  Gewichte  schwach  gespannt 
sind,  so  dass  jeder  Punkt  eine  bestimmte  Ruhelage  hat,  müssen  mit  den  im 
vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  Fortpflanzung  transversaler 
W'oUen  in  Punktreihen  übereinstimmen,  so  lange  die  Schnüre  oder  Saiten  nur 
so  dick  sind,  dass  wir  annehmen  dürfen,  alle  Punkte  eines  Querschnittes  be- 
legen sich  in  ganz  gleicher  Weise ,  und  die  Ausbiegungen  so  klein  sind ,  dass 
wir  die  bei  einer  Ausbiegung  stattfindenden  Verlängerungen  vernachlässigen 
kGimen. 

Denn  bei  einer  durch  Gewichte  gespannten  Schnur  werden  alle  Schichten, 
Welche  zur  Länge  der  Schnur  senkrecht  sind,  durch  die  Spannung  in  einer 
l>ostimmten  Gleichgewichtslage  gehalten,  sie  werden  durch  das  spannende 
Ö®wicht  ebenso  stark  nach  der  einen  Seite  gezogen ,  wie  durch  die  feste  Ver- 
F  biixdiuig  nach  der  andern  Seite.  Bringen  wir  durch  die  seitliche  Ausbiegung 
®*ne  oder  eine  Anzahl  Schichten  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  werden  sie 
QUrch  die  Spannung  in  dieselbe  zurückgezogen. 

Haben  wir  die  Schnur  an  der  einen  Seite  befestigt  und  an  der  andern 
°^te  ein  Gewicht  P  angehängt,  so  vertritt  demnach  das  Gewicht  P  die  Grösse  e 
^  Unserem  Ausdrucke  fttr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen 
'bellen. 

Unser  Ausdruck  war 

^^d  setzen  wir  fttf  e  das  spannende  Gewicht  P 

Die  Grösse  d  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Schnur ,  bezeichnen  wir 
*%her  das  Gewicht  derselben  mit|?,  so  ist 

9 
Bezeichnen  Wir  nun  den  Querschnitt  der  Schnur  mit  q  und  ihr  specifi- 

^'^bes  Gewicht  mit  s ,  so  erhalten  wir 
I       ^d  indem  wir  diesen  Ausdruck  in  unsere  Gleichung  für  c  einsetzen 
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IIU.    I 


Diesen  Ausdruck  fUr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  tniuTeniln 
Wellen  in  Saiten,  welche  durch  Gewichte  gespannt  sind ,  hat  schon  LeoBkud 
Euler')  abgeleitet,  und  aus  seinen  Rechnungen  geht  zugleich  herror,  dusiir 
die  constante  QrSsse  C  gleich  1  setzen  m&ssen,  und  dass  somit 


yi 


t?. 


Dieser  Ausdruck  fttr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  tnmsTeniki 
Wellen  in  gespannten  Schnüren  ist  durch  die  Verauche  der  Gebrflder  ff.  ml 
E.  H.  Weber  auf  das  vollständigste  esperimentell  bestfitigt  worden. 

Sie  wendeten  zu  ihren  Versuchen  eine  runde  aus  sehr  feinem 
faden  auf  Maschinen  geklöppelte  Schnur  an,  welche  sehr  gleichfSnnig  biif 
sam,  wenig  elastisch  war  und  bei  einer  Länge  von  16,0&6  Ueter,  52,61!  Gnoa 
wog.  Sie  wurde  dadurch  horizontal  aufgespannt,  dass  man  sie  an  ihrem 
Ende  mit  einer  Schraube  und  mit  ihrem  andern  Ende  an  einem  Bade  bf 
festdgte  (Fig.  210).  Das  Rad  hatte  einen  Durchmesser  von  über  30  CentimeiH 
und  war  in  einer  sehr  genau  gearbeiteten  Äie  »rf 
Fig.  iio.  gehängt,  um  es  recht  frei  beweglich  zu  machen.  lÄ 

1  Schnur  war  bei  a  in  einem  Abstände  von  14,4  Coth 

A  meter  von  der  Axe  der  Bolle  befestigt,  so  Aia» 

/y^i^^^^  nach  der  Tangente  des  Rades  zog.     Bei  h  war  t 

If    JI^Hl  Schnur  befestigt,  an  der  sich  ein  KCrbcben  beb 

■■■jSr^n'  bestimmt,    um  die  spannenden  Gewichte  anftnn 


Die  Wellen  wurden  15  Centimeter  vom  Si4 

der  Schnur  durch  einen  raschen  Stosa  erregt,  n' 

man  sah  sie  dann  zu  dem  einen  Ende  der  Sdntf 

hinlaufen  und  als  reflectdrte  Wellen,    die  Berge  ib 

r^  ThSler  und  umgekehrt,  da  die  Schnur  bei  a  fest  wv, 

\g  also  an  ein  dichteres  Mittel  grenzte,  wieder  va^' 

kehren. 

Die  Zeit,  welche  die  Welle  brauchte,  um  die  Schnur  zu  durchluta, 

wurde  mittels  einer  Uhr  gemessen ,  welche  noch  '/^  einer  Sekunde  angab  rai 

stete  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  die  vom  Kade  ausgehende  Welle  einu' 

oder  zweimal  oder  viermal  zum  Bade  zurückkehrte. 

Die  Versuche  ergaben  nun  erstens,  dass  die  FortpflanzungsgeschffiDiiif 
keit  der  Wellen  unabhängig  ist  von  der  Grösse  der  Wellen,  denn  sW 
brauchte  eine  Welle  dieselbe  Zeit  zum  Durctlaufen  der  Schnur,  mocht*  « 
durch  ein  kurzes  und  schwaches  Schnellen  mit  dem  Finger  oder  dmtt  n 
iKnger  dauerndes  und  stärkeres  Schlagen  erzeugt  werden.  Im  eiBtern  W' 
muss  aber  die  Welle  kürzer  sein,  wie  es  auch  die  Beobachtung  ergab. 


1)  Eider  in  Actis  Petropolitaoia  pro  1779.  Tom.  I.  Petrop.  17B9. 
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Femer  fanden  die  Gebrüder  Weber,  dass  die  Wellen,  wie  es  auch  unsere 
leoiie  verlangrt,  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fortbewegen,  denn 
1  die  Schnur  2 ,  3 ,  4  . .  zu  durchlaufen ,  brauchte  die  Welle  a^ch  die  dop- 
Ite,  drei-  und  vierfache  Zeit. 

Nach  diesen  Yorversuchen  machten  sie  nun  genaue  Messungen  und  fan- 
Q  auf  das  Grenaueste  die  von  Euler  gegebene  Formel  bestätigt.  Die  Schnur 
irde  nach  einander  durch  drei  verschiedene  Gewichte  gespannt,  nämlich  mit 
0,5  —  2027,6  —  4226,4  Gramm  ^). 

Es  ergab  sich  nun,  dass  im  ersten  Falle  die  Welle  einen  Baum  von 
,244  Meter  in  46  Sechzigstel ,  im  zweiten  denselben  Raum  in  24,8  Sechzig- 
l  und  im  dritten  FaDe  in  16,25  Sechzigstel  Sekunden  durchlief.  Die  Fort- 
mzungsgeschwindigkeiten  oder  die  in  diesen  drei  Fällen  in  einer  Sekunde 
'chlaufenen  Bäume  sind  demnach 

mi  ersten  FaDe  q  =  —  =    4.3*",36l, 

im  zweiten  Falle  c«  =  ^^  -  33-°,2u  ^    gom  429 

2  24,8  '       ' 

im  dritten  Falle  (^  =  ^  •  3?^ü*  ^  122™, 713. 

Um  diese  Zahlen  mit  unserer  Formel  zu  vergleichen,  haben  wir  in  unse- 
1  Ausdruck 

P 

q  .  8 

P  die  betreffenden  Spannungen,  für  q  .  s  das  Gewicht  der  Längeneinheit 
'  Schnur  und  fUr  g  die  Beschleunigung  der  Schwere ,  9,808  einzusetzen. 

Das  Gewicht  der  ganzen  Schnur  von  16,622  Meter  Länge  war  52,612  Gramm, 
ler  das  Gewicht  der  Längeneinheit 

52,618 

d  setzen  wir  die  betreffenden  Zahlcnwerthc  in  die  Formel  ein,  so  wird 


-/^ 


h-/ 


9,808 .  4226,4  .  IC^  ^  114n,^434. 


62,618 

Man  sieht,  die  üebereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und  beroch- 
ten  Zahlen  ist  so  gross,  dass  sie  der  schönste  Beweis  fOr  die  Bichtigkeit  der 
eorie  sowie  für  die  Genauigkeit  der  Messungen  ist. 


1)  JE.  H.  und  W.  Weher,  Wellenlehre ,  auf  Experimente  gegründet  etc.  von  den 
:dern  K  H.  und  W.  Weber.  Leipzig  1826.  p.  464  ff. 
WOifUnB,  Ph7tik  I.   2.  Aufl.  31 
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Vergleichen  wir  den  Ausdruck  für  die  Fortpfianzungsgeschimdigkeli 
der  transversalen  Wellen  mit  dem  für  die  longitudinalen  Welloi,  so  ergibt 
sich  eine  merkwürdig  einfache  Beziehung  ^). 

Für  die  longitudinalen  Wellen  hatten  wir 


-/! 


oder  da  (2  =  — ,  wenn  wir  mit  $  das  specifische  Gewicht  bezeichnen, 


-/^. 


c- 

1 

1 

3 

• 

C 

ä-r-^ 

1 

p 

• 

_^ 

l 

iJr' 

3 

für  die  transversalen  

c  =  /^. 

daraus  ergibt  sich 

Wir  sahen  nun  früher ,  dass  die  Verlängerung  C  eines  Stabes  ¥(»  is 
L&nge  ly  dem  Querschnitt  q,  durch  ein  Gewicht  P,  wenn  E  der  Elastidiiti' 
modulus  ist,  gleich  ist 


demnach 


Es  folgt  also 

c         ^ 

oder  das  Verhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  iransversalen  ol 
derjenigen  der  longitudinalen  Wellen  in  einem  durch  Spannung  elastistej 
fadenförmigen  Körper  ist  gleich  der  Quadrat¥nu:zel  aus  der  Verlftngero^j 
welche  die  Längeneinheit  des  Körpers  durch  das  spannende  Gewicht  erfibrl»^ 
vorausgesetzt,  dass  durch  dasselbe  die  Elasticittttsgrenze  nicht  ühersdint' 
ten  ist. 

§.  134. 

Stehende  Sohivingiingen  von  fadenförmigen  durch  Spannint 
elastischen  Körpern.  Wenn  man  eine  Saite  in  ihrer  Mitte  langsam  K 
ihrer  Buhelage  zieht  und  dann  sich  selbst  überlässt,  so  schwingt  sie  ihrer  gi>' 
zen  Länge  nach  transversal  hin  und  her.  Alle  Punkte  der  Sute  bew^si  ^ 
zugleich  in  dem  einen  oder  andern  Sinne,  sie  bildet  eine  stehende  Schwingt 
von  der  Länge  der  Saite. 

Wir  können  auch  hier  wieder  die  stehende  Schwingung  als  ein  Besoli^ 
der  beiden  von  den  festen  Enden  in  entgegengesetzter  Richtung  dotl  ^ 
Saite  sich  fortpflanzenden  reflectirten  Wellen  ansehen  und  darnach  die  Seh** 


1)  Poissofi,  M^moires  de  TAcad^mie  de  France.  Tome  VIII.  p.  4SS  i]Bd441 


I.  stehende  Schwingungen  von  Saiten.  483 

[gdauer  der  stehenden  Welle  erhalten.  Denn  dadurch,  dass  wir  die  Saite 
uer  Mitte  emporziehen,  .pflanzt  sich  von  der  Mitte  aus  ein  Wellenberg 
beiden  Seiten  hin  fort,  dort  angekommen,  verwandelt  sich  durch  Be- 
rn jeder  Wellenberg  in  ein  Wellenthal,  da  die  Saite  an  ihren  Enden  be- 
ft,  dMt  also  von  einem  dichtem  Mittel  begrenzt  ist;  die  beiden  ThiQer 
en ,  an  den  entgegengesetzten  Enden  angekommen ,  wieder  als  Berge  re- 
rt  u.  s.  f. ,  so  lange  die  Bewegung  fortdauert. 

Ist  nun  die  Länge  der  Saite  gleich  der  halben  Lftnge  der  fortgepflanzten 
en,  so  schwingt  die  Saite  nach  dem  Frühem  ihrer  ganzen  Länge  nach 
imd  her,  denn  in  dem  Falle  erhalten  wir  als  resultirende  Phase  eines 
;  von  dem  einen  Ende  der  Saite  entfernten  Punktes  zur  Zeit  t 

F  =  2a  •  sin  2»  Y  '  sin  2«  «^, 

er  Abstand  der  lieiden  Punkte,  von  welchen  sich  ohne  Phasendifferenz 
bzeitig  zwei  Wellen  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  die  Saite  fort- 
gen,  gleich  einer  halben  Wellenlänge  ist. 

Dieser  Ausdruck  zeigt  unmittelbar,   dass  die  Saite  ihrer  ganzen  Länge 
hin  und  her  schwingt,   indem  wir  als  Werthe  ftir  F  in  den  Punkten 

0  und  X  =  ^2^  ^^^  Werth  0  erhalten,  fELr  alle  andern  Punkte  ist  er, 

T 
i  nicht  ^  s=  0  oder  -r-  etc.  ist,  von  0  verschieden,  er  wächst  von  ä  =  0 

=  —  und  ninmit  dann  wieder  ab. 

Die  Schwingungsdauer  einer  solchen  stehenden  Welle  ist  aber,  wie  wir 
1,  gleich  der  Schwingungsdauer  eines  Punktes  in  der  fortgepflanzten 

e 

n    n^ 

Setzen  wir  für  d  und  e  die  im  vorigen  Paragraphen  bestimmten  Wertho 
so  wird  für  die  Schnur  oder  Saite  von  der  Länge  l 


T^il  .  t/HI 


Vi 
da,  wie  vorher  nach  den  Untersuchungen  von  Euler  erwähnt  wurde, 

=5  1  ist,  

r    g.P 

für  die  Schwingungszahl ,  die  Anzahl  Schwingungen  in  einer  Sekunde 

^       1         1      7/77P 

Die  Schwingungsdauer  einer  Saite  ist  also  der  Länge  der  Saite,  der 
ratwurzel  aus  ihrem  Querschnitte  und  ihrem  specifischen  Gewichte  direkt, 
l^en  der  Quadratwurzel  aus  dem  spannenden  Gewichte  umgekehrt  pro- 
>na]. 

31  ♦ 
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Verfluche  der  Gebrüder  Weber. 


i.l3i 


Büi  hinlänglich  langen  Saiten  und  nicht  zu  grossem  spannenden  Gewichte 
lassen  sich  die  Schwingungsdauem  oder  Schwingungszahlen  direkt  beobachten. 
Die  Gebrüder  Weber  ^)  haben  an  der  vorhin  erwähnten  Schnur  dieses  tos- 
geführt,  indem  sie  dieselbe  in  Schwingungen  versetzten,  welche  sich  über  die 
ganze  Länge  der  Schnur  erstreckten,  und  haben-  mit  grosser  lUereiiutim- 
mung  die  von  der  Theorie  verlangten  Zahlen  erhalten. 

Setzen  wir  für  den  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Ausdruck  gemls 
dem  vorigen  Paragraphen  ein 

so  wird 

Ar=—    r=^. 

^^         2/'    ^  c 

Die  Schwingungsdaucr  ist  gleich  der  Zeit,  in  welcher  die  fortschreitende 
Welle,  aus  welcher  die  stehende  Schwingung  entstanden  ist,  die  doppelte 
Länge  der  Schnur  durchlaufen  würde. 

Diese  Zeit  war  in  den  Weber'schen  Versuchen  resp.  46;  —  24,8  und 
16,25  Tertien  (Sechzigstel  Sekunden).  In  dem  ersten  der  drei  Falle,  wo  die 
Schnur  mit  610,5  Gramm  gespannt  war,  erhielten  sie  als  Schwingungsdauer 

T  =  46,375  Tertien 

als  Mittel  aus  vielen  Vorsuchen ;  eine  Zahl ,  welche  so  genau  mit  der  Theorie 
übereinstimmt,  wie  es  nur  möglich  ist. 

Eine  weitere  experimentelle  Bestätigung  dieses  Satzes  werden  uns  beson- 
ders für  kürzere  und  stärker  gespannte  Saiten  im  nächsten  Abschnitt  ili«{ 
durch  die  Schwingungen  der  Saiten  entstehenden  Töne  liefern. 

Ebenso  wie  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  ein  Stab  sich  in  meb 
rere  durch  einen  Schwingungsknoten  getrennte  schwingende  Theüe  zeriego 
kann,  so  kann  es  auch  eine  transversal  schwingende  Saite. 

Zunächst  kann  die  Saite  gleich  einer  ganzen  Wellenlänge  sein.  Denken 
wir  uns  die  Saite  in  der  Mitte  festgehalten  und  die  eine  Hälfte  c5  (Rg.  ^1^) 

in  die  Lage  cbd  gebracht,  9^ 
dort  einen  Wellenberg  enffo^^ 
und  dann  die  Saite  sich  selii 
überlassen  und  auch  in  derUtt* 

losgelassen. 

T 

Nach  der  Zeit  --  wird  der  Wellenberg  bis  cea  fortgeschritten  undfl* 

gleich  bei  h  als  reflectirtes  Thal  cd'a  erscheinen.  Am  Ende  der  Zeit  ^^ 
dann  von  a  aus  ein  reflectirtes  Thal  sich  gegen  b  fortpflanzen  und  von  h  ^ 
auf  das  Thal  cd'b  folgender  Berg.  Es  pflanzen  sich  also  zugleich  von««* 
Wellenthal  und  von  h  ein  Wellenberg  durch  die  Saite  fort.     Man  üb«»* 


Fig.  211. 


1)  Wellenlohre,  anf  Experimente  gegrflndet  von  E.  IL  Wd)er  und  IT.  W^- 
Leipzig  1825.  p.  466. 
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.eh  dem  Frtthern.  unmittelbar,  dass  die  Phase  eines  von  a  um  x  entfernten 
mktes  gegeben  ist  durch 

F  =  —  sin  27t  Y  •  cos  2«  w  • 

Denn  da  a  und  h  der  Annahme  nach  um  eine  Wellenlänge  von  einander 
tfemt  sind ,  so  ist  es ,  wenn  sich  zwei  Wellen  von  diesen  Punkten  mit  einer 
lasendiflferenz  von  einer  halben  Wellenlänge  gegen  einander  fortpflanzen, 
J  wenn  sie  von  zwei  Punkten ,  welche  um  %  Wellenlängen  von  einander 
itfemt  sind,  zur  selben  Zeit  sich  ohne  Phasendifferenz  gegen  einander  be- 
egen. 

Die  Gestalt   der  schwingenden  Saite   ergibt  sich  unmittelbar  aus  (Jen 

T' 
leichzeitigen  Werthen  von  Y.    Für  ^  «=  —  z.  B.  ist 

7=0ftira:  =  0,   x  =  ^,   x=l 

r=  2«  furo:  =  4-»    r=— 2afÜra;  =  ^. 

Man  sieht,  die  Saite  hat  sich  in  zwei  stehende  Wellen  von  der  Länge 
j  l  oder  da  die  Länge  der  Saite  Z  =  ^  ist,  von  der  Länge  Vj  l  getheilt.  Die 
;hwingungsdauer  ist  daher 


r   g,P  r    a. 


8 
P 

id  die  Schwingungszahl 

l       r     q.8  21 

Die  Saite  schwingt  also  doppelt  so  rasch  wie  in  dem  vorigen  Falle. 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Saite   in  drei  schwingende  Thcilo 
rlegen  mit  zwei  Schwingungsknoten,    welche  um  V3  <^^  Saitenlängo  von 
Qander  und  den  Enden  der  Saite  liegen ,  die  Schwingungsdauer  \ind  Seh win- 
ingszahl  sind  dann 

üeberhaupt  kann  die  Saite  in  n  schwingende  Theile  mit  n  —  1  Schwin- 
ngsknoten  zerlegt  werden,  wie  man  leicht  durch  eine  Fortsetzung  dieser 
trachtungen  erhält.  Die  Schwingungsdauer  nnd  Schwingungszahl  irgend 
ler  Ordnung  lässt  sich  daher  allgemein  darstellen  durch  den  Ausdruck 


n  r    ^.P'  21' 

«rin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Man  kann  die  Theilong  der  Saite  bei  transversaldn  Schwingungen  leicht 
rvorrufen  und  beobachten. 

Man  unterstützt  die  Saite  ah  (Fig.  212)  in  einem  Punkte  c,  so  dass  die 

nge  hc  gleich  —  der  Länge  der  Saite  ist  z.  B.  ^/^  und  hängt  dann  auf  die 

ite  eine  Anzahl  sogenannter  Beiterchen,  kleiner  leichter  Häkchen  von  Papier. 
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Streicht  man  dann  die  Saite  in  der  Nähe  von  h ,  oder  drückt  man  sie  in  der 
Mitte  zwischen  h  und  c  nieder  und  überlässt  sie  dann  sich  selbst,  so  werden 

die  Beiterchen   überall  von  der 
^8-  212.  Saite  abgeworfen,  nur  an  den  Stel- 

bedeutende Bewegung  zu  zeigen. 
Es  folgt  daraus ,  dass  die  Saite  sich  in  eine  Anzahl  ftlr  sich  schwingender 
Stücke,  oc,  ed,  de,  ch  getheilt  hat,  welche  durch  nicht  bewegte  Punkte,  die 
Schwingungsknoten,  getrennt  sind.  Wendet  man  möglichst  biegsame  FSden 
bei  diesen  Versuchen  an,  so  findet  man  die  Lage  der  Knoten,  also  die  Thd- 
lung  der  Saite  der  Theorie  entsprechend,  man  findet  immer  n  —  1  Knoten- 
punkte, welche  um  —  Saitenlfinge  von  den  Enden  der  Saite  und  von  einander 
entfernt  sind. 

Der  in  Fig.  212  dargestellte  Versuch  ist  auch  deshalb  interessant,  weil 
er  zeigt,  dass  bei  einer  gespannten  Saite  der  Knotenpunkt  die  Quelle  der  Be- 
wegung für  dieselbe  werden  kann.  Der  Punkt  c  (Fig.  212)  ist  durch  einen 
Steg  unterstützt,  und  trotzdem  pflanzt  sich  die  Bewegung  durch  ihn  hinduitb 
auf  den  andern  Theil  der  Saite  fort.  Man  sieht  leicht,  dass  diese  Ausbreitung 
der  Bewegimg  Über  c  hinaus  durch  die  periodischen  longitudinalen  Impube 
veranlasst  wird ,  die  der  Punkt  c  in  Folge  der  Bewegung  des  Stückes  bc  v- 
fährt. 

Die  Theilung  der  Saiten  imd  die  Entstehung  der  stehenden  Wellen  ans 
der  Interferenz  der  fortgepflanzten  und  reflectirten  Wellen  Iftsst  sich  sehr 
hübsch  durch  eine  von  Melde  ^)  zuerst  benutzte  Versuchsanordnung  zeigen, 
welche  Fig.  213  darstellt.  Auf  einem  Fussb^ett  ist  vertical  eine  gebogene 
Stahllamelle,  eine  sogenannte  Stimmgabel  S  (Fig.  213)  aufgestellt  Die  eise 
Zinke  der  Gabel  trägt  ein  kleines  Hütchen  h,  durch  welches  ein  Seidenfaden 
gezogen  ist,  welcher  an  dem  in  der  Biegung  der  Gabel  befestigten  Wirbel  ir 
befestigt  ist.  Das  Hütchen  h  befindet  sich  veiücal  über  dem  Stiele  der  Gabel, 
so  dass,  wenn  die  Gabel  um  den  Stiel  gedreht  wird,  das  in  dem  Hütchen  be- 
findliche Ende  des  Fadens  sich  in  der  Drehungsaxe  befindet.  Das  andere  Bnde 
des  Fadens  ist  an  dem  auf  dem  Holzstabe  BB  befindlichen  Schieber  K  be- 
festigt. Der  Holzstab  BB  wird  von  dem  hinter  der  Stimmgabel  befindlicha 
Brette  getragen;  derselbe  ist  dort  auf  eine  Axe  gesetzt,  dass  er  in  verticalar 
Ebene  drehbar,  in  jeder  Neigung  gegen  den  Horizont  festgeklemmt  we^ 
den  kann. 

Ist  der  Faden  am  Stabe  horizontal  ausgespannt,  und  ist  die  Stimmgabel, 
wie  es  die  Figur  zeigt,  so  aufgestellt,  dass  die  beiden  Zinken  in  der  dank 
den  Faden  gelegten  Verticalebene  sich  befinden,  so  sieht  man  bei  einer  be- 
stimmten Spannung  des  Fadens  denselben  in  der  Form  einer  stehenden  Wdk 


1)  Melde,  Poggend.  Annal.  Bd.  CIX  und  CXI. 
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^nogen,   wenn  man  dio  Zinken  der  Gsbel  in  Schwingung  versetzt     Die 
Miwingungen  der  Gabel  kann  man  entweder  dadurch  herrorrufon ,  dase  man 


I  der  Nähe  ihres  obom  Endes  die  Gabel  mit  einem  Violinbogen  in  einer 
m  gespannten  Faden  parallelen  Kichtong  etreicht,  oder  daae  man,  in  der 
frise  wie  wir  ea  später  bei  dem  Vokalapparate  von  Helmholtz  beschreiben 
'erden,  die  Zinken  zwischen  die  Arme  eines  Elektromagnetca  stellt,  der  in 
ucher  Folge  periodisch  magnetisirt  wird.  Die  Bildung  dieser  stehenden 
chwingung  ergibt  sich  am  einfachsten  folgendermassen.   Ist  Fig.  214  oIi  der 


Sden,  welcher  bei  b  an  der  Stimmgabel  befestigt  ist,  so  bewegt  eich,  wenn 
Si  Gabel  schwingt,  der  Befestigungspnnkt  b  zwischen  b^  und  6,  hin  und  her. 
Vom  sich  der  Pnnkt  nach  b,  bewegt  hat,  ist  der  Abstand  ab,  kleiner  als  die 
Age  des  Fadens,  der  Faden  ist  nicht  mehr  gespannt  und  die  Theile  des 
^tdens  sinken  durch  ihr  Gewicht  hinab.  Das  Hinabsinken  beginnt  bei  h ,  und 
'*■'  einer  gewissen  Spannung  des  Fadens  wird  es  sich  bis  a  fortgepflanzt 
*beB,  wenn  b  bis  b,  gekommen  ist.  Geht  nun  b  znrttck  hie  bj,  so  verlitngert 
■dl  der  Abstand  ab  nnd  der  Faden  nShert  sich,  indem  die  Theile  desselben 
*4i  nnd  nach  emporgesogen  werden,  wieder  der  geraden  Linie,  die  er  bei 
^  angenommenen  Spannung  des  Fadens  erreicht,  wenn  {>  in  {i^  ai^ekommen 
^  Geht  nun  der  Befestigungspunkt  das  zweite  Ual  von  bj  nach  b,  so  muss 
■t  dann  nicht  mehr  gespannte  Faden  sich  krOmmen,  aber,  da  seine  Theil- 
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chen  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  in  die  Gleichgewichtslage  eintraten, 
jetzt  nach  oben  hin ,  und  der  Faden  nimmt  bei  der  vorausgesetzten  Spaimimg 
die  Lage  a  c^  h^  an,  wenn  der  Befestigungspunkt  sich  bis  5,  bewegt  hat  6^ 
&,  dann  wieder  bis  h.^  zurück,  so  kommt  der  Faden  wieder  in  die  Lage  a\ 
Es  ergibt  sich  somit,  dass  der  Faden  eine  ganze  Schwingung  macht,  wem 
die  Gabel  zwei  Schwingungen  vollftihrt. 

Die  Entstehung  der  schwingenden  Bewegung  der  Saite  bei  dieser  An- 
ordnung ist  ganz  analog  der  in  Fig.  212  dargestellten,  denn  auch  hier  isi der 
Punkt  5  fttr  diese  Bewegung  ein  Knotenpunkt,  gerade  wie  der  durch  den  Steg 
gesttltzte  Punkt  der  Saite  Fig.  212,  und  wie  dort  sind  es  auch  hier  die.  longi- 
tudinalen  Lnpulse ,  welche  die  schwingende  Bewegung  veranlassen. 

Vermindert  man  die  Spannung  der  Saite  auf  Y^  derjenigen ,  welche  w 
bei  dem  ersten  Versuch  hatte ,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  ihr  nur  halb 
so  rasch  fort;  da  die  nur  von  der  Bewegung  der  Gabel  abhän^ge  Schwin- 
gungsdauer  aber  dieselbe  bleibt,  so  zerlegt  sich  die  Saite  in  zwei  schwingende 
Abtheilungen,  welche  durch  einen  Knotenpunkt  in  der  Mitte  von  einandsr 
getrennt  sind.  Die  Amplituden  der  Schwingungen  sind  bei  diesen  Versuch« 
so  gross,  dass  die  Tbeilung  der  Saite  in  ihre  Abtheilungen  weithin  sichtbar  iit 

Vermindert  man  die  Spannung  auf  Yg  ^^^  anfänglichen,  so  pflanzt  sich 
die  durch  die  erste  Schwingung  der  Gabel  erzeugte  Halbwelle  nur  durch  Vj 
der  Saite  fort,  und  der  Faden  zerlegt  sich  in  Folge  der  Interferenz  der  vonl 
ausgehenden  und  von  a  reflectirten  Schwingungen  in  drei  stehende  Wellei,' 
deren  jede  Y3  der  Fadenlänge  hat. 

Bei  hinreichend  langen  Fäden  kann  man  die  Theilung  derselben  noch 
trächtlich  weiter  treiben. 

Da  die  Anzahl  der  stehenden  Wellen  in  einem  solchen  Faden  der  Fortr 
Pflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  umgekehrt  proportional  ist,  so  kui' 
man  durch  Anwendung  verschiedener  Fäden  von  ungleichem  Querschnitt  tnii 
verschieden  dichtem  Material  die  Gesetze  der  FortpflanzungsgeschwindigkeÜ 
transversaler  Schwingungen  unmittelbar  anschaulich  machen. 

Eine  derartige  Bildung  der  stehenden  Wellen  tritt  nicht  nur  ein,  wem 
die  Ebene  der  Gabelzinken  der  durch  den  Faden  gelegten  Verticalebene  p&nlU 
ist,  sondern  auch  wenn  die  Gabel  zu  dieser  Ebene  senkrecht  steht  Dk 
Schwingungen  der  Gabel ,  die  dann  senkrecht  zur  Längsrichtung  des  FadoH 
geschehen,  übertragen  sich  dann  unmittelbar  als  Transversalschwingni^ 
auf  den  Faden,  bei  der  Kleinheit  der  Excursionon  der  Gabel  gegentlberdeMi, 
des  Fadens  verhält  sich  aber  auch  dann  das  an  der  Gabel  befestigte  Ende  i*j 
allgemeinen  wie  ein  Knotenpunkt.  Bei  gleicher  Spannung  des  Fadens  istabtf 
in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  stehenden  Wellen  immer  die  doppelte  von  der: 
bei  der  vorhin  besprochenen  Befestigungsweise.  Der  Grund  hierfür  li^diAi 
dass  jetzt  die  Schwingungen  der  Saite  jener  der  Gabel  isochron  sind,  inde» 
jede  Schwingung  der  Gabel  eine  Schwingung  des  Fadens  veranlasst,  wShw 
wie  wir  vorhin  sahen ,  bei  der  andern  Befestigungsweise  zwei  SchwingoDp* 
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1er  Gabel  erforderlich  waren,  um  eine  ganze  Schwingung  des  Fadens  zu  geben. 
[fit  demnach  bei  beiden  Befestigungen  die  Spannung  des  Fadens  und  damit  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieselbe,  so  muss  bei  der  zweiten  Stellung  der 
3abel  die  Wellenlänge  halb  so  gross,  die  Zahl  der  Wellen  also  doppelt  so 
pross  sein  als  bei  der  ersten.  Damit  bei  der  zweiten  Stellung  dieselbe  Anzahl 
'on  Wellen  entstehe,  muss  die  Spannung  des  Fadens  viermal  so  gross  sein 
la  bei  der  ersten  Stellung. 

Am  Schlüsse  des  vorigen  §.  erwähnten  wir  die  zuerst  von  Poisson  an- 
Ggebene  Beziehung  zwischen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitu- 
inalen  und  der  transversalen  Schwingungen  der  gespannten  Saiten;  dieselbe 
«Ziehung  muss,  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  zwischen  den  transversalen 
od  longitudinalen  Schwingungszahlen  bestehen. 

Die  Schwingungszahl  einer  longitudinal  schwingenden,  an  ihren  beiden 
aden  befestigten  Saite  ist  allgemein 

^^  2     1' 

\i  die  transversalen  Schwingungen 

2     l 

Es  folgt  daraus 

•o  wie  vorhin  6  das  Verhältniss  der  Verlängerung  der  schwingenden  Saite 
1  Folge  des  spannenden  Gewichtes  P  zur  Länge  der  Saite ,  oder  die  Ausdeh- 
nng  eines  Stückes  der  Saite  von  der  Längeneinheit  durch  das  spannende  Ge- 
icht  bedeutet. 

Dieses  von  der  Theorie  geforderte  Resultat  ist  durch  einen  Versuch  von 
i^piard  Latour,  den  Poisson  in  seinem  Memoire  sur  les  mouvements  des 
arps  61astiques  mittheilt ,  bestätigt  worden  ^). 

Eine  Saite  von  14,8  Meter  Länge  wurde  einmal  in  longitudinalo ,  einmal 
^transversale  Schwingungen  versetzt,  und  die  Schwingungszahlen  bestimmt. 
!■  tand  sich 

^  =  0,0593. 


1)  Poisson,  M^moires  de  TAcad.  royalc  de  France.  Tome  VIII.  p.  436.    An  der 
Mle  dieser  Abhandlung,  wo  dieser  Versuch  mitgetheilt  ist,  hat  sich  eine  Vcrwir- 

eingeschlichen,  da  anfänglich  -^  =  ^^  und  -,-  =  1^  -vf  gesetzt  ist.  Die  erste 

■kl  ist  fehlerhaft,  da  sie  auf  ein  ganz  anderes  Resultat  führt,  und  die  Gleichung 

^•j-iBt,  wie  man  sieht,  falsch.   Da  die  Gleichung  nicht  mit  der  Angabe  für  -^ 
■f  «c»0,06S  führt,  so  habe  ich  letztere  von  Poisson  als  das  berechnete  a  angegebene 

^  als  richtig  genommen  und  daraus    ^-  berechnet.   Das  so  berechnete  Verhält- 
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Die  Verlängerung  d  der  Längeneinheit  der  Saite  ist  gleich  dem  Quotienta 
aus  der  Verlängerung  der  ganzen  Saite  a  und  der  Länge  l  derselben,  wir 
erhalten  demnach 

a  =  l  {.^\    =  14"»,8  .  0,003513  =  0"*,052. 

Aus  dem  Verbal tniss  der  longitudinalen  und  transversalen  Schwingunga 
berechnet  sich  somit  die  Verlängerung  der  Saite  zu  0™,062  in  Folgendes  spat- 
nenden  Gewichtes.   Die  Messung  Cagniard  Latour's  ergab 

a  =  0™,05 , 
eine  Zahl ,  welche  sich  nur  um  y^s  von  der  berechneten  unterscheidet. 

§.  135. 

Einfluss  der  Steifigkeit  der  Saiten.  Wenn  man  die  Versuche  ubar« 
die  Lage  der  Schwingungsknoten  und  die  Schwingungszahlen  der  Saiten  nM 
grosser  Sorgfalt  anstellt,  so  findet  man  besonders  bei  MeteJlsaiten  merklicte 
Abweichungen  des  Resultates  von  der  Theorie.  Diese  Abweichungen  werda 
um  so  grösser,  je  kürzer  und  dicker  die  Saiten  werden.  Der  Ghund 
Abweichungen  ist  leicht  einzusehen,  er  liegt  besonders  darin,  dass  die  Sutoi 
nicht,  wie  es  bei  den  theoretischen  Entwickelungen  vorausgesetzt  wurde,  ib* 
solut  biegsam  sind  und  nur  durch  die  spannenden  Gewichte  Elasücität  erhata 
haben ,  sondern  dass  sie  selbst  an  sich  schon  steif  sind.  Es  wird  also  d 
die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Moleküle  diesen  schon  eine  ge 
Gleichgewichtslage  gegeben. 

Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dass  die  eigene  Steifheit  der  Saiten  gavk 
so  wirkt ,  als  wäre  die  Saite  absolut  unelastisch ,  aber  durch  ein  stärkere« 
wicht  gespannt  als  das  angehängte  und  in  Bechnung  gezogene.    Die  Sdi^ 
gimgszahlei;  werden  daher  grösser  sein  als  die  aus  der  Theorie  abgeleiteten. 

Dieses  Resultat  haben  nun  auch  die  Versuche  N.  Savart's  ') 
der  es  sich  zur  Aufgabe  gestellt  hatte,  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  wel< 
die  Schwingungszahlen  durch  die  eigene  Steifheit  der  Saiten  sich  ändern. 

N.  Savart  befestigte  die  Saiten  an  einem  festen  eisernen  SdiraubstMii 
nachdem  er  sie  in  Klemmen  eingeklemmt  hatte,  die  mit  Blei  gefüttert  wirei» 
Durch  ein  angehängtos  Gewicht  P,  welches  nach  i^d  nach  geändert  wm^ 
wurde  die  Saite  gespannt  und  nun  von  der  Saite  ein  Stück  Yon  80^^,5 
mittels  zwei  weitem  Schraubstöcken  an  seinen  beiden  Enden  ganz  fest 
gelegt. 

Die  Schwingungszahlen  der  Saite  von  unveränderlicher  Länge  bei 
schiedonen   spannenden  Gewichten   wurden  mittels   der  beobachteten  Tte 


1)  N,  Savart,  AnnaL  de  chim.  et  de  phys.   III.  S^rie.  T.  VT;   auch  Poggei^l 
AnnaL  Bd.  LVUI. 
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Iche  durch  die  Schwingungen  entstanden,  bestimmt,  und  zugleich  nach  der 
rmel 


'-h-V'-^.-'i^m 


m  wir  mit  p  =  q  ,1 .  s  das  Gewicht  der  schwingenden  Saite  bezeichnen, 
oretisch  berechnet. 

Bezeichnen  wir  'die  wirklich  beobachteten  Schwingungszahlen  mit  N,  so 
d  N.  Savart  in  der  That,  dass  N  stets  grösser  war  als  n. 

Er  zog  weiter  aus  seinen  Versuchen  den  Schluss,  dass  die  Differenz  zwi- 
jn  den  Quadraten  der  Schwingungszahlen  constant  sei ,  oder 

N^  —  n^  =  C 

Die  Constante  C  soll  nach  Savart  das  Quadrat  der  Schwingungszahl  sein, 
che   der  Saite  zukommt,  wenn  sie  nur  in  Folge  ihrer  eigenen  Steifheit 
iriiigt.     Bezeichnen  wir  die  Schwingungszahl  in  dem  Falle  mit  r^ ,   so 
also 

2^2  =  ^2  _|_  ^2 

Duhamel^)  hat  es  vorsucht,  diese  von  Savart  aus  seinen  Versuchen  ab- 
aiiote  Begel  durch  eine  einfache  Betrachtung  theoretisch  zu  erklären. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  n  und  P  die  Schwingungszahl  und  die  Span- 
m  einer  absolut  biegsamen  Saite ,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

n2  =  -f  .  P, 

■n  g  die  Beschleunigung  der  Schwere ,  l  die  Länge  und  p  das  Gewicht  der 
le  bedeutet. 

Hat  man  nun  eine  wirkliche  Saite  von  eben  der  Länge  l  und  demselben 
wUtbd  Pj  so  hat  dieselbe  durch  ihre  Steifigkeit  eine  gewisse  Elasticität, 
M^  welcher  sie  ohne  spannendes  Gewicht  eine  Schwingungszahl  n^  hat. 
T  absolut  biegsamen  Saite  können  wir  nun  durch  ein  Gewicht  Pq  eine  Span- 
ig eriheilen,  so  dass  sie  genau  dieselbe  Bewegung  annimmt,  welche  bei  der 
■m  Saite  aus  der  Elasticität  hervorgeht  und  bei  der  sie  n^  Schwingungen 
■eklegt  In  dem  Falle  hat, man  für  dieselbe 

*  Fügt  man  nun  zur  Spannung  Pq  der  biegsamen  Saite  noch  die  Span- 

KP|  hinzu ,  so  befindet  sie  sich  in  demselben  Zustande  wie  die  steife  Saite, 
sie  durch  das  Gewicht  Pj  gespannt  ist.    Die  Spannung  der  absolut  bieg- 
4kl  Saite  ist  dann  aber  P,  -|-  P,   und  ihre  Schwingungszahl  N  gegeben 


Q  Duhamel,  Comptes  rendus.  Tome  XIV.  Poggend.  Annal.  Bd.  LVII, 
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oder  da  für  eine  Saite  von  gegebener  LSnge  und  gegebenem  Gewichte  die 
Schwingangszabl  bei  der  constanten  Spannung  Pg  constant  ist, 

Ist  es  nun  gleichgültig,  ob  eine  Saite  durch  eigene  ElasticitSt  oder  dank 
ein  angehängtes  Gewicht  eine  gewisse  Spannung  erhält,  so  muss  auch  fürdii 
steife  Saite ,  welche  in  Folge  ihrer  eigenen  Elasticität  n^  Schwingungen  yoS* 
führt,  die  wirkliche  Schwingungszahl  iVbei  der  Spannung  P  sein 


August  Seebeck ^)  hat  indess  nachgewiesen,  dass  die  letztere 
Duhamers  nicht  strenge  und  nur  für  einen  bestimmten  Fall  richtig  ist, 
dieser  Satz  auf  eine  bestimmt«  Gestalt  der  schwingenden  Saite  führt   We 
man  nämlich  auch   durch  ein  Gewicht  Pq  der  unelastischen  Saite  die 
Schwingungszahl  geben  kann ,  so  lässt  sich  derselben  doch  nicht  im 
nen  in  allen  Theilen  dieselbe  Bewegung  ertheilen ,  wie  die  Theile  der 
Saite  sie  annehmen.    Zur  Herleitung  der  Savart'schen  Regel  darf  er  d( 
nicht  angewandt  werden,  weil  die  Saiten  in  dem  Versuche  von  Savart 
der  Bedingung  entsprechen,  die  aus  dem  Satze  von  Duhamel  folgt. 

Die  Savart' sehe  Regel  darf  daher  auch  nur  als  eine  angenäherte  gelto» ' 
Seebeck  gibt  für  die  Schwingungszahlen  der  steifen  Saiten  einen  anc 
Ausdruck ,  den  er  theoretisch  ableitet  und  durch  Versuche  bestätigt.    Ftir  ] 
wohnliche  Saiten,  deren  Steifheit  nur  sehr  gering  ist,  wird  dieser  Ai 
ziemlich  einfach,  nämlich 


n  =  n,  (l  +  y  .  f^). 


worin  n,  die  Schwingungen  der  absolut  biegsamen  Saite  bei  der  Spannung 
r  den  Radius,  l  die  Länge  und  E  den  Elasticitätscoefficienten  der  Saite, 
wir  ihn  §.51  bestimipten,  bedeutet. 

Man  sieht,  wie  das  Verhältniss  der  beiden  Schwingungszahlen  sich  ii 
mehr  der  Einheit  nähert,  je  grösser  das  spannende  Gewicht  wird,  oderj 

kleiner  der  Quotient  der  beiden  Gewichte  -p  ist.    Es  ist  das  zu  erwarten, 

der  Einfluss  der  Steifheit ,  also  der  eigenen  Elasticität  der  Saite  um  so 
zurücktreten  muss. 

§.  136. 

Transversalschwingungen  von  Stäben.     Wenn  man  irgend 
elastischen  prismatischen  oder  cylindrischen  Stabe  eine  Biegung  ertheüt 
ihn  dann  sich  selbst  Überlässt,  so  gelangt  derselbe  in  stehende  Sch^ 
Auch  in  diesem  Falle  können  wir  die  stehenden  Wellen  als  ein  Resultat 


# 


1)  Ä.  Secheck,  Berichte  der  kgl.  sächsischeD  Gesellschaft  der  Wie 
1846 — 47,  auszügl.  von  Seobcck  selbst.  Dovo,  Repcrtorinm.  Bd.Vni. 


§.  136. 


Transversale  SchwingHngen  yon  St&ben. 
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mit  einander  interferirenden  nach  entgegengesetzter  Richtung  sich  fortpflanzen- 
an  den  beiden  Enden  reflectirten  Wellen  betrachten. 


Die  Schwingungsdauer  solcher  Stäbe  iSsst  '^ich  demnach  ebenso  wie  die 
Solwingungsdauer  der  stehenden  Wellen  bestimmen ,  oder  wir  haben  wieder 


m  _  2« 

n 

im  §.  122.    Wir  haben  hier  indess  die  Grösse  Je  etwas  anders  zu  bestim- 
,  da  wir  es  hier  nicht  mit  der  Bewegung  von  Punktreihen,  wie  in  den 
bisherigen  Fällen  zu  thun  haben. 

Sei  ab  (Fig.  215)  ein  Stab,  der  an  seinem  Ende  b  durch  ein  Gewicht 
g^1>ogen  wird ,  so  sahen  wir  früher  im  zweiten  Abschnitte ,  dass  die  Biegung, 
der  Abstand  bb\  abhängt  von  der  Grösse 
dee  Gewichtes.,  femer  der  Länge,  Breite 
lUid  Dicke  des  Stabes.  Setzen  wir  ihn  als 
prismatisch  voraus  und  setzen  wir  seine 
Lbge  gleich  2,   die  Breite  gleich  ß  und 

die  Dicke  gleich  Ä,  so  war,  wenn  wir  das  biegende  Gewicht  mit  P  bezeich- 
nen»), 


Pig.  215. 


bV  = 


P.  P 


oder  die  elastische  Kraft  P,  welche  den  gebogenen  Stab  in  die  Gleichgewichts- 
^[e  zurücktreibt, 

worin  wie  immer  E  den  Elasticitätscoefficienten  des  Stabes  bedeutet. 

Da  nun  die  elastische  Kraft  der  Biegung  proportional  ist,  so  folgt,  dass 
der  einmal  gebogene  und  dann  sich  selbst  überlasscne  Stab  um  seine  Gleich- 
gewichtslage isochrone  Schwingungen  vollführen  wird. 

Nennen  wir  nun  die  bewegende  Kraft  bei  einer  Biegung,  bei  welcher 
Ä'=  1  ist,  p,  so  haben  wir 

F=p.bb\ 
E  ßh^ 

Dies  ist  somit  die  Kraft,  welche  den  gebogenen  Stab  von  der  Länge  l 
^^ledo*  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht,  wenn  das  Ende  b' 
^  im  Abstände  1  von  der  Gleichgewichtslage  befindet.  Diese  Kraft  ist  am 
^Me  b  angebracht.  Um  nun  die  Schwingungsdauer  der  Stabes  zu  erhalten, 
^ibenwir 

Wo  jk  die  bescUennigende  Kraft  der  Bewegung  bedeutet,  also 


1)  Man  sehe  §.  66. 
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m 
ist,  wenn  m  die  bewegte  M^sse  bedeutet.    Bezeichnen  wir  die  Hasse  des 
bes  mit  m',  so  werden  wir  haben 

m  =  f  .  t»  , 

worin  f  eine  Conatante  bedeutet;  denn  um  die  beschleunigende  Kraft  : 
halten,  müssen  wir  für  m  die  im  Punkte  h  anzubringende  Masse  eins 
welche  dort  die  Masse  des  Stabes  ersetzt,  da  die  Kraft |?  im  Punkte  h  an 
Diese  Masse  ist  aber  jedenfalls  derjenigen  des  Stabes  proportional. 
Für  die  beschleunigende  Kraft  der  Bewegung  erhalten  wir  somit 

Ä  =  -^  =  ^;-^. 

Bezeichnen  wir  nun  das  specifische  Gewicht  des  Stabes  mit  Sj  so  hal 

•  9 

und  somit 

und  daraus  für  die  Schwingungsdauer  eines  solchen  Stabes 

2ff 


T  = 


Vw: 


^•?-/s. 


g,E  n     r   g 


l*  8 

wenn  wir  setzen 

Für  die  Schwingungsz^len  der  Stäbe  erhalten  wir  daraus 


■^=i=^'-Fy^- 


Derselbe  Ausdruck  gilt  für  cylindrische  Stftbe,  wenn  wir  ansta 
Dicke  h  den  Badius  r  derselben  einsetzen,  jedoch  wird  dann  die  Consta] 
eine  andere,  wie  sich  aus  dem  Ausdrucke  ergibt,  den  wir  ftlr  P  eri 
wenn  wir  anstatt  parallelepipedischer  Stäbe  cylindrische  Stäbe  anwende! 

Wir  haben  diesen  Ausdruck  zunächst  entwickelt  unter  der  Yoraasse 
dass  der  Stab  an  seinem  einen  Ende  fest  sei,  indess  ergibt  die  Theor 
Elasticität,  dass  er  auch,  mit  verschiedenen  Werthen  von  Ä\  gültig  ii 
Falle  beide  Enden  fest  oder  frei  sind,  da  der  Ausdruck  für  P  sich  ii 
Fällen  nur  durch  andere  Constanten  unterscheidet. 

Es  ergibt  sich  daraus,  dass  allgemein  die  Schwingungsdaner  elaat 
Stäbe  dem  Quadrate  ihrer  Länge  umgekehrt  proportional  ist,  währoid  s 
Dicke  derselben  oder  dem  Badius  derselben  direkt  proportional,  von  derl 
derselben  jedoch  unabhängig  ist. 

Gerade  wie  wir  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  nun  eine  BeÜK 
Fällen  unterscheiden  mussten,  je  nach  der  Befestigungsweise  deeSiabei 
auch  hier  wieder. 
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Wir  können  jedoch  hier  nicht  wie  in  den  frühem  Fällen  die  Schwingungs- 
zahlen und  Theilungen  der  Stäbe  theoretisch  ableiten ,  sondern  müssen  uns 
begnügen,  die  von  Euler,  Poisson,  Cauchy,  Seebeck  u.  a.,  theils  theoretisch, 
theils  experimentell  erhaltenen  Resultate  mitzutheilen.  Wir  unterscheiden 
folgende  FAlle  >). 

1)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  fest,  der  Stab  schwingt  sei- 
ner ganzen  Länge  nach  hin  und  her,  er  bildet  eine  halbe  stehende  Welle.  Es 
ist  unter  Annahme  eines  cylindrischen  Stabes 

2)  Beide  Enden  des  Stabes  sind  fest ,  oder  beide  Enden  des  Stabes  sind 
frei ;  die  Zahl  der  langsamsten  Schwingungen  wird  in  beiden  Fällen : 

3)  Es  kann  femer  das  eine  Ende  des  Stabes  auf  eine  Unterlage  gelegt 
werden  und  das  andere  ganz  fest,  in  einen  Schraubstock  eingeklemmt  werden, 
oder  ganz  frei  sein.  In  beiden  Fällen  erhält  man  für  die  langsamsten  Schwin- 
gungen, welche  der  Stab  vollführen  kann, 


J^=l,28f  ./O. 


4)  Schliesslich  können  beide  Enden  des  Stabes  nur  aufgelegt  sein,  dann 
ut  fiir  die  langsamsten  Schwingungen 


2*-=  0,786  f  .  ]/^' 


8 

Seebeck. vereinigt  die  Ausdrücke  für  alle  diese  Fälle  in  folgenden^ 


«        ««irr      t/o  .  E 

vorin  dann  nur  e  seinen  Werth  von  einem  Falle  zum  andern  ändert,  und 
«wir  ist 

i  aa  0,69686,  wenn  ein  Ende  des  Stabes  fest,  das  andere  frei  ist, 
e  =z  1,60562,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  fest  oder  frei  sind, 
e  tBc  1,24987,  wenn  ein  Ende  aufgelegt,  das  andere  fest  oder  frei  ist, 
f  «a  1,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  aufgelegt  sind. 

In  allen  diesen  Fällen  können  noch  eine  Reihe  von  Schwingungszahlen 
auftreten,  die  alle  häufigem  Schwingungen  der  Stäbe  entsprechen,  die  Stäbe 
leriegen  sich  dann  in  eine  Reihe  selbständig  schwingender  Theile,  welche 
darch  Knotenpunkte  von  einander  getrennt  sind. 


1)  Paisaon,  M^moires  de  TAcad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  484  ff. 
Cauchy,  Exerc.  de  Math.  Tome  III.  270  ff. 

Subeck,  Berichte  der  kgL  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  184C— 47. 
p.  169.  Dove,  Rep.  8.  Bd.  p.  46. 

2)  8e^f€ck  a.  a.  0. 
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Seebeck  gibt  folgende  Tabelle  der  Werthe  von  e  in  allen  vier  Fällen: 

1.  Fall.    Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  fest,  das  andere  frei.  Die  Reihen- 
folge der  Schwingungszahlen  ergibt  sich  aus  den  Werthen 

2n  — 1 


e  =  0,59G8G;    1,49418;    2,50025;    3,4999 


•    .   • 


2 

Wie  man  sieht,  werden  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes 
von  der  Lunge  l  und  dem  Radius  r  von  der  dritten  an  dargestellt  durch 


"-  (^)' 


Für  n  =  \  und  «  =  2  weichen  die  Schwingungszahlen  hiervon  ab,  ii- 
dem  die  hiemach  berechneten  Zahlen  für  w  =  1  zu  klein ,  ftlr  w  =  2  zu  groft 
werden. 

2.  Fall.   Die  beiden  Enden  des  Stabes  sind  entweder  fest  oder  frei. 
Schwingungszahlen  ergeben  sich  aus  den  Werthen 

9n  -4-  1 

f=  1,50562;    2,49975;    3,5001;    4,5000 "^     « 

Setzen  wir  also  für  die  langsamsten  Schwingungen  n  =  1 ,   so  wer 
auch  hier  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes  dargestellt  durch 

/2n  +  1\  2 


N 


-  {^p) 


jedoch  ebenfalls  erst  von  der  dritten  Schwingungszahl  an,  und  zwar  mn 
genauer,  je  weiter  man  in  der  Ordnung  der  Schwingungszahlen  aufsteigt 

3.  Fall.    Ist  das  eine  Ende  des  Stabes  aufgelegt,   das  andere  ganz 

oder  ganz  frei,  so  ergibt  sich  die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  ftri 

eingesetzt  wird 

4w  +  1 

worin  wieder  n  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet,  und  für  die 
samsten  Schwingungen  n=  1  zu  setzen  ist.  Für  diese  gaben  wir  an  f  sBl,i 
man  sieht,  wie  schon  dieser  Werth  nur  äusserst  wenig  von  dem  nach  der 
mel  berechneten  abweicht. 

4.  Fall.    Sind  beide  Enden  des  Stabes  einfach  angelegt,  so  ergibt 
die  Reihe  der  Schwingungszahlen ,  wenn  wir  für  die  langsamsten  f  <»  1 
für  die  folgenden  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  einsetzen ,  also  t  - 
Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  also  wie  1,  4,  9  •... 

In  diesem  Falle  erhält  also  die  Gleichung  für  die  SchwingongszablcD 
einfachste  Gestalt,  sie  wird 


^^  4?«         r      8    ' 


worin  nach  und  nach  für  n  die  Werthe  1 ,  2 ,  3  .  •  einzusetzen  sind. 

Die  Schvnngungszahlen  eines  und  desselben  Stabes  können  also  sehr 
schieden  sein,  je  nach  der  Art  seiner  Befestigung;  setzen  wir  die 
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ngen  bei  der  ersten  Befestigungsart  gleich  1 ,   so  erhalten  wir  als 
ngszablen 

I.Fall..  1;  0,26;  17,ö4;  34,38;  56,84 

2.  „         6,36;  17,54;  34,38;  56,84;  84,91 

3.  „          4,38;  14,21;  29,50;  50,70;  77,22 

4.  „          2,807;  11,23;  25,26;  44,91;  70,17 

aus  dieser  kleinen  Tabelle  die  wirklichen  Schwingungszahlen  zu  er- 
aben  wir  bei  cylindrischen  Stäben  dieselben  nur  mit 

liciren. 

ti  die  Schwingungszahlen  parallelepipedischer  Stäbe  können  wir  ganz 

be  Weise  erhalten,   wir  haben  in  die  Formel  anstatt  des  Radius  r 

ders  nur  ->=   einzusetzen,  wenn  wir  wie  vorhin  mit  h  die  Dicke  der 

eichnen  ^). 

grossem  Schwingungszahlen  haben  auch  hier  ihren  Grund  in  einer 

der  Stäbe  in  eine  Anzahl  stehender  Wellen,  indess  theilen  sich  hier 

nicht  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  sondern  die  Endglieder  sind 

en  von  den  Abständen  der  Knoten  im  Stabe  selbst.    Die  Lage  der 

Knoten  lässt  sich  indess  ebenso  berechnen,  wie  die  der  Schwingungs- 

io  findet  Seebeck  z.  B.  für  die  Entfernung  der  Knoten  von  den  nUch- 

m  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes : 

des  ersten  des  zweiten  des  dritten  des  m  -  ten 

—i^L.      i  J*!?®!?L      7  9,0007        ,  4w  —  3      , 

4n'+~2  *  An  +  2  *  4n  +  2  4n  +  2  *    * 

der  langsamsten  Schwingung  bilden  sich  also  zwei  Knoten,  die  um 
n  den  Enden  liegen  und  um  0,5510  der  Stablänge  von  einander  ent- 
i.  Bei  der  zweiten,  schnellem  Schwingung  bilden  sich  drei  Knoten, 
[er  Mitte ,  wie  sich  aus  dem  Ausdruck  fUr  den  zweiten  Knoten  ergibt, 
[en  Abstand  von  dem  nächsten  freien  Ende  0,498  ergibt,  die  beiden 
nd  um  0,132  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt.  Bei  der  dritten 
mgszahl  bilden  sich  vier  Knoten ,  welche  um  0,0944  und  0,3558  von 
n  des  Stabes  entfernt  sind.  Der  Abstand  der  beiden  mittlem  Knoten 
und  der  mittlem  von  den  äussern  0,2614. 

em  folgenden  Falle  bilden  sich  fünf  Knoten ,  deren  Lage  sich  ebenso 
i  lässt  und  80  fort. 

kann  diese  theoretischen  Resultate  experimentell  nachweisen.    Dass 
ngungszahlen  mit  den  angegebenen  übereinstimmen,  werden  wir  im 
Abschnitte  zeigen. 
Lage  der  Knotenpunkte  lässt  sich  am  besten  auf  einem  dünnen  Strei- 

uchy  a.  a.  0.  ' 

B,  Fhytik  I.    2.  Anfl.  32 
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fen  von  ziemlicher  Breite  und  Länge  bestimmen.  Strehlke ' )  wandte  Stahlsttbe 
von  l'" — 1'",3  Länge,  12  — 15  Millimeter  Breite  und  4  Millimeter  Dicke  an 
und  bestreute  sie  auf  der  obeiii  Fläche  nach  dem  Vorgange  von  Chladni')  mit 
trocknem,  staubfreiem  Sand.  Der  Sand  wird  von  den  schwingenden  Stellen 
des  Stabes  fortgeworfen  und  an  den  ruhenden  Stellen  angesammelt,  so  dass 
man  dadurch  die  Lage  der  Knoten  sichtbar  machen  kann.  Man  spannt  non 
diese  Stäbe  zwischen  zwei  konischen  Spitzen  an  der  Stelle  zweier  Knoten  ein 
und  bringt  die  Stäbe  durch  Anstreichen  mit  dem  Violinbogen  in  Schwingung. 
Der  Sand  wandert  dann  nach  den  Knotenlinien  hin  und  bleibt  dort  in  Bohe. 

Die  Knotenlinien  stellen  sich  als  feine ,  zur  Längsaxe  des  Stabes  senk- 
rechte Linien  dar,  und  ihre  Lage  ist  nach  den  Messungen  von  Strehlke  genau 
<ler  Theorie  entsprechend.  , 

In  seiner  Abhandlung  über  die  Bewegung  elastischer  Körper  macht 
Poisson  auf  die  einfache  Relation  auch  der  transversalen  und  longitudinalen 
Schwingungen  von  Stäben  aufmerksam,  wenn  sie  ihre  langsamsten  Schwin- 
gungen vollführen^).  Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  frei  oder  fest,  so  haben 
wir  für  die  Zahl  der  transversalen  Schwingungen 

Für  die  longitudinalen  Schwingungen  der  langsamsten  Art  hatten  wir 
§.  131 

Man  erhält  demnach 

^  =  7.^  B^n  y  =  3,5608  J*  . 

F.  Savart  hat  durch  Versuche  diese  von  Poisson  zuerst  aufgestellte  Rela- 
tion nachgewiesen.  Es  wurden  die  longitudinalen  Schwingungen  eines  nahem 
1'"  langen  cylindrischen  homogenen  Stabes  beobachtet  und  darauf  die  trans- 
versalen Schwingungen  eines  Stückes  des  Stabes ,  welches  genau  '/^  der  LSnge 
des  Stabes  betrug.  Die  Schwingungszahlen  wurden  nach  einer  im  nächsten 
Abschnitte  aus  einander  zu  setzenden  Methode  aus  den  Tönen  der  Stäbe  be- 
stimmt. 

Um  vergleichbare  Zahlen  zu  haben ,  wurde  dann  die  beobachtete  Zahl  der 
longitudinalen  Schwingungen  des  ^'anzen  Stabes  mit  8  multiplicirt,  wodurch 
man  die  Schwingungszahl  eines  Achtel  des  Stabes  erhielt.  Aus  diesen  Zahlen 
wurde  dann  nach  obiger  Gleichung  die  Schwingungszahl  der  transversalen 
Schwingungen  berechnet  und  die  so  berechnete  Zahl 

Is  =  3,r»0(>8  [  .  N' 

1)  StrehJke,  Poggcud.  Annal.  XXVII.   Dove,  Ropert.  Bd.  III.  p.  111. 
*J;  Chladm',  Eutdeckuiigeu  zur  Theorie  des  Klanges.  Leipzig,  1787. 
H)  Puisbim ,  Memoires  de  rAcad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  486. 
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mit  der  beobachteten  Schwingungszahl.     Die  Resultate  der  Versuche  sind 
folgende^): 


Stab  von 


N  N 

beobachtet   i   berechnet 


Differenz 


>  Va  .  0,825 

Messing \r   ==  2n»'n,4 

1701B6 
Vs  •  0,825 

Knpfer J  r   =»  1™",7 

18432 

'  V«  •  0,88 

Eisen l  r   =  2'"'°,25 

22757 


IN' 

IN' 
l 


1422 


10G7 


1843 


1415 


1082 


1842 


+  15 


—     1 


N' 


Die  Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  sind  so  klein,  dass 
»6  Yollkommen  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfchler 
liegen.  ^ 

§.  137. 

Transversale  Sohwingungen  von  Platten.  Chladni's  Klangflguren. 
Wenn  man  eine  dünne  Platte  von  Glas  oder  Metall  oder  eine  an  ihrem  üm- 
fiinge  durch  Gewichte  gespannte  Membran  anschlSgt  oder  an  ihrem  Rande 
streicht,  so  kann  man  dieselbe  ebenso  wie  Streifen  oder  Stfibe  in  stehende 
8ch¥ringungen  versetzen.  Eine  theoretische  Ableitung  dieser  Schwingungen 
ans  den  Principien  der  Wellenbewegung  ist  uns  hier  nicht  möglich,  ja  dieselbe 
ist  überhaupt  erst  nur  für  einige  specielle  Fälle  erreicht  worden.  ,  Die  Be- 
wegongsgesetze  von  Membranen  sind  zuerst  von  Poisson  entwickelt  worden^) 
ond  ebenso  hat  derselbe  eine  Theorie  der  Schwingungen  kreisförmiger  Platten 
Bntwickelt.  Kirchhoff')  hat  indess  von  der  letztem  nachgewiesen,  dass  sie 
oicbt  in  allen  Punkten  richtig  ist  und  an  Stelle  der  Poisson'schen  eine  neue 
Fheorie  der  Schwingungen  kreisförmiger  Platten  gegeben.  Wir  werden  die 
Resultate  der  Kirchhoff'schen  Theorie  nachher  mit  den  Versuchen  zusammen- 
stellen. 

Eine  Membran,  wie  z.  B.  das  Fell  einer  Pauke  kann  entweder  als  Ganzes 
idiwingen,  oder  sich  in  schwingende  Theile  zerlegen,  welche  dann  durch  ni- 
bende  Linien,  Knotenlinien  von  einander  getrennt  sind.  Eine  Platte  kann 
iiienials  als  Ganzes  schwingen ,  sondern  zerlegt  sich  immer  in  mehrere  durch 
Enotenlinien  getrennte  schwingende  Theile.  Theorie  und  Versuche  beweisen, 
]sss  die  Theilung  der  Platten  höchst  mannigfaltig  sein  kann. 

1)  Poismm,  Memoire»  de  TAcad.  de  France.  T.  VIII.  p.  487. 

2)  PoisBon,  Memoire»  de  TAcad.  de  France.  T.  VIII.  p  499  ff. 

8)  Kirchhoff,  Crello'H  Journal  f.  Mathematik.  Bd.  XL.    M.  b.  a.  (lehach,  Klusti- 
:dtätilehre.  p.  264  ff. 
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Fig.  216. 


Um  die  TheiluDg  der  Platten  zu  erkennen,  bedarf  es  nur  der  Kenntniss 
der  Knotcnlinien ,  da  jeder  von  solchen  umgebene  Theil  der  Platte  ftlr  sich 
schwingt,  und  im  diese  sichtbar  zu  machen,  wandte  Cbladni  das  vorhin  schon 
erwähnte  Mittel  an.  Er  bestreute  die  zu  untersuchenden  Platten  mit  trocknem 
staubfreiem  Quarzsand,  der  dann  von  den  schwingenden  Theilen  der  Platte 
fort  geworfen  wird  und  sich  auf  den  ruhenden  Stellen,  den  Knotenlinien,  an- 
sammelt. Es  entstehen  so  auf  der  Platte  regelmässige  Figuren ,  welche  von 
Chladni  Klangfiguren  genannt  sind. 

Um  die  Platten  in  Schwingungen  zu  versetzen,  befestigt  man  sie  in  ihrer 
Mitte  oder  an  irgend  einer  andern  Stelle  mit  der  von  Strehlke^)  angegebenen 
Gabel  (Fig.  216),  indem  man  sie  mittels  der  Schraube  zwischen  die  bei- 
den mit  Tuch  überbundenen  Kopfe  a 
und  h  festlegt.  Die  über  diese  Kopfe 
gebundenen  Tachstückchen  müssen 
zuweilen  erneuert  werden,  damit  die 
Sandkömchen,  welche  sich  an  dem 
Tuche  anlegen,  die  Platte  nicht 
ritzen.  Die  Platte  wird  dann  mit 
einem  mit  Colophonium  versehenen 
Violinbogen  am  Bande  gestrichen 
und  zugleich  an  irgend  einer  anden 
Stelle  mit  dem  Finger  festgehalten. 
Der  Bogen  muss  senkrecht  am  Bande 
der  Scheibe  herabgofClhrt  und  du 
Streichen  so  lange  fortgesetzt  wer 
den,  bis  keine  vereinzelte  Sandkömchen  mehr  auf  der  Scheibe  liegen,  sondeo 
alle  sich  in  die  einzelnen  Linien  der  Klangfigur  begeben  haben. 

Um  die  Figuren  möglichst  scharf  zu  erhalten ,  darf  man  nur  wenig  Bui 
auf  die  Platte  streuen,  da  sonst  die  einzelnen  Linien  zu  breit  und  die  F^goni; 
dadurch  ungenau  werden. 

Die  Knotenlinien  bezeichnen  die  Grenzen  der  Theile,  welche  gleichfeüfj 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  schwingen,   es  geht  daraus  hervor,  dtf 
die  Figur  derselben  die  Platte  im  allgemeinen  in  eine  gerade  Anzahl  von  IW" 
len  zerlegen  muss ,  da  die  ent.gegengesetzton  Schwingungen  immer  paarwai^ ' 
auftreten  müssen. 

Die  Schwingungszahlen  verschiedener  Platten,  wenn  sie  in  bestimot* 
Abtheilungen  schwingen ,  lassen  sich  nur  experimentell  aus  den  dnith  ^  j 
Schwingungen  hervorgerufenen  Tönen  bestimmen.  Aas  den  Versudicn  Wi 
sich  folgendes  Gesetz  ergeben.  Wenn  zwei  Platten  verschied^ier  OrOsse  0^ 
verschiedener  Dicke  dieselbe  Klangfigur  zeigen,  also  in  gleicher  Weise  ib* 
getheilt  werden,    so  sind   die  Schwingungszahlen   der  beiden  Platten  ^ 


-  1 


1)  Strehlke,  Poggend.  Annal.  Bd.  IV. 


§.  137.  Transversale  Schwingungen  von  Platten.  501 

Dicken  derselben  direkt,  dem  Flächeninhalt  derselben  aber  umgekehrt  propor- 
tional, oder 

N  _q'        d 
N'  ~  q     '    (V' 

Sind  die  Platten  kreisförmig,  so  ist 

q  =  r'^  ;r ,    7 '  =  ;•'  "^  ;r , 
demnach  auch 

N_  _  r'«        d 

N'  ~~    r«     '  d'' 

Die  Schwingungszahlen  sind  den  Quadraten  der  Radien  umgekehrt  pro- 
portional. Dies  Gesetz  schliesst  das  folgende  ein.  Die  Schwingungszahlen  von 
Platten,  welche  einander  ähnlich  sind,  das  heisst  bei  denen  die  homologen 
Dimensionen  alle  in  demselben  Verhältnisse  stehen,  verhalten  sich  bei  glei- 
cher Thoilung  der  Platten  wie  die  homologen  Dimensionen. 

Ist  nämlich  bei  kreisrunden  Platten ,  z.  IJ.  der  Radius  der  einen  Platte  r, 
ler  andern  a  .  r,  und  ebenso  die  Dicke  der  einen  r?,  der  andern  a  .  d^  so  ist 
nach  dem  Gesetze  in  der  ersten  Fassung 

N  a«  .  r«         d     a 

N'  ~     r«      *  a.d""  1 

lind  wie   man  sieht,   ist  das  der  mathematische  Ausdruck   für  die   auii  dem 
ersten  Satze  gezogene  Folgerung. 

•  Betrachten  wir  zunächst  kreisrunde  homogene  Platten,  man  nimmt  zu 
den  Versuchen  am  besten  solche  von  Glas  oder  Metall,  so  ergibt  für  diese 
die  Theorie  von  Kirchhoif ,  dass  in  ihnen  eine  grosse  Zahl  verschiedener  Thei- 
Imigcn  möglich  sind,  die  sich  in  drei  Gruppen  ordnen  lassen.  Entweder  theilt 
»ich  die  Platte  in  eine  Reihe  concentrischer  Zonen ,  oder  in  eine  stets  gerade 
Anzahl  von  gleich  grossen  Sectoren,  welche  durch  diametrale  Knotenlinien 
von  einander  getrennt  sind,  oder  endlich  beide  Theilungsarten  treten  gleich- 
zeitig auf. 

Alle  diese  Theilungsarten  hat  schon  Chladni  beobachtet;  um  sie  hervor- 
zubringen klemmt  man  eine  kreisförmige  Platte  in  der  Mitte  oder  in  einem 
^dem  Punkte  ein  und  berührt  sie  ausserdem  an  einem  oder  mehreren  Funk- 
en und  sti'eicht  dann  in  einiger  Entfernung  von  den  Berührungspunkten. 
^g.  217  zeigt  eine  Reihe  solcher  Figuren.  Die  Einklemmungspunkte  sind  in 
^Uen  einzelnen  Figuren  mit  a  bezeichnet,  der  Punkt,  an  dem  die  Platte  zu 
^reichen  ist,  mit  ?/,  und  die  Berührungspunkte  mit  c.  Klemmt  man  die  Platte 
1.  der  Mitte  ein,  so  erhält  man  stets  eine  radiale  Figur  (217  a  und  j3)  je  nach 
l^r  Anzahl  der  berührten  Punkte  mit  2  oder  3  Durchmessern ;  klommt  man 
He  Platte  excentrisch  ein  und  berührt  keinen  Punkt  des  Randes,  so  erhält 
^an  Kreise  ohne  Durchmesser  (Fig.  217  y  und  8). 

Bei  der  theoretischen  Behandlung  der  Frage  gelangt  man  zur  Bestimmung 
ler  Durchmesser  -  der  Knotenkreise  zu  einem  Ausdruck ,  dessen  numerischer 
kVerth  wesentlich  von  dem  Werthe  des  von  uns  mit  ft  bezeichneten  Verhält- 
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nisBCE  dor  Quercontraction  zur  Längendilatation  abh&ngt.     Setzen  mr  dietts 
Vcrhältniss  der  Wertheini'schen  Annahme  gemäss  gleich  */,,  welche  AnniliiiH, 


wie  wir  sahen,  der  Wahrheit  im  allgemeinen  ziemlich  nahe  kommt, 
man  nach  Kirchhoff  für  den  Durchmesser  des  Knotenkreifics  (Fig.  HTy)  dn 
Werth  0,679411  des  Scheibendurchmessers.  Nach  Messungen  von  F.  SarMt, 
an  drei  Scheiben  ausgeführt,  die  Poisson  in  seiner  oben  erwähnten  Abhand- 
lung mittheilt,  fand  sich  derselbe 

0,6819;    0,6798;    0,6812 
des  Scheibendurchmessers.    Strehlke  fand  bei  zwei  Knsserst  sorgfKltig  geariin- 
teten  Glasscheiben  nach  der  Angabe  KirchhofTs 
0,6792;    0,6782, 
Zahlen,  welche  mit  der  Theorie  sehr  nahe  Übereinstimmen. 

Die  Figuren  217*  und  f  zeigen  die  beiden  Theilungsarten  gleichzeitig 
Für  den  Durchmesser  des  Knotonkreises  (Fig.  217  e)  gibt  die  Theorie  d« 
Werth  0,78038  des  Scheibendurchmesaers ,  Strehlke  fand  bei  den  beideo  «r 
w ahnten  Scheiben 

0,7311  und  0,78(12. 

Für  den  Durehiuesser  des  Knotcnkreises  (Fig.  217f)  ergibt  die  Theorif 
den  Wertb  0,82274,  Strehlke  fand  denselben  an  drei  weniger  sorgfältig  *ls  Jie 
vorigen  gcaibeiteten  Scheiben  zu  0,79;  0,81;  0,82  des  ScbeibendnrchmesKr^' 

Dtc  Figuren  217  i;  und  9  zeigen  häufig  vorkommende  VertemuigM. 
HL'lcbe  an  nicht  ganz  homogenen  Platten  auftreten,  wenn  man  sie  bei  a  tit- 
klemmt  und  bei  b  anstreicht,  während  die  Punkte  c  berührt  werden. 

Aussei  den  gezeichneten  können  noch  viele  Figuren  hervorgebndit  ■»' 
den,  Chladni')  gibt  in  seiner  ersten  Uittheilung  80  an,  dieselben  gind  riw 

II  Chhidni,  Entdeckungen  zur  Theorie  des  Klanges.  Leipsig  1787.  U««  k^ 
nuch  SlreMke,  Poggciid.  Aiiiial.  Bd.  [V.  Saca>1,  Anualee  de  chitn.  et  de  phji-  Tow 
XXXVI. 
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De  mit  Kreisen   und  Radien   zusammengesetzt   oder  Verzerrungen   solcher 
Ügnren. 

Aus  der  Theorie  sowohl  als  aus  den  Versuchen  ergibt  sich ,  dass  die  An- 
ihl  der  Schwingungen  mit  der  Anzahl  der  Theile ,  in  welche  sich  die  Platte 
leilt,  in  einem  sehr  coraplicirten  Verhältnisse  zunimmt.  Die  langsamsten 
chwingungen  vollführt  die  Platte  bei  der  Theilung  Fig.  217a,  dann  folgt 
ig.  217y,  217|3,  217e,  217?,  217J.  Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die 
chwingungszahlen ,  jene  der  langsamsten  gleich  1  gesetzt  für  die  angegebe- 
en  und  noch  eihige  andere  Theilungen  nach  der  Theorie  von  KirchhofF  und 
ach  den  Versuchen  von  Chladni  zusammengestellt.  Die  erste  mit  K  über- 
ihriebene  Columne  enthält  die  Anzahl  der  Knotenkreise  ^  zu  welcher  die  in 
Bn  übrigen  Spalten  angegebenen  Schwingungszahlen  gehören,  wenn  die 
notenkreise  von  der  über  jeder  Spalte  angegebenen  Anzahl  von  Durch- 
essem  durchschnitten  wird. 


Tabelle  der  Schwingungszahlen  kreisförmiger  am  Rande  freier  Platten. 


( 

ohne  Durchmesser 

mit  1  Durchmesser 

mit  2  Durchmesser 

mit  3  Durchmesser 

beob.           berechn. 

beob. 

1    berechn. 

beob.           berechn. 

beob.       >    berechn. 

I 

.           0                    0 
:     1,587          1     1,681  + 
6,348  +        7,126  + 

•0 
3,563 
10,079  + 

0         1 
,     4,000  — 

I  11,313  + 

1                    1 
5,9J)3            6,726  — 

2,245              2,378         , 
9,513  —      10,079  — 

Die  Schwingungen  wurden  in  später  zu  besprechender  Weise  aus  den 
inen  bestimmt  ^) ;  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Zahlen  sind  diejenigen  der 
n  Chladni  angegebenen  Töne ;  auch  KirchhofF  gibt  statt  der  Zahlen  die  Töne 
,,  und  die  Zeichen  -|-  oder  —  neben  den  Zahlen  deuten  an,  dass  der  wirk- 
xh  beobachtete  Ton  oder  4Äer  der  genauen  Schwingungszahl  entsprechende 
}n  etwas  höher  oder  tiefer  ist  als  die  in  der  Tabelle  angegebenen.  Die  Zahlen 
immen  allerdings  nicht  besonders  überein,  indess  ist  einmal  die  Bestimmung 
T  Töne  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft,  dann  aber  beruht  auch  hier  die 
ichnung  auf  der  Voraussetzung  |ü  =  Va »  ^i^  nicht  vollständig  genau  ist. 

Die  Schwingungen  nicht  kreisförmiger  Platten  lassen  sich  bis  jetzt  nur 
>eriinentell  bestimmen ;  die  Theilungen  quadratischer  Platten  und  damit  die 
^  denselben  entstehenden  Knotenlinien  sind  ebenso  mannigfaltig  als  diejeni- 
I  auf  kreisförmigen  Platten.  Man  kann  auch  dort,  zwei  Systeme  von  Knoten- 
ien  unterscheiden,  in  dem  einen  sind  die  Hauptlinien  parallel  den  Seiten 
i  Quadrates,  in  dem  andern  parallel  den  Diagonalen  und  schliesslich  kön- 
i  beide  Liniensysteme  zugleich  auftreten. 

So  erhält  man  Fig.  218  w,  wenn  man  die  Platte  in  der  Mitte  unter- 
tzt  und  an  einer  Ecke  z.  B.  bei  h  anstreicht,  Fig.  218 /J,  wenn  man  an  den 


1)  Man  sehe  §.  155  dieses  Theiles. 
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beiden  Punkten  a  die  Platte  unterstützt  und  bei  b  anstreicht.  Ebenso  bei  allen 
übrigen  Figuren  .sind  die  zu  unterstützenden  Punkte  mit  a  und  jene,  an  denei 
zu  streicbon  ist,  mit  b  bezeiebnet. 

Fig.  218. 


*    s — r 


ir~y—i 


Diese  Figuren  sind  nach  der  Angabe  von  Strchlke  *)  gezeichnet,  der  nad 
gewiesen  hat; 

1)  Die  Knotenlinien,   welche  bei  quadratischen  Platf.cn   die  Klangfigi 
zusammensetzen ,   sind  stets  krumme  Linien ,  so  worden  z.  B.  die  Figuren 
und  ö  durch  zwei  hyperbolische  Aeste  gebildet. 

2)  Die  Linien  durchschneiden  sich  nie.  Das  scheinbare  Durchschneide 
in  den  meisten  Fällen  rührt  daher ,  dass  man  zu  viel  Sand  auf  die  Scheibe  g< 
bracht  hat  und  nun  in  der  Nähe  der  ruhenden  Linien  die  Schwingungen  i 
schwach  werden ,  als  dass  der  Sand  fortgeworfen  werden  kann. 

Die  Schwingungszahlen  dieser  Platten  werden  wir  später  besprechen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  ebenen  Platte,  schwingen  auch  Glocka 
welche  im  Grunde  nichts  weiter  sind  als  gekrümmte  Platten.  Bei  den  Iaii| 
t^amsten  Schwingungen  theilen  sich  die  Glocken  in  vier  Theile,  die  mhenda 
Linien  liegen  um  einen  Bogen  von  90^  von  einander  entfernt  und  durcbsetia 
die  Glocke  ihrer  ganzen  Höhe  nach.  Man  kann  diese  Theilung  sehr  leicfc 
sichtbar  machen  dadurch,  dass  man  die  Glocke  bis  etwas  ül)er  ihre  halbe  HA 
mit  Wasser  füllt.  An  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung  wird  das  Was« 
stark  zurückgestossen  und  in  wellenförmige  Bewegung  gesetzt,  während  esi 
den  15"  davon  entfernten  Stellen  der  Knoten  in  Buhe  bleibt.  Hftufig  weria 
selbst  Tröpfchen  von  der  Stelle  der  stärksten  Schwingung  auf  die  Oberflficb 
der  Flüssigkeit  geworfen,  welche  sich  eine  Zeit  lang  halten  und  in  rcgrf 
massigen  Figuren  angesammelt  werden  können. 

Eine  eigen thümliche  Art  von  Figuren  hat  Savart  *)  auf  schwingenda 


1)  Strehlkc,  Poggend.  Annal.  Bd.  IV.     Pove's  Repertoriimi.  Bd.  111. 
•2    Savmi ,  Aunales  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XXXVI. 
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Utten  beobachtet,   wenn  man  dieselben  anstatt  mit  staubfreiem  Sand  mit 
»obigem  Sande  oder  mit  Sand  und  Lycopodium  (Bärlappsamen)  bestreut. 

Beim  Bestreuen  mit  Lycopodium  zeigen  sich  nämlich,  wenn  man  die 
itte  der  Seiten  unterstützt  und  eine  Ecke  anstreicht,  ausser  den  eigentlich 
ihenden  Linien  in  der  Nähe  der  vier  Ecken  wirbelnde  Wolken  von  ovaler 
arm  (Fig.  219),  jedoch  immer  so,  dass  der  zugespitzte  Theil  der  Basis  der 


Flg.  219. 


Fig.  220 


^olke  nach  der  Ecke  zu  gerichtet  ist.  Wenn  die  schwingende  Bewegung  der 
^eibe  schwächer  wird,  so  bleibt  in  jeder  Ecke  eine  Gruppe  halbkugel- 
rmiger  Erhöhungen  zurück.  Fig.  220  erscheint,  wenn  man  die  Ecken  fest- 
ilt  und  in  der  Mitte  der  Seite  des  Quadrates  streicht,  die  Lycopodiumansamm- 
mg  findet  in  der  Mitte  statt,  jedoch  ist  zu  bemerken,  dass  durch  diese  Wolken 
ach  Kurven  von  geringer  Breite  bis  zu  den  Ecken  gehen.  Diese  Kurven  sind 
BT  in  den  Momenten  der  stärksten  Erschütterung  sichtbar. 

Savart  sah  in  diesen  Figuren  einen  Beweis  für  eine  zweite  Theilungsari 
BT  Platte.  Nach  ihm  ist  die  Scheibe  der  Sitz  vieler  über  einander  greifender 
lieilungsarten ,  von  denen  besonders  zwei  hervortreten;  die  erste  ist  die  ge- 
rfihnliche,  sich  in  den  Figuren  des  staubfreien  Sandes  zeigende,  die  zweite 
fitt  immer  mit  der  ersten  ein  und  bewirkt,  dass  in  der  Mitte  der  schwingcn- 
ift  Abtheilungen  gewisse  Strecken  horizontal  bleiben,  auf  denen  die  Theil- 
JNm,  die  an  den  erschütterten  Stellen  nicht  liegen  bleiben  können,  beisammen 
lliben  und  nur  eine  wirbelnde  Bewegung  zeigen. 

O^en  diese  Erklärung  wandte  Faraday  ^)  ein,  dass  selbst  bei  einer  Nei- 
pBig  der  Platte  gegen  den  Horizont  von  6  bis  10*^,  die  jedenfalls  viel  grösser 
|i  ik  die  Neigung  der  schwingenden  Theile ,  ein  Aufsteigen  des  Lycopodium 
b  Schwere  entgegen  zu  den  Yibrationsmittelpunkten  stattfinde  und  der 
ptb  80  lange  sich  dort  halten  kann ,  als  die  Platte  kräftig  erschüttert  werde. 
)•  Faradaj  leitet  diese  Figuren  von  Luftströmen  her,  welche  von  den 
«Otenlinien  her  zu  den  Punkten  der  stärksten  Erschütterung  hinwehen.  Da- 
it  BÜmmt  es  überein,  dass  nur  bei  Anwendung  des  leichten  Staubes  sich 
%e  f^goren  zeigen,  indem  der  schwerere  Sand  von  den  Luftströmen  nicht 


1)    Faruiday^   Philosophical  Transact.  for  the  year  1831.     Poggend.  Aunal. 
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fortgerissen  wird.  Ebenso  sah  Faraday,  wenn  kleine  Stücke  von  Karien  is 
Winkelform  in  der  Nähe  der  Vibrationscentra  so  befestigt  wurden,  dass  eil 
Schenkel  dem  Rande  der  quadratischen  Scheibe  Fig.  220  parallel  lag,  da« 
dann  der  Staub  in  die  Winkel  hinein  ging ,  wie  wenn  Ströme  von  den  Win- 
den der  Karte  aufgefangen  w^en.  Feine  Kieselerde  auf  ein  Bach  gestreut 
und  der  schwingenden  Platte  möglichst  nahe  gebracht,  flog  nach  der  Platte 
als  wenn  ein  Luftstrom  von  dem  Pulver  nach  der  Platte  hinging. 

Den  entschiedensten  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Faradaj^sdien  Erkfr' 
rung  bildet  aber  das  Verhalten  der  mit  Lycopodium  bestreuten  Platte  im  Inft- 
verdünnten  Raum.     Eine  Glasscheibe  wurde  auf  vier  KorkfÜssen  unter  die 
Glocke  der  Luftpumpe  gelegt  und  vermittels  eines  an  der  Platte  senkrecht: 
ihrer  Ebene  befestigten  Stabes,    der  durch  eine  Stopfbüchse  aus  der  Glodaj 
herausgeleitet  war  und  ausserhalb  der  Glocke  in  longitudinale  Erschüttei 
versetzt  wurde ,  zum  Vibriren  gebracht.    Da  der  Stab  senkrecht  zur  Ebene 
Platte  ist,  so  wird  die  Platte  durch  longitudinale  Schwingungen  desselben  ii 
transversale  Bewegung  versetzt.    So  lange  die  Luft  unter  der  Glocke  die  Dicfc-j 
tigkeit  der  atmosphärischen  Luft  besass->    zeigte  die  Platte  die  Staub! 
ganz  in  der  gewöhnlichen  Weise.    War  aber' die  Luft  bis  auf  5  —  3  Ceni 
Quecksilberdruck  verdünnt,  so  ging  das  Pulver  quer  über  der  Platte  hin 
den  ruhenden  Knotenlinien,   wie  es  der  Sand  in  freier  Luft  thut,  und 
Wolken  an  den  Vibrationsmittelpunkten  zeigten  sich  nicht. 

Aus  diesem  Versuche  geht  auf  das  entschiedenste  hervor,   dass 
Staubfiguren  nichts  mit  der  Schwingung  der  Platte  direkt  zu  thun  haben, 
sie  also  nicht,  wie  Savart  sie  nannte,  secundSre  Klangfiguren  und  Folge 
zweiten  Theilung  der  Scheibe  sind,  sondern  dass  zu  ihrer  Bildung  das 
handensein  der  Luft  wesentlich  erfordert  wird. 

Die  Luftströme,    welche  nach  allem  dem  der  Grund  der  Erscheu 
sind,  entstehen  durch  die  mechanische  Einwirkung  der  schwingenden 
auf  die  umgebende  Luft.    So  wie  der  schwingende  Theil  der  Platte  sich 
wärts  bewegt,  wird  die  darüber  befindliche  Luft  aus  der  Stelle  getriebra 
zwar  um  so  stärker,  je  näher  dieselbe  der  Stelle  der  stärksten  Schwingimg 
um  so  weniger ,  je  näher  sie  den  Knotenlinien  ist.    Wenn  nun  die  Platte 
Anfange  der  zweiten  Hälfte  der  Oscillation  in  ihre  Gleichgewichtslage 
rückkohrt,  so  kann  die  über  dem  Orte  der  stärksten  Schwingung  befinc 
Luft ,  welche  eine  von  der  Platte  fort  gerichtete  Geschwindigkeit  besitzt, 
so  schnell  als  die  Platte  zurückkehren.    Es  bildet  sich  daher  ein  leerer 
in  den  die  Luft  von  den  Knotenlinien  her,  wo  sie  in  Buhe  ist,  über  die 
hin  eindringt.    Dadurch  muss  noth wendig  ein  Luftstrom  entstehen,  der 
fiUen  Seiten  von  den  luiotenlinion  gegen  die  Orte  der  siArksten  Schi 
gerichtet  ist  und  das  Lycopodium  mit  sich  an  diese  Stelle  hinführt.   Ni 
muss  diese  Luft  auf  einem  andern  Wege  zu  den  Knotenlinien  zurück] 
An  den  Orten  der  stärksten  Oscillation  stauen  sich  die  Ströme  und  es  ent 
daher  dort  ein  schwacher  aufsteigender  Luftstrom,  der  sich  daran  erteö*! 
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wtf  dass  sich  das  Lycopodium  über  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung 
hebt  und  etwas  über  der  Platte  wieder  seitwärts  geführt  wird. 

Gleiche  Erscheinungen  wie  in  der  Luft  sab  Faraday ,  wenn  er  die  Platte 

It  einer  Flüssigkeit  bedeckte.    Durch  die  entstehenden  Ströme  konnte  selbst 

9  Bildung  der  Klangfiguren  ganz  gehindert  werden.    Es  zeigten  ^ch  dann 

ir  die  Anhäufungen  dos  angewandten  Pulvers,   Messingfeilicht  oder  Sand, 

den  Stellen  der  stärksten  Schwingung. 

§.  138. 

Drehende  Schwingungen  von  Stäben.  Ausser  den  longitudinalen 
id  transversalen  Schwingungen  haben  wir  früher  schon  noch  eine  dritte  Art 
B  Schwingungen  kennen  gelernt,  die  Torsionsschwingungen.  Wir  benutz- 
a  sie  damals,  um  mit  Hülfe  der  Pendelgesetze  den  Torsi onscoefficienten 
II  Drähten  zu  bestimmen ,  indem  wir  die  Drähte  unten  mit  einer  schweren 
Igel  versahen  und  diese  in  horizontale  Schwingungen  versetzten. 

Wie  wir  damals  sahen,  gelten  die  Torsionsgesetze  nach  den  Versuchen 
p  Wertheim  auch  für  dicke  Stäbe ,  das  heisst ,  bei  einer  denselben  ertheilten 
^sion  ist  die  elastische  Kraft,  welche  den  gedrehten  Theil  des  Stabes  in  seine 

I  

Bichgewichtslage  zurück  zu  führen  sucht,  der  Torsion  einfach  proportional. 
Bken  wir  uns  deshalb  einen  Stab  an  seinem  einen  Ende  durch  Torsion  in 
bwinguligen  versetzt,  so  müssen  sich  diese  Schwingungen  in  dem  Stabe 
MMde  so  fortpflanzen  wie  die  longitudinalen  und  transversalen ,  und  ist  der 
■k  an  einem  Ende  begrenzt,  so  muss  an  dieser  Grenze  eine  Reflexion  der 
Hemngungen  eintreten,  und  durch  die  Interferenz  der  primären  und  der 
■Mtirten  Schwingungen  müssen  in  dem  Stabe  stehende  Wellen  entstehen. 

Um  die  Gesetze  dieser  Schwingungen  zu  entwickeln,  denken  wir  uns  wie 
fA  den  schwingenden  Stab  als  aus  lauter  seiner  Längsaxe  parallelen  Fasern 
tk  unendlich  kleinem  Querschnitt  zusammengesetzt.  Wird  der  Stab  tordirt, 
len  diese  Fasern  aus  geraden  Linien  in  Spiralen  über,  welche  auf  einem 
ider  liegen ,  dessen  Radius  gleich  ist  dem  Abstand  der  Faser  von  der  Axe 
l^fitabes.  üeberlassen  wir  dann  den  Stab  sich  selbst,  so  kehrt  der  gedrehte 
des  Stabes  in  seine  Gleichgewichtslage  zurück,  indem  jeder  Punkt  der 
auf  dem  eben  angegebenen  Cylinder  einen  Bogen  beschreibt,  geht  über 
Heichgewichtslage  hinaus  u.  s.  f.  Ist  der  Stab  unbegrenzt,  und  wird  sein 
Ende  stetig  hin  und  her  tordirt,  so  dass  dieses  Ende  in  der  Zeit  T  eine 
macht,  so  pflanzen  sich  diese  Torsionsschwingungen  nach  den 
abgeleiteten  Gesetzen  fort,  und  setzen  wir  den  Stab  als  cylindrisch 
ly  so  können  wir  den  Bogen,  um  welchen  irgend  ein  um  x  von  dem 
des  Stabes  entfernter  Punkt  irgend  einer  von  der  Axe  des  Cylinders 
^f  entfernten  Faser  auf  dem  zu  der  Faser  gehörigen  Cylindermantel  zur 
'I  aus  seiner  Gleichgewichtslage  verschoben  ist,  darstellen  durch 


ip  s=z  a  '  ^m2n  (jf  —  -J  j 
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wenn  a  die  Muximalversebiebung  der  zum  untersten  Querschnitt  gehS 
Punkte  der  Fasern,   die  Amplitude  der  Schwingungen  bedeutet,  und) 
immer  die  Wellenlänge,  das  heisst  die  Strecke  des  Stabes  ist,  bis  zaw< 
die  Gleichgewichtsstörung  während  einer  Schwingung  des   untersten 
schnittet  fortgeschritten  ist. 

Kommt  nun  der  ersten  Welle  eine  andere  entgegen ,  deren  ürs!t>niii 
demjenigen  der  ersten  Schwingungen  um  a  entfernt  ist,  so  müssen  aac 
nach  §.121  stehende  Wellen  sich  bilden,  und  die  Verschiebung  des  £ 
betrachteten  Punktes  wird  dargestellt  durch 

qp  =  2a  •  cos  — ^ —  •  Ä  •  sm  27r  r  jr  —  2^  j , 

oder  wenn  wir  a  gleich  einer  Anzahl  von  Wellenlängen  setzen, 

qp  =  2«  •  cos  -  —  —  sm  2%  jT ' 

Um  nun  die  Schwingungsdauer  dieser  stehenden  Wellen  zu  bcstL 
haben  wir  gerade  so  zu  verfahren  wie  §.  122,  das  heisst  wir  habend 
schleunigung  zu  bestimmen ,  mit  welcher  irgend  ein  Querschnitt  des  S 
zu  welchem  der  Punkt  der  betrachteten  Faser  gehört,  gegen  die  Gleichgev 
läge  zurückgetrieben  wird,  wenn  die  Verschiebung  seiner  Punkte  im  ' 
oder  r  .  g>  gleich  1  wird.   Ist  diese  Beschleunigung  gleich  ^•,  so  ist 


T=-2«yi. 


Zur  Bestimmung  der  beschleunigenden  Kraft  erinnern  wir  uns  a 
Entwicklungen  des  §.  56,    nach  welchen  die  durch  die  Torsion  in 
Punkte  der  Faser ,  oder  in  einem  Elemente  dq  eines  Querschnittes  des  i 
entwickelte  Kraft,  mit  welcher  dieses  Element  von  einem  benachbarten 
schnitte  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückgezogen  wird,  gleich 

ist,  wenn  t/;  den  Verschiebungswinkel  dieses  Querschnittes  gegen  den  b( 
harten  Querschnitt  bedeutet.  Das  Drehungsmoment,  welches  der  Quen« 
in  Folge  dieser  Kraft  erhält,  ist  dann 

2-(rVf.)  ■'■•^■^- 

Um  dann  das  Drehungsmoment  für  den  ganzen  Querschnitt  zu  erb 
haben  wir  für  jedes  Element  des  Querschnittes  den  analogen  Aas(k'uck  t 
den,  und  alle  diese  zu  summiren.  Um  nun  diese  Sunune  zu  bilden,  i 
wir  zunächst  die  Verschiebungswinkel  tf;  bei  den  drehenden  Schwingui^ 
bestimmen. 

Sei  zu  dem  Ende  AB  Fig.  221  ein  Stück  des  tordirten  Cjhnden«, 
stelle  ac  ein  Stück  der  Faser  auf  dem  Cjlindermantel  vom  Badins  r  ii 
gedrehten  Lage  dar,  während  ab  die  Lage  der  nicht  tordirten  Faser  is(i 
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p  der  betrachtete  Querschnitt,  der  in  der  Entfernung  x'  von  dem 
pnnkte  A  der  Bewegung  sich  befinde,  und  seien  schliesslich  mn  und  qr 
m  benachbarten  Querschnitte,  von  denen  der  eine  weniger,  ^^ 

jre  mehr  verschoben  ist.  Der  Winkel,  um  welchen  op 
'U  unmittelbar  vorhergehenden  Querschnitt  verschoben  ist, 
oms,  und  die  Kraft,  mit  der  das  Element  der  Faser  o  in 
eser  Verschiebung  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurtlck- 
wird,  ist  demnach' 


E 


■dq- 


3(1+**) 
inen  wir  nun  den  Bogen  op,   um   welchen   dieser  Quer 
edreht  ist,  <p  ,  gegeben  durch  die  Oleichung 

9'  =  2«  ■  cos  —  ■  n  ■  sin  2n  „- 

Bogen,  welchen  der  dem  Anfangspunkte  um  die  unend' 
le  Grösse  dx  nähere  Querschnitt  beschrieben  hat,  9,  sc 
>ifferonz  der  beiden  Bügen  os  ^  r  {ip'  —  9)  in  Lungen- 
geben.   Nun  ist  femer 

— .  ,=     '^ — ^  =  tang  oms 

mn  dx  * 

1er  Winkel  oms  immer  äusserst  klein  ist,  so  können  wir  statt  seiner 
ente  setzen,  und  erhalten  dann  fUr  die  vou  der  Verschiebung  des 
iten  Elementes  herrührende  den  Querschnitt  gegen  die  Gleichgewichts- 
ickdrehende  Kraft 


öTi-r::;  ■•*!'■ 


riv  —  qp) 


(a). 


2  (I  +  «J 

'en  den  Querschnitt  op  ist  aber  auch  der  folgende  Querschnitt' gr,  der 
eiter  vom  Anfang  entfernt  ist,  verschoben,  und  der  Verschiebnngs- 
it  hier  qov.    Nennen  wir  den  Bogen  rq  ■^  ip ",  so  erhalten  wir  auuh 


ler 


tanggo 


,  „  r  (t"  —  y')  _ 


las  in  Folge  dieser  Verschiebung  dem  Querschnitt  ertheillo  Drehungs- 


■j^«>  ■  ^  • 


riv"- 


v') 


(b). 


2  (1  +  f ) 

^res  Drehnngsmoment  sucht  den  Querschnitt  von  der  Gleichgewich ts- 
er  zu  entfernen,  das  den  Querschnitt  zurücktreibende  Drehungsmoment 
ie  Differenz  der  beiden  Momente  a  —  It,  oder 

iv'  ~  v)  —  {<p"  —  v") 


■"dq- 


das  ganze  Drehungsmoment  erhalten  wir  die  Summe  aller  einzelnen 
Element  dq  des  Querschnittes  bestimmten  Drehungsmomente,  und 
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dieses  ist ,  da  der  erste  und  letzte  Factor  des  für  das  Element  dq  entwickelten 
Ausdrucks  allen  einzelnen  Momenten  gemeinsam  ist ,  gleich 

2(i  +  |*j'  dx  J^   ^~  2{l+iiL)'  dx  '2' 

wie  die  Integralrechnung  lehrt,   wenn  wir  mit  q  den  Badins  des  Stabes  be- 
zeichnen. 

£s  erübrigt  in  diesem  Ausdrucke  noch  die  Bestimmung  der  Differenz 
(9'  —  q>)  —  (9"  —  q>').  Wir  erhalten  dieselbe,  indem  wir  gerade  so  rerfidh 
ron,  wie  im  §.  122.  Setzen  wir  den  Abstand  des  ersten  Querschnitts  vom 
Anfangspunkt  gleich  o?,  so  ist 

2x  t 

qp  =  2a  COS  y  7c  '  sin2n  -j,' 

Den  Werth  von  9'  erhalten  wir,  indem  wir  für  x  einsetzen  at'  =  ar  -|-  dr, 

^dx  Zdx  ^dx 

nUmlich  da  dx  unendlich  klein ,  somit  cos     —  ä  =  1  sin  -r-  »  =  -r-  « 

g>   =  2  a  sm  27r  y  I  cos  y  7t tt  •  sm  j  «  j 

und  daraus 

2dx  ,    2x        o      •    o      ' 

(p   —  g)  =: -—  TT  •  sm  Y  ^  *  2a  sm  2tc  y»  • 

Den  Werth  von  9)"  erhalten  wir,  indem  vnr  in  dem  Ausdrucke  für  f 

wieder  x  durch  x  -\-  dx  ersetzen ,  wir  erhalten  dann 

V        o      .    o      ^    (        2ar            Adx           ,    2x             4  dx*     ,         2x    ) 
(p    =  2a  sin  27r  ^  Jcos  ^  « r—  «  •  sm  ^   n rj—  x^  cos  y  «j, 

somit 

,/           /         i2dx           .     2x             4d!aJ*     9         2a:     1  «      .     ^      < 
y    —  9>   =  {— j—  JT  •  sm  .    Jt -Tj^    OT''  cos  —  jrj  2a  sm  2x  ^ 

und  daraus  schliesslich 

(^  —  (p)  —  (gp    —  9>)=    .,    Jr^  •  cos       tt  •  2a  sm  27r  ^-  =     -      jr-  •  y. 

Setzen  wir  diesen  Werth  der  Differenzen  in  den  oben  abgeleiteten  Aiü* 
iruck  für  das  Drehungsmoiuent,  so  erhalten  wir  für  das  einer  Drehung  9  dei 
Querschnitts  entsprechende,  denselben  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurflek* 
führende  Drehungsmoment 

>>  A  dx     o     9*  7t 


t 


2a  +  /[i^       V  2 

und  setzen  wir  hierin  schliesslich  <p  =  l  ^  so  erhalten  wir  das  Drehungsmomeit 
tles  Querschnittes,  wenn  der  Drehungsbogen  desselben  der  Einheit  gleiclTist 
Um  nun  die  gesuchte  Beschleunigung  Je  des  Querschnitts  zu  erhalten,  bt- 
ben  wir  diesen  Ausdruck  durch  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts  zu  divi- 
iliren,  durch  die  Masse,  welche  den  Querschnitt  in  der  Einheit  des  Abstandet 
von  der  A\e  ersetzt,  da  uns  das  Drehungsmoment  die  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung von  der  Axe  des  Stabes  angreifende  Kraft  liefert.  Nennen  wir  die 
Hichtigkeit  des  Stabes,   das  heisst  die  Masse  der  Volumeinheit,   d,    ond  die 
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Dicke  des  Querschnittes,  die  wir  dem  Abstände  zweier  benachbarter  Quer- 
schnitte gleich  setzen  können,  dx,  so  liefert  die  Integralrechnung  fQr  dieses 
TrSgheitsmoment 

a  '  — ^  •  dx. 
Damit  wird  dann  schliesslich 

'^  —  2(1+^)  '  V,d 
und  die  gesuchte  Schwingungsdauer  der  stehenden  oder  fortgepflanzten  Wellen 


^=Ä=^'(^+'^')-^y^> 


n 

ein  Ausdruck,  welcher  sich  von  dem   fOr  die  longitudinalen  Schwingungen 

nur  durch  den  Factor  ^2  (1  -|-  ft)  unterscheidet,  der  somit  zeigt,  dass  die 
Schwingungsdauer  nur  von  der  Beschaffenheit  des  Stabes,  seinen  beiden  Ela- 
sticitfttsconstanten  und  seiner  Dichtigkeit,  sowie  von  der  Länge  der  Wellen 
abhängig  ist. 

Die  Gesetze  der  drehenden  Schwingungen  cjlindrischer  Stäbe  fallen  daher 
vollständig  mit  denen  der  longitudinalen  Schwingungen  zusammen,  so  dass 
66  überflüssig  sein  wird,  dieselben  im  einzelnen  zu  entwickeln.  Es  wird  ge- 
nügen ,  die  Resultate  kurz  anzudeuten.  Ein  an  seinem  einen  Ende  fester  Stab 
kann  danach  als  Qsuzes  schwingen,  und  ganz  analog  den  Entwicklungen  des 
§.  131  ist  dann  die  Länge  des  Stabes  gleich  ^4  ^i  ^^^  A  =  4  7,  somit  wird 
die  Schwingungsdauer  des  Stabes 

r  =  /2(i"+^).4/.^|., 

die  Schwingungszahl 

AT  —  1  ^  7/  -^ 

und  setzen  wir 


1 ^  j/>;  _^ 

'2  (1  4-"ii)      r     d 


^2  (1  +  p) 

da  dieser  Ausdruck  nach  dem  Frühem  und  den  vorigen  Entwicklungen  die  Fort  - 
Pflanzungsgeschwindigkeit  der  drehenden  Schwingungen  bedeutet,  so  wird 

^^         AI 

Analog  den  Entwicklungen  des  §.  132  kann  ein  solcher  Stab  ausser  die- 
sen noch  eine  Reihe  von  Schwingungszahlen  erhalten,  je  nachdem  er  sich  in 
swei  oder  mehrere  Unterabtheilungen  zerlegt.  Die  Schwingungszahlen  sind 
gegeben  durch 

Nn  =  (2«  -  1)  ^^, 

wenn  man  für  n  eine  ganze  Zahl  setzt. 

Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  oder  frei ,  so  entsprechen  die  langsam- 
sten Schwingungen  denen ,  bei  welchen  der  Stab  gleich  7?  ^  ist ,  gleich  der 
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Länge  einer  stehenden  Welle,  die  folgenden,  bei  denen  er  gleich  k  oder  zwei 
stehenden  Wellen  ist.   Die  Schwingungszahlen  sind 

worin  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 

Zwischen  den  gleichen  Theilungen  cylindrischer  Stftbe  entsprechenden 
Schwingungszahlen  der  longitudinaleü  und  drehenden  Schwingungen  orgibi 
sich  eine  äusserst  einfache  Beziehung^).  Dividiren  wir  die  einer  gleichen  Thei- 
lung  entsprechende  Anzahl  longitudinaler  Schwingungen 


"■-fi/ 


d 


durch  jene  der  drehenden  Schwingungen,  so  wird 

N' 


N 


=  ^/T(i  +  ii). 


Eine  Yergleichung  der  Schwingungszahlen  kann  also  ebenfalls  über  den 
Werth  von  fi,  des  Verhältnisses  von  Quercontraction  zur  Lftngendilatation 
Aufschlusd  geben.  Nach  den  Versuchen  von  Chladni  ^)  soll  das  Verbältnin 
der  Schwingungszahlen  wie  3  zu  2  sein,  danach  wäre  fi  ^=  0,125;  nach  Ve^ 

suchen  von  Savart^  wäre  -j^  =  -g-,  somit  fi=0,39.  Ausführlichere  Versuche 

zur  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  hat  Wertheim  angestellt^).     Folgende 
kleine  Tabelle  enthält  die  Resultate  der  Versuche. 


Stab  von 


Lange 


Radius 


Eisen '  2'",061 

Eisen 2,005 

Gussstahl  .  .  . . !  2,000 

Messing ,  2,000 


8"»"\220  j 
5,501 
6,055 
5,031 


Schwingungszahl 
longit.    I  drehend 

N'      i       N 

1255,6  766,5 

1267.3  771,1 

1286.4  787,7 
864,5  j  531,1 


IT 

N 
I 


1,637 
1 ,643 
1,633 
1,628 


I 


0,3*> 

0,2W9 
0,3.nS 
0,325 


Nahezu  stimmen  diese  Werthe  von  ft  mit  der  Annahme  von  Wertheim, 
dass  fi  =  Y3  sei ,  indess  zeigt  sich  doch  auch  hier  nicht  volle  Constanz  Ober 
einstimmend  mit  den  früher  von  uns  erhaltenenen  Resultaten. 


§.  139. 

Zusammengesetzte  Schwingungen.  Wenn  man  einen  Stab  seiner 
Länge  nach  reibt,  so  sahen  wir,  dass  er  in  longitudinale  Schwingungen  ver- 
setzt wird.     Diese  longitudinalen  Schwingungen  treten  indess,    wie   zuerst 

1)  Poissoif,  Memoire^  de  TAead.  de  France.  Tom.  VIII.  p.  456. 

2)  (Jhladni,  Akustik,  p.  HO. 

3)  Sarart  in  dem  citirten  Memoire  von  Poisson.  p.  466. 

4)  Werthdm,  Aiinale8  de  chim.  et  de  phya.  ;J.  S^r.  T.  L.  p.  262. 
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F.  Savort^)  gezeigt  hat,  fast  niemals  allein  auf,  sondern  stets  in  Verbindung 
von  transversalen  Schwingungen.  Bestreut  man  nämlich  einen  longitudinal 
schwingenden  parallelepipedischen  oder  cylindrischen  Stab  mit  Sand,  so  ord- 
net sich  nach  den  Beobachtungen  Savarfs  der  Sand  auf  den  Stäben  in  gewissen 
Linien,  indem  er  nicht  hüpfend,  wie  bei  der  transversalen  Schwingung  der 
Stäbe,  sondern  der  Oberfläche  parallel  sehr  rasch  verschoben  wird.  So  bilden 
sich  solche  Knotenlinien  schon  auf  Stäben ,  welche  an  beiden  Enden  frei  ihre 
langsamsten  longitudinalen  Schwingungen  vollftihren ,  in  grosser  Zahl ,  wäh- 
rend doch  der  Stab  in  Bezug  auf  die  longitudinalen  Schwingungen  nur  eine 
Knotenlinie  in  der  Mitte  besitzt.  Der  Sand  verschiebt  sich  auf  der  Oberfläche 
L'  L"  Fig.  222  wie  die  Pfeilstriche  es  angeben,  von  den  Punkten  L  zu  den 
Punkten  JV: 

Fig.  222. 

r      —      H'     " L       ►      K L       — -*       jr      " V 

• ■ — — . 1 1 » i • 


1        ►       s        —       1 


Femer  fand  Savart,  wenn  man  auf  der  oberen  Seite  des  Stabes  die  Li- 
nien der  Sandanhäufungen  markirt,  dann  den  Stab  umkehrt,  und  ihn  mit 
Sand  bestreut,  nachdem  man  ihn  in  Schwingung  versetzt  hat,  dass  dann  die 
Linien  der  Sandanhäufung  auf  dieser  Seite  zwischen  denen  der  obem  Seite  lie- 
gen, dass  sie  (Fig.  222)  von  den  Punkten  7,  welche  gerade  den  Punkten  N 
der  obdhi  Seite  gegenüber  liegen,  sich  nach  den  Punkten  n  bewegen. 

Auf  Stäben  mit  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitt  liegen  sie 
auf  ein'^r  schraubenförmigen  Linie,  die  sich  entweder  rechts  oder  links  ge- 
wunden, oder  von  der  Mitte  aus  nach  der  einen  Seite  rechts,  nach  der  andern 
links  gewunden  um  den  Stab  herumlegt. 

Durch  viele  Versuche  an  Stäben,  welche  an  beiden  Enden  frei  waren, 
gelangte  Savart  zu  folgenden  die  Zwischenräume  zwischen  den  Sandanhäufun- 
gen bedingenden  (icsetzen^). 

Die  Zwischenräume  der  Sand  anhäuf ungen  sind 

1)  in  Stäben  von  rechteckigem  Querschnitte  constant  bei  verscliiedener 
Breite,  wenn  nur  die  Länge  und  Dicke  der  Stäbe  ungeändert  bleibt; 

2)  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dicke  bei  gleicher  Länge; 

3)  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Länge  bei  gleicher  Dicke. 

Schon  aus  diesen  Gesetzen  folgt.,'  dass  diese  Sandanhäufungen  von  Trans- 
versalschwingungen des  Stabes  herrühren,  welche  die  longitudinalen  begleiten 
und  ihnen  isochron  sind. 

1)  F.  Sßi'nrt,  AtinalcH  de  obiin.  ot  de  phyn.  XIV.  XXV.    Dove's  Kepertoriuni. 
JM.  VL 

2)  F»  Savart,  Annales  de  chiin.  et  de  phys.  LXV.   Dove'a  Kepertorium.  Rd.  VI. 
p.  60.  (Dargestellt  von  SeebecL) 

'WüT'Unm ,  ^jriik  I.    f.  Anfl.  f^-^ 
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Denn  nach  dem  ersten  Gesetze  sind  sie  von  den  Breiten  der  Stäbe  unab- 
hängig, wir  wissen,  dass  das  sowohl  für  die  longitudinalen  als  die  transver^en 
Schwingungen  der  Fall  ist. 

Nach  dem  zweiten  Gesetze  sind  sie  proportional  den  Quadratwurzeln  m 
den  Dicken.  Die  longitudinalen  Schwingungen  sind  von  der  Dicke  der  Stäbe 
unabhllngig,  die  transversalen  derselben  umgekehrt  proportional.  Sollen  daher 
die  Schwingungen  isochron  sein,  so  müssen  sich  die  transversalen  stehcndea 
Wellen  bei  dickem  Stäben  soviel  verlängern,  dass  sie  wieder  in  demselben 
Verhältnisse  langsamer  werden ,  als  sie  wegen  der  geänderten  Dicke  bei  glei- 
cher Länge  rascher  geworden  wären.  Die  Schwingungsdauer  der  transversak 
Schwingungen  ist  nun  dem  Quadrate  der  Längen  proportional.  Verhalta 
sich  demnach  die  Längen  der  stehenden  Wellen  bei  verschiedener  Dicke  der 
Stäbe  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Dicken,  so  sind  die  Schwingung» 
isochron. 

Ebenso  stimmt  das  dritte  Gesetz ,  denn  da  die  Dauer  einer  longitudinaki 
Schwingung  der  Länge  des  Stabes,  die  einer  transversalen  Schwingung  aber' 
dem  Quadrate  derselben  proportional  ist,  so  müssen  bei  verschiedener  Ltngi' 
des  Stabes  die  Längen  der  Transversal  wellen  proportional  der  Quadratwmall 
dieser  Länge  geändert  werden,  um  den  longitudinalen  Schwingungen  isocbroi| 
zu  sein. 

So  findet  auch  Savart  bei  gespannten  Streifen  oder  Saiten  die  Zwischea-l 
räume  jener  Knoten  proportional  der  Länge  und  der  Quadratwurzel  aus  der 
Spannung  in  Uebereinstimmung  mit  der  Annahme,  dass  die  Linien  voneinerj 
isochronen  Transversalbewegung  herrühren. 

Femer  auch ,  wenn  man  auf  einem  Stabe  die  Sandstellen  bezeichnet  lail 
ihn  sodann  mit  dem  Bogen  in  gewöhnliche  transversale  Schwingungen  terj 
setzt,   so  dass  die  Länge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  dem  Abstände  tvI 
einer  Sandstellc  der  obem  Seite  bis  zur  nächsten  Sandstelle  der  nntem  Fliekik 
so  sind  die  Schwingungszahlen  in  der  That  dieselben ,  als  die  der  longitifr 
nalen  Schwingungen;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  gespannten  Saiten  oderStni' 
fen.     Die  Erklärung,    welche   Savart  von  diesen  Linien   gibt,   anznlUmii 
wollen  wir  hier  unterlassen,   da  Seebeck  die  Unrichtigkeit  derselben  nifk* 
gewiesen  hat  und  statt  dessen  die  Seebeck'sche  Erklärung  folgen  lassen'). 

In  Folge  der  coexistirenden  transversalen  und  longitudinalen  SchwingiB* 
gen  der  Theilchen  der  Stäbe  beschreiben  die  Theilchen  derselben  die  Berf 
tante  aus  beiden  Bewegungen,  im  allgemeinen  elliptische  Bahnen,  §*  1^ 
Ist  nun  die  Resultante  gegen  die  Sandkörner  gerichtet,  so  stösst  sieditsdb« 
in  ihrer  Richtung,  das  heisst  unter  einem  spitzen  Winkel  gegen  die  ifi^ 
rechte  Fläche  des  Stabes  fort;  ist  sie  aber  während  der  nächsten  Halbsdiwii' 
gung  von  den  Sandkörnern  weggerichtet,  so  lässt  sie  dieselben  li<^n.  D«** 


1)  Seeheck  in  Dove,  ttepertorium.  Bd.  Vill.  p.  63. 


139. 


Erklärung  von  Seebeck. 


515 


ergibt  sieb  ganz  einfach ,   dass  der  Sand  auf  die  abwechselnden  Knoten  der 
transversalen  Wellen  getrieben  werden  müsse. 

Es  sei  z.  B.  AF  ein  Stück  des  Stabes  (Fig.  223),  welches  in  loügitudinu- 
1er  Schwingung  nach  rechts  gedacht  werde,  während  die  Ordination  der  ge- 


Kig.  223. 


zeichneten  Wellenlinien  die  transversalen  Geschwindigkeiten  darstellen  mögen, 
so  dass  also  die  zwischen  B  und  C  liegenden  Punkte  sich  zugleich  nach  rechts 
und  oben ,  die  zwischen  C  und  D  liegenden  nach  rechts  und  unten  bewegen 
u.  8.  f.  Alsdann  haben  die  aus  beiden  Bewegungen  resultirenden  Geschwindig- 
keiten zwischen  B  und  C  sowohl  als  in  den  andern  Strecken  die  Bichtung  der 
durch  die  Wellenlinie  gelegten  Pfeile  und  man  sieht  leicht,  dass  der  über  BC 
liegende  Sand  nach  C,  der  über  DE  liegende  nach  E  getrieben  wird ,  während 
der  über  CD  und  EF  liegende  Sand  jutzt  liegen  bleibt.  In  der  folgenden  Zeit 
gehen  beide  Bewegungen  in  die  entgegengesetzten  über  (Fig.  224).     Die 

Mg.  SKI. 


longitudinale  Bewegung  ist  auf  der  ganzen  Strecke  ÄF  von  der  Rechten  im- 
Linken  gerichtet ,  die  transversale  zwischen  BC  und  DE  nach  unten ,  zwischen 
CD  und  EF  nach  oben.     Die  resultirende  Bewegung  hat  die  Bichtung  der 

■ 

durch  die  Wellenlinie  gelegten  Pfeile,  und  man  sieht,  wie  jetzt  der  Sand 
von  CD  nach  C,  von  .EJ'nach  E  geschoben  wird,  während  er  jetzt  zwischen 
BC  und  DE  liegen  bleibt.  Daher  wird  sich  der  Sand  in  C  und  E  ansammeln, 
dagegen  die  Stellen  J?,  D,  F  leer  werden,  oder  die  altemirenden  Schwiu- 
gungsknoten  der  transversalen  Schwingungen  müssen  mit  Snnd  bedeckt 
werden. 

Kehrt  man  den  Stab  um ,  so  dass  die  vorhin  untere  Seite  zur  obern  wird, 
80  ergibt  sich  aus  obiger  Entwicklung  unmittelbar,  dass  jetzt  die  vorher  un- 
bedeckten Knotenlinien  bedeckte  werden,  und  die  vorhin  bedeckten  leer  wer 
den  müssen,  d.  h.  auf  der  untern  Seite  sammelt  sich  der  Sand  m  B^  7),  F, 
und  C  und  A  werden  leer. 

Diese  Erklärung  hat  Seebeck  durch  einen  Versuch  bestätigt.  An  einem 
circa  1"'  langen  Spiegelglasstreifeu  entsj^rach  die  Dauer  der  langsamsten  Lon- 
^tadinalschwingungen  den  Transversalschwingungen ,  bei  denen  der  Streifen 
14  bis  16  Knoten  erhielt,  etwas  näher  d(»n  letztem  als  den  erstem.  Nachdem 
nun  Seebeck  die  Sandanhäufungen  auf  dem  longitudinal  schwingenden  Stabe 
bezeichnet  hatte,  versetzte  er  durch  Streichen  nüt  dem  Bogen  denselben  in  die 
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Transversalschwingungen  mit  15  Knoten,  and  fand  so,  dass  die  Sandanhln- 
fangen  bei  den  longitudinalen  Scbwingangen  aaf  der  einen  Seite  dem  1,  3, 5, 
7,  8,  10,  12,  14,  aaf  der  andern  Seite  dem  2,  4,  6,  9,  11,  13,  15  Knotender 
transversalen  Scbwingangen  entspracben. 

Die  weniger  büpfende  als  gleitende  Bewegung  des  Sandes  zeigt  an,  da» 
die  transversale  Bewegung  scbwäcber  ist  als  die  longitudinale,  womit  aodi 
die  geringere  Energie  der  Bewegung  und  die  Störung  der  Regelmfissigkeit 
der  Sandanbäufungen  in  der  Mitte,  in  der  Nabe  des  Scbwingnngsknotens  der 
longitudinalen  Bewegung  übereinstimmt. 

Auf  die  mit  den  longitudinalen  stets  gleicbzeitig  auftretenden  transrer» 
len  Scbwingungen  bat  Kundt  aucb  die  zuerst  von  W.  Weber ')  beobachtetes 
eigentbümlicben  Bewegungen  zurückgefübrt,  welcbe  elastiscbe  Körper,  wie 
Korkpfropfen,  in  longitudinal  scbwingenden  Böbren  annebmen.  W.  Weber 
nabm  eine  1  bis  1,5  Meter  lange  cylindriscbe  Glasröbre  von  6  bis  lO'^  lidit« 
Durcbmesser  und  l'"*"  Glasdicke ,  verscbloss  das  eine  Ende  mit  einem  Kork- 
pfropfen,  der  genau  an  der  Böbre  abgesebnitten  wurde,  bielt  die  Bohren 
verticaler  Stellung,  das  verscblossene«  Ende  abwärts  gekebrt,  locker  in  dff 
Mitto  und  rieb  die  obere  Hälfte  mit  einem  nassen  Tucbe  stark  von  oben  nad 
unten ;  er  sab  dann  den  Stöpsel  in  die  Höbe  rücken ,  bis  er  in  der  Mitte  der 
Röhre,  in  der  sieb  der  Scbwingungsknoten  befindet,  steben  blieb. 

Kundt  ^)  zeigte  nun  zunächst,  dass  eine  derartige  Bewegung  des  Korb  Bffl^ 
eintrat,  wenn  derselbe  eine  konische  Gestalt  bat,  und  dass  dann  der  Pfropf  sted 
in  der  Bichtung  von  der  breitem  Basis  zur  spitzem  Endfläche  sich  bewegt 
Ein  und  derselbe  Kork  wandert  in  der  Röhre  vom  Ende  gegen  die  Mitte,  wefl 
die  breitere  Basis  nach  aussen,  von  der  Mitte  gegen  das  Ende,  wenn  dieseAi 
gegen  das  Innere  der  Röhre  hin  liegt.  Ebenso  wie  ein  in  der  Bohre  hfl6ak 
lieber  Kork  wandert  ein  auf  die  Röhre  gesetzter  Bing,  der  konisch  durchbokrt 
ist,  und  zwar  stets  von  der  Spitze  seiner  konischen  Oeffiiang  gegen  die  fani'l. 
tere  Grundfläche  hin.  Genau  cylindriscbe  Pfropfen  in  der  Bohre  oder  gott 
und  glatt  cjlindriscb  durchbohrte  Ringe  nehmen  keine  Bewegung  an.  Sek 
viel  energischer  wird  die  Bewegung,  wenn  man  dem  Kork  in  der  Bohre  eät 
sägen{Örmige  Gestalt  gibt  wie  Fig.  225 ;  und  wenn  man  ein  viereckiges  £(V^ 
stück  auf  seiner  untern  Fläche  sägenfÖrmig  zuschneidet  wie  Fig.  226,  so  tan 


Fig.  22r>. 


Fig.  itß. 


man  die  Bewegung  ebenfalls  auf  einem  scbwingenden  Glasstreifen  beobtcM* 
Die  Bewegung  geschieht  dann  stets  in  der  Richtung  der  Pfeile,  also  vond« 
Berührungsstellen  der  Sägezacken  nach  den  bohlen  Stellen  der  Sage.  Bei  dff 

1)  W,  Weber,  Schweigger's  Journal  für  Chemie  und  Physik.  LID.  906. 

2)  A.  Kundt,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXVI. 
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Tftk  Fig.  226  konnte  Enndt  die  Bewegung  noch  mit  ungeminderter  Energie 
obachten,  als  er  denselben  mit  Gewichten  im  Betrage  von  200^  belastete. 

Dass  diese  Bewegung  Folge  ist  der  die  longitudinale  begleitenden  Trans- 
rsalschwingung,  zeigte  Eundt  bei  der  Anordnung  (Fig.  226),  indem  die 
wegung  sich  ganz  ebenso  zeigte,  als  der  Glasstreifen  in  transversale  Schwin- 
ngen  versetzt  wurde.  Der  Glasstreifen  wurde  an  zwei  Punkten  unterstützt, 
rizontal  hingelegt  und  durch  einen  veriicalen  Schlag  mit  einem  Hammer 
er  verticales  Streichen  mit  einem  Bogen  in  transversale  Schwingungen  ver- 
zt.  Der  Eork  wanderte  dann  von  einem  Ende  des  Streifens  bis  zum  andern, 
er  alle  Enotenpunkte  der  transversalen  Schwingungen  fort.  Da  in  diesem 
lle  die  longitudinalen  Schwingungen  ausgeschlossen  waren,  so  können  nur 
)  transversalen  Schwingungen  die  Bewegung  hervorgebracht  haben,  und  da 
I  Bewegung  ganz  dieselbe  ist,  wie  bei  den  longitudinalen  Schwingungen 
}  Streifens,  so  darf  man  schliessen,  dass  auch  dort  die  transversalen  Schwin- 
Qgen  es  sind,  welche  die  Bewegung  erzeugen. 
Da  die  Form  des  Eörpers  für  die  Bewegung  überhaupt  und  besonders  für 

Bichtung  derselben  allein  massgebend  ist,  so  muss  dieselbe  in  etwas  an- 
'er  Weise  zu  Stande  kommen  als  die  Bewegung  des  Sandes  in  den  Ver- 
then  von  Savart.    Eundt  denkt  sich  den  Vorgang  folgendermassen.    Durch 

nach  aussen  gerichtete  transversale  Bewegung  wird  der  auf  dem  Streifen 
l^nde  elastische  Eörper  etwas  zusammengedrückt.  Sobald  der  Stoss  auf- 
-t,  suchen  die  zusammengedrückten  Thcilchen  ihre  Gleichgewichtslage  wie- 
*  anzunehmen  und  stossen  bei  ihrer  Ausdehnung  auf  die  feste  Unterlage. 

diese  nicht  nachgibt,  so  wird  der  Eörper  ein  wenig  in  die  Höhe  geschleu- 
i,  und  zwar  nach  einer  Bichtung,  welche  jener,  nach  welcher  der  Bück- 
8s  erfolgt,  entgegengesetzt  ist.  Diese  Bichtung  hängt  aber  wesentlich  ab 
1  der  Gestalt  des  gestossenen  Eörpers.  Hat  der  Eörper  eine  zur  verticalen 
nmetrische  Form,  so  werden  die  Zusammendrückungen  der  Theüchen  um 
I  verticale  herum  ganz  gleichmässig  sein  und  in  Folge  dessen  der  aus  der 
sdehnung  resultirende  Bückstoss  vertical  sein,  ein  solcher  Eörper  hüpft 
0  einfach  in  die  Höhe  und  erhält  keinen  seitlichen  Antrieb.  Deshalb  wird 
i  glattes  Eorkstück  von  parallelepipedischem  Querschnitt  auf  einem  Streifen 
er  ein  glatter  Cylinder  in  einer  Bohre  nicht  verschoben.  Ein  konischer  Eork 
^egen  oSer  ein  wie  Fig.  226  gearbeitetes  Stück  wird  vermöge  seiner  Form 
lief  zusammengedrückt  und  deshalb  auch  einen  schiefen  Bückstoss  erfahren, 
d  die  vielfach  immer  in  derselben  Bichtung  wiederholten  Stösso  müssen  ein 
Iches  Stück  in  horizontaler  Bichtung  vorschieben.  Würde  der  Eork  die 
iwingende  Fläche  nur  in  einer  Linie  berühren ,  so  ging  die  Bewegung  nur 
{  zur  nächsten  Enotenlinie  der  Transversalschwingungen.  Da  er  aber  den 
ab  immer  in  einiger  Ausdehnung  berührt,  so  treffen  ihn,  auch  wenn  er  sich 
«r  einer  Eoiotenlinie  befindet,  die  Stösse  der  benachbarten  Wellen,  und  er 
wegt  sich  über  die  Enotenlinien  fort,  bis  zur  longitudinalen  Enotenlinie, 
>  die  Theile  des  Stabes  in  grösserer  Ausdehnung  in  Buhe  sind. 
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Nucb  tlicöcr  Kiklüning  tliT  bespiocbenen  Bewegang  ist  die  Hatar  des  b^ 
wugtcn  KOrpcri^  liui  dur  Bewegung  von  weEentlichem  Eioflass;  harte  KOrpa 
ilUrfen  nnch  derselben  keinti  Bewegung  oniKihmen;  in  der  Tbat  zeigte  Enndt, 
diisB  StUcku  von  Holz  oder  Metall  sieb  nicht  bewegiien,  doss  nur  solche  KSrpn 
sich  bewegen ,  wulcbt;  wie  Kork  und  Kautschuk  leicht  zusammendrOckbar  Biad. 

Ebenso  wiu  die  Longitudinalsehwingungen  immer  von  TroiUTeisaluhiriii- 
gungen  begleitet  aind ,  hO  treten  auch  in  den  meisten  Fülleit  bei  TranBreml- 
Schwingungen  einer  bestimmten  Periode  solche  anderer  Perioden  hinm. 
Wivlilich  einfucb  periodische  Schwingungen  entstehen  in  den  seltensten  VSSa. 
So  ist  auch  dii!  Bewegung  schwingender  Saiten,  wenn . dieselbe  durch  Znpfcii 
oder  Streichen  erregt  wird ,  fast  stets  eine  aus  sehr  verschiedenen  SchwingiiB' 
gen  /usamin  enge  setzte.  Um  die  Schwingungen  der  Saiten  zu  analysiren,  bedinl 
man  bich  entweder  iler  graphiüchen  Methode,  welche  zuerst  von  Savart  usd 
Duhamel  ')  angewandt  ist,  oder  des  Vibrationgmikroskopes  von  Liasajom. 
Erstere  Methode  beruht  darauf,  doss  man  den  schwingenden  Körper  mit 
einem  feinen  Stift  versieht  und  vor  demselben  einen  Cylinder  drebt,  dermh 
Ttuas  getichwftrzt  ist  fFig.  '227).    Die  Spitze  berührt  den  (Jylinder  tinr  gM 


k'icht.  Die  A<ie  des  Cylindev.s  ist  mit  einem  Scbraubengewind«  veiadiaii  * 
■lass  er  bfim  Drehen  sich  gleichzeitig  hebt  oder  senkt.  Wird  der  t^Iiii» 
gedreht,  vvenn  der  sehwingcnde  Körper,  etwa  ein  Stab,  sich  nicht  Ixwtgh 
so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Tylinder  eine  einfache  Sptrallinie ,  wenn  aber  Ar 

1}  JhilMiuir}.  l.'liihtitul.  ld4U.  |>-  tü'ii.  )■■  41. 
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Zwingt,  so  erhält  die  Spirallinie  eine  Wellenforin  und  jeder  Wolla 
bt  eine  Schwingung  des  Stabeis.  Wenn  der  Stab  in  einer  couiplicirton 
shwingt,  wenn  gleichzeitig  Schwingungen  verschiedener  Periode  voll- 
erden, £0  prägen  sich  dieselben  in  der  Welle  vollstUndig  aus,  da  die 
nandet'  stattfindenden  Bewegungen  sich  auf  dem  Cylinder  neben  oinan- 
'stellcn.  Mau  bekommt  auf  dem  bewussten  Cylinder  genau  die  Form 
bei  einer  schwingenden  Funktreilie  die  Beilie  bis  zu  dein  Punkte,  bis 
hem  sich  dieselbe  fori^epöanzt  bat,  annimmt '). 
s  Vibrationsmikroskop  benutzt  zur  Erkenntniss  der  Schwingungen  ein 
Mittel.    Sicht  man  durch  eine  ruhende  Lupe  einen  ruhenden  gllinzen- 


ikt  an,  ao  ursclieint  der  letztere  iu  Uuhe;  wird  aber  die  Lupe  rasch 

so  acheint  sich  der  Funkt  in  einer  der  Uewegungsrichtuug  der  Lupe 

;n  Richtung  zu  bewegen,  eine  Erscheinung,  die  wir  im  zweiten  Theile 

l.  Kimiij  in  Paria  verfertigt  unter  dem  Namen  Phonaiitographe  derartino 
e,  welche  zur  Abbildung  der  verschiedenen  Schwingungen  vorziigücli  gu- 
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besprochen  und  erklären  werden.  Wird  deshalb  eine  solche  Lape  in  eine  ein- 
fach schwingende  Bewegung  versetzt ,  so  scheint  der  Ponkt  in  derselben  Bid- 
tung  hin  und  her  zu  schwingen  und  man  sieht  statt  des  Punktes  ein^glftnzead« 
Linie.  Wird  nun  der  Punkt  gleichzeitig  in  einer  zu  der  erstem  senkreclitefi 
Bichtung  bewegt,  so  combinirt  sich  die  wirkliche  Bewegung  mit  der  scheiB- 
baren,  und  man  sieht  den  Punkt  die  Kurve  beschreiben,  welche  sich  als  die 
resultirende  der  beiden  einzelnen  Bewegungen  nach  den  Sätien  des  §.  121 
ergibt. 

Die  Form,  welche  Helmholtz  ^)  dem  Vibrationsmikroskop  g^ben,  zeigt 
Fig.  228.  Die  zur  Beobachtung  dienende  Lupe  ist  an  dem  Ende  einer  Zinb 
der  Stimmgabel  G  befestigt;  dieselbe  besteht  aus  Sammellinsen,  wie  sie  ab 
Objcctivlinsen  von  Mikroskopen  gebraucht  werden.  In  der  Oeflhnng  der  )it 
tallplatte,  welche  die  Stimmgabel  trägt,  ist  ein  Bohr  Jf  angalnncht,  inwd- 
chem  sich  eine  Ocularlinse  befindet,  und  die  so  eingestellt  wird,  dass  mai, 
während  die  Stimmgabel  nicht  schwingt,  den  auf  dem  schwingenden  Körper 
angebrachten  glänzenden  Punkt  scharf  sieht.  Durch  den  Elektromagnet  E, 
der  durch  intermittirende  elektiische  Ströme  periodisch  erregt  wird,  wird  dii 
Stimmgabel  in  verticale  Schwingungen  versetzt.  Der  Körper,  etwa  eine  Saite^ 
wird  dann  vor  dem  Mikroskop  so  aufgestellt,  dass  er  in  horiiont&Ier  Bichtoig 
schwingt  und  auf  demselben  gerade  vor  dem  Mikroskc^  etwa  dorch  Aufklebet 
eines  SiärkekÖmchens  ein  glänzender  Punkt  markirL 

Mit  Hülfe  des  Phonautographen  kann  man  sich  nun  leicht  übeneu^ 
dass  die  Schwingungen  einer  Saite ,  wenn  sie  durch  einen  einfachen  vertiala 
Schlag  bewegt  wird,  sehr  zusammengesetzter  Natur  sind.  Dass  stets  a 
den  langsamsten  Schwingungen  noch  eine  Beihe  anderer  auftreten,  und  zwir 
je  nach  der  Stelle ,  wo  geschlagen  wird ,  verschiedene.  1^,  229  zeigt  Ott 
Anzahl  von  schwingenden  Saiten  beschriebener  Curven,  welche  ich  meinet; 
Freunde  Quincke  verdanke;  dieselben  entstehen,  wenn  die  Saiten  an  derdi 
den  ersten  Bruch  angegebenen  Stelle ,  also  Yj  i  Vs  ^^  ^^^  ^^™  ^^^ 
geschlagen  oder  gezupft  werden,  und  wenn  der  Schreibstift  an  der  dnrelida 
eingeklammerten  Bruch  angedeuteten  Stolle  befestigt  wird.  Nur  die  er^ 
Kurve  (Fig.  229  a) ,  welche  erhalten  wird ,  wenn  man  die  Saite  in  der  MÄ 
zupft  und  den  Schreibstift  in  ^3  der  Saitenlänge  bringt,  entspricht  nabeio  eir 
fachen  Schwingungen,  alle  übrigen  sind  mehr  oder  wehiger  zusanunengesetri; 
die  Anzahl  der  gleichzeitigen  Schwingungen ,  die  in  der  Saito  vorhanden  soA 
ist  um  so  grösser,  je  näher  dem  Ende  man  die  Saito  zupft,  wie  eine  Betixk* 
tung  der  gezeichneten  Kurven  b,  c  etc.  ergibt,  bei  denen  allen  der  Schreibt 
sich  in  der  Mitte  der  Saito  befand.  Es  ergibt  sich  das  auch  aus  der  Üebtf^ 
legung,  dass  bei  dem  Schlagen  einer  bestimmten  Stelle  alle  die  SchwisgoQg» 
auftreten,  welche  an  der  geschlagenen  Stello  keinen  Knotenpunkt  haben,  ttv 
ilass  der  Schreibstift  von  allen  in  der  Saite  vorhandenen  Schwingungen  a* 


1)  JJelmliolts,  Lehre  von  den  Tonempiiuduugen.  Braunschweig  1863.  \*.l$^ 
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1  nicht  aufzeichnet,  welche  t>n  der  Befesti^ogsatelle  einpn  Knot«i)- 
snkt  hftben. 
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Das  ist  auch  der  Gnmd,  weshalb  die  Kurve  a  last  nur  eine  einfache 
Sniukurve  ist;  denn  wird  die  Saite  in  der^Mitte  geschlagen,  so  kann  sich 
tine  Schwingung  mit  der  Zahl  2n  bilden ,  wenn  wir  jene  der  langsamsten 
dt  1  bezeichnen.  Da  der  Schreibstift  nun  in  '/,  angebracht  ist,  so  kann  der- 
11»  keine  der  Schwingungen  3n  angeben,  da  alle  diese  an  der  Stelle  einen 
Ootenpnnkt  haben.  Nur  die  Schwingungen  6n,  7n,  lln  etc.  können  ge- 
Lehnet  werden;  dieselben  sind  indess  so  schwach,  dass  sie  an  der  Kurve 
•nm  mehr  zu  erkennen  sind. 

Die  Kurve  b  enthält  im  wesentlichen  dieselben  Schwingungsarten;  hier 
>imen  die  Schwingungen  3n  nicht  auftreten,  die  2n  nicht  gezeichnet  werden. 

Eine  weitere  Besprechung  der  Kurven  im  einzelnen  wird  nicht  crforder- 
>3i  sein,  da  die  oben  aufgestellten  Sätze  leicht  die  in  jeder  vorhandenen 
^liwingungcn  erkennen  lassen. 

Helniholtz ')  hat  über  die  zusamfhengesetztcn  Schwingungen  der  Saiten, 
atin  sie  geschlagen  oder  gezupft  worden,  ausführliche  theoretische  und  ex- 


1)  BelnthoUe,  Lehre  ^ 
Idp.  663. 


1  dcD  TonempfiDduDgcu.  Braunscbweig  1863.  p.  126  ff. 
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perimentelle  Untersuchungen  angestellt.  Als  allgemeinos  Resultat  hat  Bich 
dabei  ergeben,  dass  die  Intensität  und  Anzahl  der  in  den  zusammengesetzten 
vorhandenen  Einzelschwingungön  ausser  von  der  Stelle,  wo  die  Saite  ange- 
schlagen ist,  von  der  Art  und  Dauer  des  Anschlags,  sowie  von  der  Dicke, 
Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite  abhängt.  Wir  werden  auf  diese  Fragen  im 
nächsten  Abschnitte  nochmals  zurückkommen.   (Man  sehe  §.  155.) 

Sehr  viel  complicirter  sind  die  Schwingungen  einer  Saite,  wenn  dieselbe 
nicht  geschlagen  oder  gezupft,   sondern  mit  einem  Bogen  gestrichen  wird. 
Hclmholtz^)   hat  das  Vibrationsmikroskop   vorzugsweise  benutzt,    um  die 
Schwingimgen  einer  Violinsaite  zu  studiren ,  welche  in  gewönlicher  Weise  in 
der  Nähe  des  Steges  mit  dem  Bogen  gestrichen  wird.    Die  Schwingungsfigar, 
welche  die  Mitte  der  Saite  dann  zeigte,  wenn  die  Saite  einen  reinen  vollex». 
Ton  gab,  ein  Beweis,  dass  die  Schwingungen  ganz  regelmässig  waren,  ist  Ln 
Fig.  230  abgebildet,  für  den  Fall,  dass  die  Schwingungszahlen  der  Saite  uil^^ 
der  Gabel  ganz  genau  gleich  waren.    Fig.  230  a  zeigt  die  f^gur,   wenn  dm«^ 


/ 


Schwingungen  ohne  Phiisendifferenz  süitifanden ,  b  wenn  die  vertical  schwii 
gendo  Gabel  y,o,    c  wenn  sie  Yi2>    ^^  wenn  sie  'Vi?  Schwingung  voraus  \>^" 
Dabei  ist  die  Bewegung  uh  ohne  Phu.sendifferenz  vorausgesetzt,  wenn  dieselt»^ 
gleichzeitig  nach  rechts  und  oben  geht,  und  angenommen,  dass  beide  Ampl^' 
tuden  gleich  sind.    Die  Figuren  zoigcJi*ohnc  Weiteres,  dass  die  Schwingung 
der  Saite  keine  einfache  ist,  denn  dann  müsstcn  nach  §.  123  die  Fig.  a  ein*^ 
gerade  um   15"  gegen  <lie  horizontivle  geneigte  Linie,  h  und  e  Ellipsen,  d  (^ 


1 )  JIehnhoUz,  Lehre  von  den  Tonenii)tin<hmgcn.  Hraunschweig  1863.  p.  140. 
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täa  aein.  Welcher  Art  die  Bewegung  der  S&ite  hiernach  ist,  das  ergibt 
I  nntersnchnng,  wie  die  Bewegung  beschaffen  seinmnas,  welche  mit  einer 
i&cfaen  Schwingung  zusammengesetzt,  obige  Scbwingungsfiguren  liefert, 
ibei  ergibt  sich  das  Qberroschencle  Resultat,  dass  die  Sait«  zwischen  ihren 
S8erst«n  Lagen  sich  mit  ganz  conetanter  Geschwindigkeit  hin  und  her  be- 
^L  Dass  in  der  That  obige  Scbwingungafiguren  aus  einer  veiticalen  ein- 
dhen  Schwingung  und  einer  horizontalen  mit  gloichfltrmigor  Oeschwindig- 
ithin  und  her  gehenden  Bewegung  üich  ergeb«»i,  das  zeigt  die  Construction 
{.  231a,  welche  die  Fig.  230a  und  b,  und  Flg.  231b,  welche  Fig.  230c 
d  d  liefert.    Die  Construction  ist  der  in  §.  1 17  angewandten  ganz  analog. 


r 

n   7 

A 

^i" 

>< 

k^ 

/ 

1 

A< 

'/ 

/ 

/f^ 

^ 

0  y 

1 

k  die  einfachen  Schwingungen  in  ihrer  einzelnen  Phase  darzustellen,  ist  um 
i  Mittelpunkt  0  mit  der  Amplitude  der  Schwingungen  ein  Ereis  gezogen 
1  dieser  in  zwölf  gleiche  Theile  getheilt.   Entsprechend  der  Gleichung 

//  =  a  ■  .in  2™  ^ 

»en  dann  auf  dem  verticalen  Durchmesser  die  Sinus  dieser  Bögen  Oa,  Oß  . . 

von  dem  Vibmtionsmikroskopc  in  '/,j  3",  Vi?  ^  ■■  zurückgelegten  Woge, 
■y  a ,  ß,  ■/  ..  die  Lage  des  einfach  schwingenden  Punktes  in  den  angegebe- 
i  Momenten.  Der  horizontale  Durchmesser  ist  in  sechs  gleiche  Thcil«  ge- 
ilt, so  dasü  a,  h,  c  die  Lage  des  mit  gleichförmiger  Bewegung  horizontal 
iwingenden  Punkte;«  nach  '/u  ^>  Vi?  jf --  angibt.  Bewegt  sich  der  Punkt 
ib  beiden  Kichtungen,  so  ist  die  Lage,  wenn  keine  Phnscndiffcrenz  vor- 
nden  ist,  zu  den  Zeiten  V,j  T,  Vn  T  ...  durch  0,  ua,  ßh  etc.  gegeben, 
an  die  PhasendifTcrenz  '/u  ^beträgt,  durch  a,  ßa,  yh,  ßc  etc.,  er  ist  nach 
r  Tcrticalen  jedesmal  '/,j  voraus.  Die  Verbind iingsl in ien  der  so  erhaltenen 
izelnen  Punkte  geben  dann  die  Bahn  desselben,  und  man  sieht,  doss  die  so 

Kg.  231  constiuirten  Kurven  mit  den  in  Fig.  230  abgebildeten  iden- 
cb  sind. 
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ZuBammengeseizte  Schwingungen  von  Saiten. 


f.  139. 


Man  kann  auch  direkt  durch  die  graphische  Methode  nachweisen,  dm 
die  Mitte  einer  nahe  ihrem  £nde  gestrichenen  Saite  mit  gleichf5rmiger  G^ 
schwindigkeit  hin  und  her  geht.  Die  Schwingungskurven  müssen  dann  gega 
die  horizontale  gleichgeneigte  auf  und  ab  steigende  gerade  Linien  sein.  Dis 
das,  abgesehen  von  kleinen  durch  Unregelmässigkeiten  der  Bewegung  be- 
rührenden Kräuselungen ,  der  Fall  ist ,  zeigt  Fig.  232 ,  welche  die  von  der 
Mitte  der  Saite  aufgezeichnete  Figur  gibt,  als  der  Bogen  Yjo  ^®^  SaitenUnge 

Fig.  232. 


von  dem  einen  Ende  aufgesetzt  war.  Auch  diese  Zeichnung  verdanke  ichmei>| 
nem  Freunde  Quincke.  Auf  die  Kräuselungen  werden  wir  an  einer  andenij 
Stelle  zurückkommen. 

Welche  Schwingungen  alle  in  der  Saite  vorhanden  sein  müssen,  undiral> 
ches  Verhältniss  zwischen  den  einzelnen  Amplituden  vorhanden  sein  muss,  \d 
Helmholtz  ^)  untersucht.  Wir  begnügen  uns ,  das  Resultat  der  ünter8n€bQBg 
mitzuth eilen,  nach  welchem  gleichzeitig  alle  Schwingungen,  die  in  derSaÜi 
möglich  sind,  auftreten.  Ist  die  Amplitude  der  langsamsten  Schwingungen  1| 
so  ist  die  der  folgenden,  deren  Zahl  gleich  2  ist,  gleich  74»  ^^^  der  dritta 
mit  der  Schwingungszahl  3  gleich  Yg ,   allgemein  die  der  n .  mit  der  Sdiwir 

gungszahl  n  gleich  -^  *    Das  Zusammenwirken  aller  dieser  Sch¥ringungen 

zeugt  eben  die  gleichförmige  Bewegung. 

Die  in  §.  123  und  124  besprochenen  Schwingungsformen ,  wenn  hm 
transversale  zu  einander  senkrechte  Bewegungen  gleichzeitig  auf  einen  Pott 
einwirken,  kann  man  leicht  an  transversal  schwingenden  Stäben  oMti^ 
deren  Ende  man  mit  einem  glänzenden  Punkte  versieht.    Nimmt  man  eistf 

Stab  mit  quadratischem  Querschnitt,  so  kann  mm  £> 
Schwingungsfiguren  des  §.  123  leicht  wülkührlieh  Ifi- 
stellen. 

Sei  ac  (Fig.  233)  der  quadratische  Qnenctai 
des  Stabes ,  stossen  wir  ihn  in  der  Bichtong  OX  4 
so  wird  er  in  dieser  Bichtong  schwingen,  und  if 
glänzende  Punkt  eine  Linie  parallel  OX  zeigen.  StofiMi 
wir  ihn  parallel  OY,  so  erhalten  wir  die.  g]taJi9if 
Linie  parallel  OY.  Da  die  Dicke  des  Stabes  o^"^^ 
ist,  so  sind  die  Schwingungen  nach  beiden Richtm^ 
isochron.    Stossen  wir  nun  das  Stäbchen  in  irgend  einer  andern  Bichtong«  ' 


Fig.  233. 


1)  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonemplindungen.  Q^unschweig  186S.  p.  142 ■» 
p.  575. 
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können  wir  die  dann  stattfindende  Bewegung  als  zusammengesetzt  ansehen 
aus  einer  parallel  OX  und  einer  parallel  OY]  wir  erhalten,  da  dann  die  beiden 
Bewegungen  ohne  Phasendifferenz  sind,  eine  gerade  Linie,  welche  unter 
irgend  einem  Winkel  gegen  OX  geneigt  ist. 

Ertheilen  wir  dagegen  dem  Stäbchen  eine  Bewegung  parallel  der  einen 
Bichtung,  etwa  OX,  und  geben  dann  dem  schwingenden  Stabe  einen  Stoss 
nach  OF,  so  treten  Ellipsen  auf,  deren  Gestalt  von  der  Phasendifferenz  ab- 
hfingt,  welche  die  beiden  Bewegungen  dann  haben.  Wir  erhalten  dann  z.  B. 
die  Ellipse  "Big,  194  und,  von  oben  angesehen,  eine  Bewegung  des  Enöpf- 
cbens  entgegengesetzt  der  des  Zeigers  einer  ühr,  wenn  wir  das  Stäbchen  in 
der  Bichtong  nach  Y  stossen,  wenn  es  nach  X  hin  ^4  seines  Weges  zurück- 
gelegt  hat,  einen  Kreis,  wenn  wir  es  in  dem  Augenblicke,  wo  es  den  gröss- 
,ten  Abstand  nach  X  erreicht  hat,  ebenso  stark  nach  Y  stossen,  wie  vorher 
nach  X  hin.  Stossen  wir  das  Stäbchen  nach  Y  hin ,  wenn  es  %  seines  Weges 
nach  der  entgegengesetzten  Seite,  nach  —  X  hin  zurückgelegt  hat,  so  erhal- 
ten wir  die  Ellipse  (Fig.  19G)  und  die  Bewegung  ist  von  der  Linken  zur 
Iahten  im  Sinne  des  Zeigers  einer  ühr. 

Wenn  das  Stäbchen  nach  der  einen  Richtung  ah  dicker  ist  als  nach  der 
^'i^dem,  so  geschehen  die  Schwingungen  nach  Y  rascher  als  nach  X,  Ist  der 
Untorschied  nur  sehr  unbedeutend ,  so  dass  die  Schwingung  nach  Y  nur  sehr 
Wenig  rascher  ist,  so  hat  das,  wemi  wir  den  Stab  in  einer  gegen  OX  und  OY 
Creneigten  Sichtung  stossen,  denselben  Erfolg,  als  wenn  wir  bei  gleicher 
Oscillationsdauer  nach  und  nach  die  verschiedenen  Phasendifferenzen  hervor- 
brUchten;  wir  sehen  deshalb  nach  und  nach  alle  die  Figuren  entstehen,  die 
^ir  §,  123  ableiteten.  Itei  der  ersten  Schwingung,  wenn  wir  den  Stab  nach  P 
uinstossen ,  sehen  wir  eine  Linie  parallel  OP,  Die  Schwingung  nach  der  posi- 
tiven Seite  der  Y  beginnt  dann  zum  zweitenmal  etwas  früher  als  die  nach  X, 
die  gerade  Linie  geht  daher  in  eine  sehr  flache  Ellipse  über,  der  Punkt  dreht 
*icli  wie  der  Zeiger  einer  ühr,  die  grosse;  Axc  der  Ellipse  liegt  im  Quadran- 
ten YOX. 

Bei  den  folgenden  Schwingungen  wird  die  Phasendifferenz  immer  grösser, 
***  die  Schwingung  nach  Y  immer  mehr  voreilt,  die  Ellipse  wird  daher  an- 
^^gs  immer  weniger  flach ,  geht  einen  Augenblick  in  einen  Kreis  über  und 
^^t  sich  dann  wieder  a]>,  aber  so,  dass  jetzt  die  grosse  Axe  in  dem  Qua- 
dftttiten  YO  —  X  sich  befindet.  Bei  weiterer  Phasendiflerenz  wird  die  Ellipse 
nieder  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zu  OP  ist  u.  s.  f.,  es  treten  alle  die 
I^lgoren  nach  einander  auf,  welche,  wie  wir  sahen,  bei  Stäben  mit  quadrati- 
schem Querschnitt  durch  verschiedenes  Stossen  erzeugt  werden  können. 

Ist  der  unterschied  der  Dicke  bedeutend,   so  erhält  man  die  in  §.  124 

besprochenen  Figuren;   macht  der  Stab  nach   Y  z.  B.  zwei  Schwingimgen, 

nach  X  eine,  so  erhält  man  je  nach  der  Phasendifl'erenz  die  Kurven  Fig.  200, 

und  ist  das  Verhältniss  nicht  genau  t  :  2,  so  liekommt  man  nach  und  nach 

die  dort  besprochenen  Kurven. 
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j.  1» 


Das  Kaleidopboti  odur  pbonisclitj  Kaleidoskop  von  Wheatstonu ')  uigl 
diese  Kurven  und  ausser  diesen  manche  aus  oudem  SchwingungsverhEtliÜMi 
zusommGQgi'setzt« ;  der  Apparat  besteht  aus  mehreren  Stfibchen  mit  gtSmenda 
Spitzen,  die  nach  den  beiden  Richtungen  ihres  QuerscLnitta  von  verschiedaa 
Dimensionen  sind.  Kine  recht  bubscbu  Verbesserung  des  Wheatstone'sdia 
ist  das  Uni  Versal  kaleidophon ,    welches  zuerst  von  Lippich  ^    i 


■■■■■ 

"IHHI 

Dasselbe  besteht  aus  zwei  federnden  Metallstreifen ;  der  eine  grössere  wird  • 
einen  Tisch  angeklemmt,  und  der  kleinere  wird  mit  einer  Klemme  u  ^ 
obere  Ende  des  grSssem  m  befestigt,  dass  seine  Ebene  senkrecht  ist  f 
Ebene  des  grfissei-n.  Am  obem  Ende  des  kleinem  ist  ein  hell  polirtes  Mi**-: 
knOpfchen  angebracht.  Der  kleinere  Streifen  ist  in  seiner  Klemme  vera^ 
bor,  so  dass  man  diu  Länge  des  frei  schwingenden  obem  Endes  tatä  äi^ 
die  Scliwingungsdauer  beliebig  variiren  kann.  Lftsst  man  nun  die  mitereFdl' 

1)  Mlieatflonc,  CJuarterly  Joiiniiil  of  scituice  etc.  new  series  Kr.  11,  U'Ar  ■ 
Schweigger- SeidersJabrbiieli.  Bd.  60. 

2)  Lipiiidi,  Sitzungsbericht«  der  Wiener  Akademie.  Ud.  XLV.  Poggend  Ami 
iJd.  CXVII,  Fast  gleichzeitig  hat  Melde  einen  ebenaolehen  Apparat  aogegelwi  ™ 
ihm  den  oben  acceptirten  Namen  Uaiverüalkaleidophou  beigelegt  Poggend.  ii^ 
Bd.  CXV. 
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ükm  schwingen ,  so  bewegt  sich  das  Knöpfchen  mit  derselben  nach  der  einen, 
wwegt  sich  die  obere  allein,  so  schwingt  das  Knöpfchen  nach  der  zur  ersteren 
ifliikrechten  Richtung.  Lässt  man  die  untere  Feder  schwingen,  und  stösst 
^chzeitig  die  obere ,  so  erhält  man  die  aus  beiden  Bewegungen  resultirende 
ijirve,  deren  Form  von  dem  Schwingungsverhältniss  und  der  Phasendifferenz 
hr  Einzelbewegongen  abhängt. 

Schliesslich  bietet  das  Yibrationsmikroskop  ein  vorzügliches  Mittel  zur 
ieobachtong  der  Schwingungskurven,  indem  man  als  schwingenden  Körper 
ine  Stimingabel  anwendet,  deren  Schwingungszahlen  zu  der  des  Mikroskops 
1  ]Zg0Bd  einem  YerhAtniss  stehen.  Diese  Beobachtungsweise  ist  im  Princip 
ajeaigeii  von  Liss^jous  ^)  gleich  bei  seiner  grossen  Untersuchung  über  die 
chwmgimgen,  auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitt  nochmals  zurückkom- 
len.  In  Fig.  234  sind  eine  Anzahl  der  von  Lissajous  gegebenen  Kurven 
titgetihflOt;  die  YerhtQtnisse  der  componirenden  Einzelschwingungen  sind 
eben  jeder  Beihe  angegeben.  Sind  die  Schwingungs Verhältnisse  nicht  ganz 
nun  die  angegebenen,  so  sieht  man  die  in  jeder  Reihe  dargestellton  Kurven 
idi  riamder  auftreten. 


Drittes  Kapitel. 
Wellenbewegung  flüssiger  nnd  gasformiger  Körper. 

§.  140. 

laongitudinale  Wellen  in  Flüssigkeiten  und  Oasen.  Gase  und 
Isaigkeiten  haben,  wie  wir  sahen,  keine  selbständige  Gestalt;  in  ihnen 
mcn  daher  in  Folge  der  Elasticität  keine  schwingenden  Bewegungen  ent- 
lieHy  welche  mit  einer  Qestaltsänderung  des  Körpers  verbunden  sind,  keine 
üBTersalen  Schwingungen.  Da  aber  die  Flüssigkeiten  ein  selbständiges  Vo- 
len  haben  und,  wie  wir  früher  sahen,  elastisch  sind,  und  da  ebenso  die 
ft  in  Folge  des  Druckes,  unter  dem  sie  an  der  Erdoberfläche  steht,  eine 
.timmte  Dichtigkeit  und  Elasticität  hat,  so  können  in  beiden  longitudinale 
»llen  bestehen  und  sich  fortpflanzen. 

Da  das  Wasser  sowohl  als  die  Luft,  als  T3rpus  der  tropfbar  und  elastisch 
ssigen  Körper,  homogen  und  isotrop  sind,  so  müssen  nach  dem  Frühem  die 
einer  Stelle  im  Innern  derselben  erregten  Wellen  sich  in  der  Form  von 
geln  ausbreiten. 

Um  von  der  Entstehung  und  Fortpflanzung  dieser  Wellen  ein  deutliches 
d  zn  erhalten,  denken  wir  uns  eine  Kugel  C  (Fig.  235)  im  Innern  einer 
issigkeit  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt,  so  doss  also  die  Kugel 
b  in  rascher  Folge  abwechselnd  vergrössero  und  verkleinere.     Eine  Vcr- 

I)  Li88C{fou$t  Annales  de  chim.  et  de  pbys.  111.  Sdr.  T.  LI. 
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grOsserung  der  Kugel  vtrd  nun  alle  die  Kugel  rings  umgebenden  Flfissigkäti- 
theile  in  der  Biclitung  der  Badien  fortstossen ,  also  diesen  Theilchen  eine  rogi 
f  jg,  j3^  von  der  Kugel  for%erichtete  Bewegog 

ertheilen.  In  Folge  dieser  nBch  huki 
gerichteten  Bewegung  tritt  nun  rings  n 
die  Kugel  eine  Terdichtnng  der  Flflaig' 
keit  ein,  und  in  Folge  dieser  YerÜA 
tung  Übt  diese  FlOsBigkeitsscliicbl  tif 
die  folgenden  einen  starkem  Druck  v« 
innen  nach  ausste  als  omgekehit  & 
umgebende  Flflssigkeit  von  auBsen  oA 
innen  entgegendrUckL  Daraus  eigU 
sich  denn ,  daes  diese  fortBchrdteitde  fi» 
wegung  sich  rings,  um  die  Kngd 
weiter  ansbreitet 

Hat  die  Kugel  dos  Maximum  ihrer  Ausdehnung  erreicht ,  so  zieht  ue  ai 
wieder  zusammen.  In  den  durch  diese  Zusnmmenziehung  entstehesdea  I 
Raum  wird  nun  wegen  des  Drucke»  der  Umgebung  die  Flüssigkeit  von 
Seiten  her  sich  hineinbegeben ;  die  Flüssigkeitüschicht  erhält  also  rings  ni 
Kugel  eine  rUckgUngige  Bewegung.  Dadurch  tritt  nun  rings  um  die  Kip 
eine  Verdünnung  ein ,  und  wogen  dieser  Verdtinnung  erhalten  auch  die  tt 
gcnden  Schichten  eine  rltckgängige  Bewegung.  Die  Verdfinnnng  und 
die  rUckgüngigo  Bewegung  pflAn?.t  sich,  auf  die  Verdichtung  und 
t«nde  Bewegung  folgend,  somit  gerade  so  um  die  Kugel  fort  wie  die 

Durch  die  Vibrationen  der  Kugel  gelangen  also  znnttclist  die  YlHaä^ai^ 
theile,  welche  unmittelbar  an  der  Kugel  an  liegen,  in  eine  schwingendtfr 
wegung  nnd  diese  schwingende  Bewegung  pflanzt  sich  anf  jedem  Badini 
Kugel,  die  wir  um  den  Mittelpunkt  der  Kugel  C  nns  gelegt  denken,  fort  fit 
die  Schwingungen  in  den  früher  betrachteten  Punktroilien ,  wie  die  lonpt»* 
naien  Schwingungen  in  den  Stfiben  der  festen  KQrper. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  in  einer  Flüssigkeit,  sei  sie  tropAi 
oder  elastisch  flflssi;^,  sind  also  ein  Fall  der  früher  betrachtet«ii  Fortpflui^ 
einer  Wellenbewegung  in  einem  elastischen  I'unktsjrsteme.  Beteicbiii 
einer  continuirlichcn  Schwingung  die  Kreise  a  und  a'  die  Stellen,  in 
die  Funkte  in  den  gleichen  Phasen  der  Bewegung  sind,  wo  sie  z.  B.  ilir*ft* 
schreitende  Bewegung,  in  (i  zum  ersten  Mate,  in  a'  zum  zweiten  Malebef'' 
nen,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Kreise  eine  Wellenlänge,  und  txSif 
Strecke  aa'  sind  alle  Oscillationsphasen  vertreten.  Der  Kreis  h  hewidi^ 
dann  alle  die  Punkte  rings  um  die  Kugel ,  welche  eine  halbe  OseilWi»  * 
rOckgelegt  haben,  und  gerade  im  Begriffe  sind,  von  der  Gleichgewifhtdip 
aus  ilire  rUckachreitende  Bewegung  zu  beginnen.  Bezeichnen  wir  deinS> 
auch  hier  jene  Strecke  der  Radien ,  in  denen  sich  die  FlflsaigkeitetboldeB  « 
der  einen  Seil*  ihrer  Gleichgewichtslage  befinden,  als  Wellenberg,  jownW 
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I  de  Bich  auf  der  andern  befinden ,  als  Wellenthal ,  so  sind  die  Strecken  &a, 
»'Wellenberge,  die  Strecken  ba\  Vc  Wellenthäler. 

Da  diese  longitudinalen  Wellen  nur  in  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten 
en  Grund  haben  und  durch  die  zwischen  den  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen 
ttige  elastische  Kraft  fortgepflanzt  werden ,  so  können  wir  zur  Bestimmung 
r  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  unmittelbar  unsere  früher  erhaltene  Glei- 
ing  anwenden 

c  =  C.]/J, 

rin  e  die  ^^tische  Kraft  und  d  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  der  früher 
rtimten  Weise  bedeuten. 

Um  demnach  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  erhalten ,  haben  wir 
'  diese  beiden  Grössen  für  diese  speciellen  Fälle  zu  bestinomen.  Beginnen 
mit  den  tropfbaren  Flüssigkeiten. 

Die  Grösse  e  bedeutet  die  elastische  KrafI; ,  mit  der  die  in  der  Richtung 
Radien  genäherten  TheUe  sich  einander  abstossen ,  oder  die  von  einander 
femten  Theile  sich  wiederum  anziehen.  Denken  wir  uns  demnach  eine 
saigkeitssäule  in  einem  GefUsse  eingeschlossen,  dessen  Wände  sich  nicht 
dehnen  können,  und  durch  äussern  Druck  die  Flüssigkeitstheilchen  sich 
fthert,  so  wird  die  elastische  Kraft  in  diesem  Falle  das  Maass  der  Grösse  e 
i,  da  auch  hier  nur  eine  Ausdehnung  und  Zusanmiendrückung  nach  der 
htung  der  Radien  stattfinden  kann ,  weil  jeder  Flüssigkeitsfaden  von  der 
^benden  Flüssigkeit  eingeschlossen  ist. 

Wir  sahen  nun  früher,  dass  die  Flüssigkeiten  compressibel  sind,  und 
B  die  Volumverminderung  in  Bruchtheilen  des  ursprünglichen  Volumens 
gedrückt,  Vy  proportional  ist  dem  äussern  Drucke.  Nennen  wir  den  Com- 
Bsionscoefficienten ,  die  Volumverminderung  für  die  Zunahme  des  Druckes 
3r  Atmosphäre  fi ,  so  ist  ftlr  P  Atmosphären 

V  =  flP. 

Ist  die  Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  mit  unausdehnsamen  Wänden  ein- 
chlossen,  so  tritt  die  Volumverminderung  nur  als  eine  Verkürzung  der 
ssigkeitssäule  auf.  War  nun  die  ursprüngliche  Länge  der  Flüssigkeits- 
le  l  und  ist  ihre  Länge  nach  der  Compression  gleich  l\  so  ist,  wenn  der 
srschnitt  der  Flüssigkeitssäule  gleich  q  ist, 

Iq  —  Vq       l  —  V        *. 

m  wir  die  Aenderung  der  Länge   in  Bruchtheilen  derselben  mit  6  be- 
jbnen. 
Wir  erhalten  somit 

Die  elastische  Kraft,  mit  der  diese  verkürzte  Flüssigkeitssäule  sich  wieder 
d  zu  verlängern  sucht,  ist  nun  der  zusammendrückenden  Kraft  an  Grösse 
tau  gleich,  oder 
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P  =  -S 

gibt  uns  in  Atmosphären  den  Druck  an ,  mit  welchem  die  verkürzte  SSule  i^icb 
wieder  ausdehnen  will.    Wir  sehen,  diese  Kraft  ist  der  Verkürzung,  welche 

die  Säule  erlitten  hat,  proportional,  der  Coefficient  — ,  mit  dem  die  Verkttr- 

zung  zu  multipliciren  ist,   um  die  Kraft  zu  erhalten,   mit  welcher  ^e  ve^ 

kürzte  Säule  sich  auszudehnen  sucht,  ist  daher  das  Maass  der  elastischen  Kraft 

der  Flüssigkeit,  oder 

_  ^ 

in  Atmosphären.  Um  dieselbe  in  Gewichten  auszudrücken,  sei  11  die  HöIm 
einer  Quecksilbersäule,  welche  denselben  Druck  ausübt  als  die  Atmosphäre, 
und  c  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers.   Dann  ist  in  Gewichten 

H  ,q  ,a 

e  = 

Wir  haben  demnach  für  e  diesen  Ausdruck  einzusetzen. 
Die  Grösse  d  ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der  schwingenden  Flfls^i^ 
keitssäule,  ist  demnach  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  5,  so  ist 

9 
und  somit,  wenn  wir  beide  Ausdrücke  in  unsere  Gleichung  für  c  einsetzen, 

r       fi .  8 
Wir  können  auch  diesem  Ausdrucke  gerade  wie  dem  frühem  für  d» 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen   in  festen  Körpen 
eine  andere  Form  geben. 

Beachten  wir  nämlich,  dass  wegen 

6  =  (iP 

fi  die  Verkürzung  der  Längeneinheit  der  Flüssigkeitssäule  für  den  Druck  einr 
Atmosphäre  oder  den  Druck  einer  Quecksilbersäule  H  ist,  und  dass  die  Vr 
kürzung  dem  äussern  Drucke  proportional  ist,  so  folgt  für  die  VerkÜnang'' 
der  Längeneinheit  durch  den  Druck  von  1  Meter  Quecksilber 


^'  :  fi  =  1  ;  //;    J'  =?=  |ii  •  ^ 


und  femer  für  die  Verkürzung  d"  durch  den  Dmck  einer  Säule  derjenig« 
Flüssigkeit,  in  welcher  die  Wellenbewegimg  stattfindet, 

indem  das  Gewicht  einer  solchen  Säule  nur  -    von  dem  des  Quecksilbers  ui 
Der  Ausdmck  unter  dem  Wurzelzeichen  ist  demnach 
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oder 

c=C'j/f, 

wir  erhalten  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  longitudinalen  Wellen- 
bewegung in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit,  wenn  wir  die  Beschleunigung  beim 
freien  Fall  durch  die  Verkürzung  dividiren ,  welche  eine  Flüssigkeitssäule  von 
der  Länge  eines  Meter  durch  ihr  eigenes  Gewicht  erfährt  und  die  Quadrat- 
wurzel aus  diesem  Quotienten  mit  C  multipliciren. 

Die  Constante  C  ist  auch  hier  wieder  gleich  1  zu  setzen,  sowohl  nach 
den  Entwicklungen  des  §.  122,  da  die  Bewegung  eine  longitudinale,  die  dort 
eingeführte  Grösse  a  also  gleich  1  ist  ^) ,  als  nach  den  Versuchen  von  Colladon 
nnd  Sturm  ') ,  auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitt  zurückkommen  werden. 

So  erhalten  wir  für  Wasser: 

|tA  =    0,0000499  bei  V* , 
g=     9,808, 

n=  0,700, 

<5  =  13,698, 
S=     1 


/^ 


,808  .  0,76  .  13,59  .  10000000  ^  j«-  « 

=  14^4,8. 
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Die  Versuche  von  Colladon  und  Sturm  ergaben 

•c  =  1435. 

Der  Unterschied  dieser  beiden  Zahlen  erreicht  nicht  ein  Procent. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  den 
elastischen  Flüssigkeiten  ist  noch  leichter  zu  erhalten.  Wir  haben  auch  hier 
^eder  unter  c  die  Kraft  zu  verstehen,  mit  der  eine  Säule  des  Gases,  wenn 
sie  verkürzt  ist,  sich  auszudehnen  sucht. 

Die  Gase  ha1)en  überhaupt  kein  selbständiges  Volum ,  dasselbe  hängt  nur 
»b  von  dem  Drucke ,  unter  welchem  dieselben  stehen ;  bei  einer  Vermehrung 
d€8  Druckes  ist  die  Verminderung  des  Volums  einfach  der  Vermehrung  des 
I>rackes  gleich.  Da  somit  eine  Vermehrung  des  Druckes  auf  das  Doppelte 
ttoch  eine  Volumverminderung  der  Gase  um  die  Hälfte,  oder  die  Verkürzung 
einer  in  einem  unausdehnsamen  Cylinder  enthaltenen  Gassäule  auf  die  Hälfte 
hervorbringt,  so  folgt,  dass  der  Druck,  unter  welchem  sich  ein  Gas  befindet, 
das  Maass  seiner  Elasticität  ist.  Wie  wir  bei  der  Lehre  von  den  Gasen  sahen, 
ist  ja  auch  die  Kraft,  mit  welcher  die  Gase  sich  auszudehnen  suchen,  immer 
gleich  dem  Drucke,  unter  welchem  sie  stehen.  Befindet  sieh  demnach  das  Gas 
unter  dem  Drucke  von  H  Meter  Quecksilber ,  so  ist 

1)  Man  sehe  auch  Poisswx^  Traite  de  M^canique.  Li  vre  sixieme.  chap.  U.  §.  C67. 

2)  Cöttadon  und  Sturm,  Annale«  de  chim.  et  de  phyg.  Tom  XXXVI.    Poggen- 
dorff*!  Annal.  Bd.  XII. 

34* 


532  Fortpflanzung  longitudinaler  Wellen  in  Gaaen.  §.  140. 

Setzen  wir  eine  Luftsäule  von  dem  Querschnitte  1  voraus,  so  ist  dieser 
Druck ,  oder  die  ihm  gleiche  Elasticität  des  Gases  in  Gewichten 

e  =  Hc, 

Für  d  haben  wir  dann  die  Masse  der  Längeneinheit  dieser  LuftaSole  ein- 
zusetzen.  Ist  s  die  Dichtigkeit  der  Luft,  so  ist 

s 

Die  Dichtigkeit  v<;  ist  diejenige  des  Gases  unter  dem  Drucke  Jf.  Nennei 
wir  die  Dichtigkeit  desselben  unter  dem  Drucke  von  760^"*  Quecksilber,  alw 
dem  Drucke  einer  Atmosphäre  s\  so  ist 

.9  :  5' =  ZT:  0,76, 

^~     0,76    * 

Mit  Beachtung  dieser  Beziehung  wird  der  Ausdruck  fttr  die  Fortpflanzungi- 
geschwindigkeit  der  Wellenbewegung 


=  C  l/^-iMl  =  Q  t/L'Jl!^.^, 


Die  Constante  C  muss  wieder  gleich  1  werden,  da  die  Schwingung« 
longitudinale  sind,  somit  (§.  122)  a  =  1  ist. 

Nennen  wir  auch  hier  wieder  die  Verkürzung ,  welche  eine  LnftsSole  t«| 
der  Länge  eines  Meter  durch  ein  Gewicht  erfährt,  welches  dem  ihrigen  gleüj 
ist,  d,  so  ist,  wie  man  ohne  Weiteres  sieht, 

und  somit 


=/f 


Wir  erhalten  demnach  ganz  allgemein  sowohl  für  feste,  flüssige,  tkfft\ 
förmige  Körper  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aas  dtf 
Verkürzung,  welche  eine  Säule  des  in  Betracht  gezogenen  Körpers  darGfaflfj 
eigenes  Gewicht  erföhrt ,  umgekehrt  proportional. 

Wir  haben  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welk«'] 
bewegung  in  gasförmigen  Körpern  noch  einige  Bemerkungen  zu  machen. 

Die  Dichtigkeit  s  der  Gase  hängt  nämlich  nicht  allein  von  dem  Draekil>r; 
unter  welchem  das  Gas  steht,   sondern  auch  von  der  Temperatur  und  wff 
werden  später  sehen ,  dass  bei  gleichen  Drucken  H  die  Dichtigkeiten  5  und  J 
sich  verhalten 

s  :  s'  =  1  -{-  at'  :  1  -{-  atj 

wenn  wir  mit  t  und  t'  die  den  Dichtigkeiten  s  und  s'  entsprechenden  Temp»* 
raturen  bezeichnen  und,  wenn  diese  nach  Graden  der  hundertÜieiligen Skdi 
bestimmt  sind, 

a  =  0,003  665 
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*  gleich  dem  Ausdehnungscoefficienten  der  Gase  setzen.  Bezeichnet  nun  Sq  die 
Dichtigkeit  des  Gases  unter  dem  Drucke  0*",76  bei  der  Temperatur  0*,  der  des 
schmelzenden  Eises,  so  wird  allgemein  die  Dichtigkeit  s  bei  der  Temperatur  t 
und  demselben  Drucke 

Diesen  Ausdruck  müssen  wir  demnach  in  unsere  Gleichung  einsetzen,  um 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bei  jeder  Temperatur  zu  erhalten. 

Die  Dichtigkeit  5^  bei  0®  und  unter  dem  Drucke  von  0™,76  ist  bei  ver- 
schiedenen Oasen  verschieden.   Diejenige  der  atmosphärischen  Luft  ist 

S^^  =  0,001 293 , 

die  des  Wassers  gleich  1  gesetzt. 

Noch  eine  andere  Correction  müssen  wir  an  unserer  Gleichung  für  c 
anbringen,  wir  müssen  dieselbe  noch  mit  einem  constanten  CoefQcienten  k 
niultipliciren,  welcher  für  atmosphärische  Luft 

wird. 

Die  Bedeutung  dieser  Constanten  wird  in  der  Wärmelehre  deutlich  her- 
▼oxij^ten;  sie  geht  deshalb  in  unsere  Gleichung  ein,  weil  bei  der  durch  die 
Wellenbewegung  eintretenden  Verdichtung  und  Verdünnung  der  Luft  eine 
A.eiiderQng  ihres  Wärmezustandes  und  somit  der  Elasticität  eintritt.  Bei  der 
Verdichtung  tritt  nämlich  eine  Erwärmung  der  Gase  ein ,  bei  der  Verdünnung 
*>^  den  verdünnten  Stellen  eine  Abkühlung;  die  verdichteten  Stellen  erhalten 
^^er  eine  stärkere  Elasticität,  sie  treiben  die  Lufttheilchen  stärker  an,  als 
>>e  es  unter  obiger  Voraussetzung  constanter,  durch  den  Druck  H  gemessener 
^l^aticität  thnn  würden,  und  die  bei  der  Verdünnung  eintretende  Abkühlung 
^'^^^irkt  an  den  verdünnten  Stellen  eine  stärkere  Abnahme  der  Elasticität,  also 
^^  rascheres  Eindringen  der  umgebenden  Luft  in  die  verdünnten  Bänme; 
^^4c  Wirkungen  veranlassen  also  eine  Verkürzung  der  Oscillationsdauer ,  bei 
^'^S'eänderter  Wellenlänge  der  Wellenbewegung  also  eine  grössere  Fortpflan- 
'^^'^Ssgeschwindigkeit  und  zwar  so,  als  wenn  die  Elasticität  im  Verhältnisse 
^®«*    1  :  1,40  grösser  wäre'). 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  erhalten 
^**'   «omit  _  

_  /o^^iM.j^i«:  i;4o  (1 + at), 

Y  0,001893  »       \       I         n 

^®*^  die  Luft  die  Temperatur  i  besitzt,  oder 

0  =  331'",2  .  j/1  +^, 

^^  Zahl,  welche  mit  der  aus  den  Versuchen  über  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
^8keit  des  Schalles  erhaltenen  fast  genau  übereinstimmt. 

1)  Man  sehe  im  dritten  Thcile:  VerhältniBS  der  specifischeu  Wärmen  bei  con- 
*^A&tem  Druck  und  constantem  Volumen. 
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§.  Ul. 
Stehende  Wellen  in  Flüssigkeitscylindem.     Wenn  man  in  ein  cv- 

lindrisches  Geföss  eine  Flüssigkeit  einschliesst  und  man  erregt  an  einer  Stelle 
des  Flüssigkeitscylinders  eine  schwingende  Bewegung ,  so  pflanzt  sich  dieselbe 
durch  die  Säule  fort ,  wird  an  den  Enden  reflectirt  und  es  entstehen  durch 
Interferenz  der  direkten  und  rellectirten  Welle  stehende  Schwingungen.  Di 
wir  auf  die  Wellenbewegung  dieser  Art  nach  dem  vorigen  §.  unmittelbar 
unsere  frühere  Theorie  der  longitudinalen  Schwingungen  anwenden  können, 
so  haben  wir  für  die  Schwingungsdauer  dieser  stehenden  WeDen  den  Alp- 
druck 

oder  da  nach  dem  Frühem  «  =  1 , 

2L 


T  =  2L  j/^  = 


und  wir  haben  nur  die  Länge  L  der  stehenden  Welle  zu  bestimmen,^  in  wd« 
eher  die  FlüssigkeitssUule  schwingt. 

Wir  können  nun  auch  hier  die  Fälle  unterscheiden ,  wo  die  Flüssigkeit»' 
säule  an  beiden  Seiten  frei  ist,  oder  wo  sie  an  einem  Ende  frei  ist,  am  anden 
befestigt.  Ersteres  ist  dann  der  Fall ,  wenn  wir  eine  FlüssigkeitssUule  in  einer 
hoberfÖrmigen  an  beiden  Seiten  offenen  Glasröhre  oder  in  einer  in  eine  Flüssig 
keitsmasse  getauchten  Glasröhre  zum  Schwingen  bringen.  Denn  auch  in  dem 
letztem  Falle  ist  die  umgebende  Flüssigkeit  gewissermassen  weniger  dicht  Ji 
die  in  der  Bohre  eingeschlossene ,  da  die  Flüssigkeit  ausserhalb  der  BOhre  ixi 
einer  an  dem  Ende  der  Röhre  ankommenden  Verdichtung  nach  allen  Seitfl 
uns  deshalb  leichter  ausweichen  kann,  als  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre,  welcbe 
sich  nur  der  Längsrichtung  der  Röhre  nach  bewegen  kann.  In  diesen  beida 
Fällen  tritt  demnach  eine  Reflexion  ohne  Wechsel  des  Vorzeichens,  ohneVfr 
lust  einer  halben  Wellenlänge  ein. 

Der  zweite  Fall  ist  dann  vorhanden ,  wenn  wir  eine  FlüssigkeitssSule  * 
einer  geraden  unten  geschlossenen  Glasröhre  zum  Schwingen  bringen,  es  tritt 
dann  an  der  untern  Grenze  eine  Reflexion  mit  Verlust  einer  halben  Weitet* 
länge  ein ;  ein  ankommender  Wellenberg  wird  als  Wellenthal  reflectirt. 

Die  Oscillationsdauern  und  Schwingungszahlen  solcher  FlÜssigkeitscjlii' 
der  ergeben  sich  daher  unmittelbar  wie  diejenigen  longitudinal  schwingcndff 
Stäbe,  wenn  wir  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  §.  131.  Für  den  an  bß* 
den  Enden  freien  Flüssigkeitscylinder  wird 

Die  Länge  der  stehenden  Welle  ist  gleich  der  Länge  des  Flüsiigkeitt- 
cylinders,  und  daraus 

^        2L 
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Für  den  zweiten  Fall  wird 

T  —  ^ 
^  ~   c  ' 

e  stehende  Welle  hat  die  doppelte  Länge  des  Flüssigkeitscylinders,  die 
^hwingungsdauer  ist  die  doppelte  des  vorigen  Falles.  Die  Schwingungszahl 
t  die  Hälfte 

Diese  Zahlen  entsprechen  den  langsamsten  Schwingungen,  welche  die 
lüssigkeitscylinder  vollführen  können.  Auch  hier  können  sich  die  Cjlinder 
schwingende  Theile  zerlegen,  welche  selbständig  schwingen  und  wegen  der 
»ringeren  Länge  grössere  Schwingungszahlen  haben.  Durch  ein  gleiches  Ver- 
hren,  wie  wir  es  im  §.  132  anwandten,  findet  man,  dass  die  möglichen 
ihwingungszahlen  einer  an  beiden  Enden  freien  Flüssigkoitssäule  sind 

)nn  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann;  und  für  die  in 
ler  geschlossenen  Bohre  enthaltene  Flüssigkeitssäulo 

J^=(2«-l)/^. 

Da  die  experimentolle  Bestätigimg  dieser  Gesetze  nur  durch  die  von  den 
hwingungen  der  Flüssigkeit  erzeugten  Töne  gegeben  werden  kann,  so  wer- 
n  wir  die  Versuche  von  Cagniard  Latour  und  Werthei^  erst  im  nächsten 
)8chnittc  besprechen  können. 

Luftsäulen,  welche  in  Bohren  eingeschlossen  sind,  können  ebenfalls 
rch  Erregung  einer  vibrirenden  Bewegung  an  ihrem  einen  Ende  in  stehende 
hwingungen  versetzt  werden.  Sind  die  Bohren  an  dem  einen  Ende  geschlos- 
a,  so  tritt  dort  Beflexion  mit  Verlust  einer  halben  Wellenlänge  tin,  sind 
)  offen,  so  tritt  eine  Be^exion  an  der  umgebenden  Luft  ein  ohne  Verlust 
ler  halben  Wellenlänge,  da  die  Lufttheilchen  ausserhalb  der  Bohre  nach 
en  Bichtungen  und  somit  freier  beweglich  sind  als  in  der  Bohre.  Die  an 
3  Bohre  angrenzende  Luft  ist  somit  gewissermassen  weniger  dicht  als  in  der 
Ihre.  Die  sich  ergebenden  Schwingungsdauem  und  Schwingungszahlen  sind 
her  in  offenen  Bohren ,  für  die  langsamsten  Schwingungen 

N=-^    t/-=    ' 
d  die  überhaupt  möglichen  Schwingungen  ^ 
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Für  an  dem  einen  Ende  geschlossene  Bohren  erhalten  wir  statt  dessen 

und  als  mögliche  Schwingimgszahlen 

.V=(2«-l)-^-. 

Wir  werden  diese  Ausdrücke  im  nächsten  Abschnitte  bei  Bestimmuog 
der  Töne  von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  benutzen  und  dort  zugleich  die 
experimentelle  Bestätigung  und  eingehendere  Behandlung  dieser  S&tze  geben 

§.  U2. 

Transversale  Wellen  in  Flüssigkeiten.  Ausser  den  longitndinalo 
Schwingungen  kann  man  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  auch  transvenab 
Schwingungen  ertheilen.  '  Die  in  einem  Gefässe  eingeschlossene  Üüssigkök 
hat  nämlich  eine  ganz  bestimmte  Gleichgewichtslage ,  und  die  auf  eine  cbr 
Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  veranlassen,  dass  & 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  horizontale  Ebene  bildet.  Wird*  nun  das  GleiÄ» 
gewicht  der  Flüssigkeit  an  irgend  einer  Stelle  gestört  und  dort  eine  Bewegoag 
eingeleitet,  so  pflanzt  sich  dio  Gleichgewichtsstörung  nach  und  nach  auf  u- 
dere  Stellen  der  Flüssigkeit  fort. 

Wirft  man  einen  Stein  in  eine  ruhende  Wassermasse ,  oder  Ifisst  nui 
einen  Tropfen  auf  die  Oberfläche  einer  in  einem,  weiten  Gefässe  befindlidxi 
Flüssigkeit  fallen ,  so  sieht  man  bald  die  Flüssigkeit  in  einem  Kreise  rings 
die  getroffene  Stelle  wallförmig  sich  emporheben.  Dieser  Flttssigkeitsml 
breitet  sich  rings  um  aus,  an  der  Stelle  aber,  wo  zuerst  die  Flüssigkeit  über 
das  Niveau  sich  erhob,  zeigt  sich  dann  eine  Vertiefung  der  Flüssigkeit  Sowii 
nun  die  wallförmige  Erhöhung  sich  rings  durch  die  Flüssigkeit  ausbreitet,  it 
auch  diese  Vertiefung.  Meist  zeigt  sich  auf  eine  solche  Störung  des  Gleiok- 
gewichts  nicht  nur  eine  solche  Erhöhung  und  Vertiefung,  sondern  mduren^ 
die  nach  einander ,  abwechselnd  eine  Erhöhung  und  eine  Vertiefung  als  ebeof» 
viele  Wellenberge  und  Wellenthäler,  sich  über  der  Flüssigkeitsoberflfidie  Ter* 
breiten. 

Dass  wir  es  hier  mit  einer  wirklichen  Wellenbewegung ,  das  heiäst  tft 
einer  hin  und  her  gehenden  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitstiieilcbeif 
nicht  mit  einer  fortschreitenden  zu  thun  haben,  ergibt  sich  aus  den  Vergucket 
der  Gebrüder  E.  H.  und  W.  Weber  auf  das  entschiedenste  *). 

Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  zu  untersociMBt 
bedienten  sich  die  beiden  Weber  der  Wellenrinne.   Dieselbe  besteht  (Fig.  23(») 


1)  Wellenlehre ,  auf  Experimente  gegpründet  von  den  Brüdern  E,  H,  WAer  vd 
W,  Weber,  Leipzig  1825. 
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1  einem  circA'1,6  Meter  langen  geraden  glatt  gehobelten  Brett«  auB  Fichten- 

2  AB,  auf  dem  in  zwei  tiefen  Furchen  circa  15  Millimeter  von  einander 
ei  dicice  Olosscheiben  fest  eingefugt  sind.  Diese  beiden  Glasscheiben  JJJ, 
iE  werden  ansaerdem  durch  die  beiden  senkrechten  Bretter  E  und  F,  in 
Icho  sie  auch  eingefugt  sind,  festgehalten. 


I>ie  Befestigungen  [der  Scheiben  in  den  Engen  sind  vollstBndJg  wasser- 
ht.  Der  schmale  zwischen  den  beiden  Glasscbeiben  und  den  Brettern  ein- 
chloesene  Baum  von  circa  1,5  Meter  Länge,  15  Millimeter  Breite  im  Lichten 
1  16  Centimeter  Tiefe  wird  mit  Wasser,  Quecksilber,  Milch  etc.,  je  noch 
Ittrftiiss  zu  irgend  einer  Höhe  angefüllt.  Dabei  werden  dann  die  Glas- 
eiben, um  ein  Biegen  oder  Brechen  derselben  zu  verhindern,  durch  mehrere 
ie  hSlzeme  Gabeln  oder  Klammem  zusammen  geklammert '). 

Hot  man  die  Wellenrinne  bis  xu  irgend  einer  "Höhe  mit  Wasser  gefQllt, 
hebt  man  an  einem  Ende  derselben  durch  Aufsaugen  in  einer  Glasröhre 
as  Flüssigkeit  in  die  Hdhe  und  erzeugt  dann,  indem  man  die  Flüssigkeit 
<der  niederfallen  lässt,  eine  Welle,  welche  durch  die  Rinne  fortac}ireit«t. 

Hon  sieht  dann  zun&chst  einen  senkrechten  Durchschnitt  der  erregten 
Ue  dnrcb  die  Glaewfinde  und  kann  so  die  Gestalt  der  Wellen  aufs  genaueste 
timmen.  Man  sieht  aber  auch  zugleich,  wenn  man  in  die  Rinne  kleine 
mteinstUckchen,  von  gleichem  specifischen  Gewicht  als  das  Wasser  bringt, 
1  dann  durch  die  Glaswände  hindurch  gegen  dag  Licht  blickt,  die  Be- 
dang dieser  festen  Theilchen  und  kann  ihre  Bahnen  bestimmen.  Da  nun 
le  Theilchen  genau  dieselbe  Bewegung  haben  als  die  Wassertbeilchen,  deren 
lle  sie  vertreten,  so  kann  man  dadurch  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  genau 
tinimen. 

Aus  ihren  mannigfachen  Versuchen  ersahen  die  Gebrüder  Weber  nun, 
B  die  FlOssigkeitstheilchen  wirklich  keine  fortschreitende,  sondern  nur  eine 
und  her  gebende  Bewegung  bei  Erregung  einer  Welle  annehmen ,  und 
ir,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Wellen  eine  gleiche  oder  fast  gleiche 
ttalt  haben,  doss  dann  die  Theilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche  sich  in 
cblossenen,  nahezu  elliptischen  Bahnen  (Fig.  237  a]  bewegen.  Bewegt  sich 
•ch  die  Rinne  eine  Welle  von  B  nach  A  fort  und  zwar  ein  Wellenberg  vor- 
I,  so  bewegen  sich  die  Wassertbeilchen,  wenn  der  Berg  vorüberzieht,  in 


1)  Wellenlehre ,  aitf  Experimente  gegründet  von  deu  Brüdern  E.  H.  Weber  und 
Vtber.  Leipsig  1B26.  p.  lua. 
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dem  Bogen  aßy  aufwärts,  vorwärts,  abwärts,  in  derselben  Bicfatung,  in  wel- 
cher der  Berg  vorübergeht.    Folgt  dann  das  Wellenthal,  das  ebenso  üef  ist, 

als  der  Wellenberg  hoch  war,   so 
^'  bewegt  sich   das  Theilchen  weiter 

>#^  i         durch  den  Bogen  yia  nach  a  zurück. 

\^ •  i^y    Der  senkrechte  Abstand  des  höcb- 

7-^  ^  -g^      st^n  Punktes  ß  dieser  Bahn  von  dem 

Niveau  ay  ist  gleich  der  Höhe  des 
Wellenberges  und  der  des  tiefsten  Punktes  d  von  ay  gleich  der  Tiefe  de« 
Wellenthales. 

Geht  das  Wellenthal  dem  Wellenberge  voran,  so  bewegt  sich  das  Theil- 
chen zunächst  durch  yS  nach  a  und  dann  durch  den  Bogen  aßy  in  seine  frühere 
Lage  y  zurück.  Die  fortschreitende  Bewegung  ist  unter  dem  Wellenbor;ge 
stets  der  Richtung  gleich,  in  welcher  die  Welle  fortschreitet,  im  Wellenthal 
dieser  Bichtung  entgegengesetzt. 

Die  Schwingungsbahnen  der  Flüssigkeiten  laufen  aber  nicht  in  sich  seihst 
zurück ,  wenn  die  den  Wellenbergen  folgenden  Thäler  mit  den  erstem  nicht 
von  gleicher  Grösse  sind. 

Ist  das  dem  vorhergehenden  Wollenberg  folgende  Wcllcnthal  kleinCi 
so  wird  die  Bahn  der  Flüssigkeitstheilchen  Fig.  237  b,   und  geht  das  ThA 
über  in  der  Richtung  von  A  nach  B^  voraus  und  folgt  ihm  ein  kleiner  Wellen- 
borg,  so  wird  die  Bahn  Fig.  237c,  in  beiden  Fällen  gelangt  das  Flüssigkeit*' 
theilchen  nicht  zu  seiner  ursprünglichen  Ruhelage  er  zurück. 

Die   schwingende  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  beschränkt  8i<^ 
jedoch  nicht  auf  die  Theilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit^*^ 
sondern  in  sehr  grossen  Tiefen  unter  der  Oberfläche  zeigen  die  Flüssigkeit»' 
theilchen    noch   eine  schwingende  Bewegung.     Die  Versuche  der  GebrücJ^*^ 
Weber  ergaben,   dass  in  einer  Tiefe,   welche  350mal  die  Höhe  der  Welle**' 
(las  hcisst  den  Abstixnd  des  höchsten  Punktes  des  Wellenberges  von  dem  ti^^' 
sten  dos  Wellenthales   betnig,    noch  eine  deutliche  schwingende  BcweguJrf 
stattfand.    Indoss  zeigte  sich  ein  merklicher  Unterschied  in  den  Bahnen  A^^ 
'i'hcilchen.    Während  nämlich  die  Theilchen  ganz  nahe  unter  der  Oberfläct*^ 
fast  kreisförmige  Bahnen  besassen,    wurde  die  verticale  Höhe  der  EUlips?^^ 
immer  kleiner,  je  tiefer  die  Flüssigkeitstheilchen   sich   unter  der  Oberfläd'* 
befanden.    In  einer  Tiefe,  welche  ungefähr  das  Hundertundzwanzigfache  v^^ 
der  Höhe  der  Welle  betrug,  war  die  verticale  I3ewegung  der  Theilchen  fm^ 
unmerklich  und  in  noch  grossem  Tiefen  bestand  die  Bewegung  der  Theilch^^^ 
nur  in  einem  Hin-  und  Hergehen  in  horizontaler  Richtung. 

So  fanden  die  beiden  Weber  z.  B.  bei  einer  Welle,  die  eine  Höhe  v^>** 
circa  2'"'"  hatte,  nahe  unter  der  Obertläche  die  verticixle  Höhe  der  Bahn  glei*^** 
dieser  Höhe,    den  horizontalen  Durchmesser  gleich  2,5  Millimeter,  in  ei»^^ 
Tiefe  von  2:50  Millimeter  betrug  die  verticale  Höhe  der  Bahn  nur  0,6  Mill^' 
meter,  der  horizontale  Durchmesser  1  Millimeter  und  in  grossem  Tiefen 
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r  yerticale  Durchmesser  nicht  mehr  messbar,  während  der  horizontale  sich 
r  mehr  unbedeutend  verkleinerte  und  in  der  Nähe  des  Bodens  sogar  wieder 
^as  grösser  wurde. 

Aus  dieser  Art  der  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  ersehen  wir,  dass 
^ben  sich  zugleich  nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  bewegen ,  auf  und 
3der  und  vor-  und  rückwärts.  Daraus  folgt  dann,  dass  die  Gestalt  der 
össigkeitswellen,  die  bereits  §.  123  Fig.  197  betrachtete  sein  muss,  oder 
88,  wenn  das  dem  Wellenberg  folgende  Wellenthal  eine  Tiefe  besitzt,  welche 
r  Höhe  des  Berges  gleich  ist,  es  stets  länger  sein  muss.  Die  Welle  muss, 
e  man  unmittelbar  sieht,  die  Gestalt  Fig.  238  haben.    Die  Welle  schreitet 

Fig.  238. 


der  Richtung  der  Pfeilstriche  von  B  nach  A  fort,  und  die  einzelnen  Flüs- 
keitstheilchen  durchlaufen  hier  die  als  kreisförmig  vorausgesetzten  Bahnen 
dem  von  den  Pfeilen  angedeuteten  Sinne ,  im  Wellenberge  in  horizontaler 
htung  vorwärts  und  im  Wellenthale  wieder  zu  ihrer  Gleichgewichtslage 
dck. 

Dass  die  Wasserwollen  wirklich  diese  Gestalt  haben,  sahen  die  Gebrüder 
sber;  sie  sahen  stets,  dass  bei  gleicher  Tiefe  die  Länge  oder  Breite  des 
$llenthales  grösser  war  als  diejenige  des  Wellenberges. 

§.  143. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wasserwellen.  Die  an  der 
eriläche  einer  Flüssigkeit  erregte,  mit  Gestaltsänderung  verbundene  schwin- 
ide  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  pflanzt  sich  nach  dem  Vorigen  nach 
ei  Richtungen  fort,  einmal  an  der  Oberfläche  hin,  indem  sie  derselben  das 
UenfÖrmige  Ansehen  gibt,  andererseits  nach  der  Tiefe,  indem  wir  sahen, 
18  die  Theilchen  auch  in  der  Tiefe ,  wenn  eine  Welle  über  der  Flüssigkeit 
tschreitet,  eine  schwingende  Bewegung  annehmen.  Es  fragt  sich  nun,  mit 
Icher  Geschwindigkeit  sich  die  Bewegung  nach  beiden  Richtungen  fort- 
anzt. 

Was  nun  zunächst  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  die  Tiefe  der  Flüs- 
[keit  betrifft,  so  bemerkt  man  weder  bei  der  Erregung  noch  beim  horizon- 
en  Fortgange  der  Wellen  ein  allmähliches  Fortschreiten  derselben ,  sondern 
\  schwingende  Bewegung  scheint,  wenigstens  soweit  es  sich  beurtheilen 
Bt,  gleichzeitig  in  der  Tiefe  und  an  der  Oberfläche  zu  geschehen.  Die  senk- 
sht  oder  fast  senkrecht  unter  einander  liegenden  Flüssigkeitstheilchen  schei- 
a  alle  gleichzeitig  in  der  gleichen  Oscillationsphase  sich  zu  befinden. 
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Dieses  Resultat  ist  nach  dem  ersten  Paragraphen  dieses  £[apiteb  Yoraiu- 
zusehen ;  denn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  der  Tiefe  kann  nur  Folge  des 
fortgepflanzten  Stosses ,  der  Dichtigkeitsfinderung  an  der  Oberfläche  der  nfl^ 
sigkeit,  bei  Erregung  und  Fortdauer  der  schwingenden  Bewegcmg  sein;  nadi 
unten  hin  pflanzt  sich  daher  die  Bewegung  ebenso  rasch  fort  wie  die  longita- 
dinalen  Wollen ,  welche  wir  in  den  vorigen  Paragraphen  betrachtet  haben. 

Anders  jedoch  mit  der  Fortpflanzung  der  WellenbewegTmg  an  der  Ober 
fläche  der  Flüssigkeit,  diese  ist  viel  langsamer,  so  dass  man  die  einzelsa 
Wellen  recht  gut  verfolgen  kann. 

Zunächst  wiesen  nun  die  Gebrüder  Weber  nach,  dass  auch  bei  diesei 
Wellen ,  gerade  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  dieses  Abschnittes  entwicketto, 
die  Bewegung  sich  genau  um  die  Länge  einer  Welle  fortpflanzt,  währenden 
Flüssigkeitstheilchen  eine  Oscillation  zurücklegt.  Dann  aber  zeigten  sie,  dw 
bei  diesen  Flüssigkeitswellen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  fOr  aDe 
Wellen  die  gleiche  sei  und  von  der  Elasticität  und  Dichtigkeit  der  FlüssigkeÜ 
abhänge,  sondern  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  einer  Möge 
von  Umständen  abhänge. 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitswellen  hängt  wesentlich  von  der 
Höhe  und  Länge  der  Wellen  ab;  alle  Umstände,  welche  daher  Höhe  unl 
Länge  der  Welle  ändern,  ändern  auch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Die  Höhe  und  Länge,  oder  wie  die  Gebrüder  Weber  sie  nennen,  Breüi 
der  Wellen  hängt  nun  zunächst  ab  von  der  Stärke  des  Stosses,  der  die  Wdk 
erregt,  je  stärker  der  Stoss  ist,  um  so  höher  ist  die  Welle;  da  nun  die  höhe» 
Welle  sich  rascher  fortpflanzt,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit  der  Welle  nÄ 
der  Stärke  des  sie  erregenden  Stosses  zu. 

Breitet  sich  eine  Welle  über  einen  immer  grossem  Baum  aus,  so  nimnl 
dadurch  die  Höhe  der  Welle  ab ,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wird  da- 
her kleiner,  je  weiter  sich  in  diesem  Falle  die  Welle  von  dem  Punkte  ihr» 
EiTcgung  entfernt.  Man  kann  dieses  sehr  leicht  wahrnehmen ,  wenn  man  a 
einer  ruhenden  Wasserfläche  durch  Hineinwerfen  eines  Steines  Wellen  erzeugt 
Es  bilden  sich  dann  eine  Reihe  von  Wellen ,  die  sich  in  immer  grossem  Krö* 
sen  ausbreiten.  Erregt  man  dann  durch  Hineinwerfen  eines  Steines  von  gleicher 
Grösse  wie  vorhin  zwischen  den  ausgedehnten  Wellen  ein  neues  WellensysteOi 
80  sieht  man,  wie  sich  dort  die  Wellen  sehr  viel  rascher  ausbreiten. 

Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  hängt  femer  ab  von  der  Tiefe  dff 
Flüssigkeit ;  je  tiefer  die  Flüssigkeit  ist ,  um  so  raschlir  pflanzt  sich  die  WeDi 
fort.  Der  Grund  dafür  ist  einmal  in  der  Beibang  und  Adhäsion  der  Hfisa^ 
keit  am  Boden  zu  suchen ,  dann  aber  auch  darin,  dass  in  der  Nähe  des  BodeaSr 
wie  wir  vorhin  sahen,  die  Höhe  der  Bahnen  der  einzelnen  Flüssigkeitsflid* 
t'hen  und  somit  die  Höhe  der  Welle  abnimmt. 

Die  Geschwindigkeit  der  Wellen  nimmt  übrigens  nicht  in  demaelbeB  "^^ 
hältnisse  ab  wie  die  Tiefe  der  Flüssigkeiten,  sondern  langsamer. 
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Versuche,  mittels  deren  die  beiden  Weber  diese  Sätze  ableiteten, 
30  angestellt,  dass  eine  Glasröhre  an  dem  einen  Ende  der  Binne  so 
war,  dass  ihre  Mündung  constant  nahe  2*"™  unter  dem  Niveau  der 
dt  war.  Durch  Aufsaugen  und  nachheriges  Fallenlassen  der  Flüssig- 
de  die  Welle  erregt.  Mittels  einer  Uhr,  welche  ^/^  Sekunde  angab, 
durch  einen  Druck  mit  dem  Finger  angehalten  und  losgelöst  werden 
wurde  dann  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  der  Gipfel  der  Welle  an 
em  Ende  der  Wellenrinne  ankam.  Die  Uhr  wurde  in  dem  Momente 
3n,  in  welchem  man  die  gehobene  Flüssigkeitssäule  fallen  Hess,  und 
ten,  wenn  der  Gipfel  der  erregten  Welle  das  andere  Ende  erreichte; 
enten  aus  der  Länge  der  Binne  und  den  beobachteten  Zeiten  ergaben 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. 

theilen  hier  die  Besultate  einiger  Versuche  mit,  um  zugleich  eine 
ng  von  der  Geschwindigkeit  zu  geben,  mit  welcher  sich  derartige 
ortpflanzen. 

Wellen  wurden  bei  gleicher  Tiefe  in  verschiedenen  Flüssigkeiten 
iich  hohe  Flüssigkeitssäulen  erregt.    Es  zeigte  sich  folgendes : 


liefe 

Höhe  der  welien- 

Geschwindigkeit  der  Wellen           \ 

lüBsigkeit 

erregenden  Säule. 

auf  Wasser 

auf  Quecksilber 

5,4  Cent.      \ 

53,3  Cent.               51,3  Cent. 

«,l     „          ' 

54,4     „                   54,0     „ 

7  Cent. 

10,«     „ 

55,5     „                   55,76   „ 

16,2     „ 

56,9     „          (         G0,3     „ 

21,6     „ 

56,9     „                   02,1     „ 

•'»,4      ,, 

75,3     „       '           60,9     „ 

8,1     „ 

75,9     „          '         64,3     „ 

4  Cent.. 

10,8      „ 

77,4     „          1         66,3     „             ! 

16,2      „ 

77,0     „          '        65,5     „            1 

21,6     „ 

75,9     „ 

69,2     „             1 

;         Branntwein 

8,1     „ 

97,2     „           i 

8  Cent. 

16,2     „ 
32,4     „ 

100,1     „ 
100,1     „ 

81,8  Cent. 

48,6     „ 

86,8     „ 

5  Cent. 

32,4     „ 

135       „ 

135        „ 

i  einer  Betrachtung  dieser  Zahlen  scheint  femer  hervorzugehen ,  dass 

en  in  Flüssigkeiten  von  verschiedenem  specifischen  Gewichte  sich  mit 

gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegen,  wenn  sie  durch  gleich  hohe 

er  Flüssigkeiten  erregt  sind.    Strenge  genommen  ist  das  jedoch  nur 
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der  Fall ,  wenn  die  Flüssigkeiten  eine  bedeutende  Tiefe  haben ,  bei  geringerer 
Tiefe  bewirkt  der  Einfluss  des  Bodens ,  die  verschiedene  Adhäsion  der  Flflssig* 
kciten  an  demselben  und  an  den  Wänden  dos  Gefässes,  dass  die  Gleschwin- 
digkeiten  verschieden  sind. 

E.  H.  und  W.  Weber,  Wellenlehre  etc.  p.  166  ff. 

§.  144. 

Die  Ursachen  der  Flüssigkeits^  eilen.  Vergleichen  wir  diese  Sitze 
tlber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  sichtbaren  Flüssigkeitswellen  mit 
den  frühem  Sätzen  über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  durch  die 
Elasticität  bedingten  Wellen  in  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern,  80 
ergibt  sich  unmittelbar ,  dass  wir  die  hier  in  Rede  stehenden  Wellen  nicht  al» 
eine  Aeusserung  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten  ansehen  dürfen.  Denn  f^ 
die  durch  die  elastische  Kraft  der  Körper  fortgepflanzten  Wellen  erhielten  wir 
als  Ausdruck  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


-"/i- 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  proportional  der  Quadratwnne^ 
aus  der  elastischen  Kraft  und  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  viB 
der  Dichtigkeit  der  betreuenden  Substanz ;  sie  war  unabhängig  von  der  Llnge 
der  Welle  und  unabhängig  von  ihrer  Höhe,  das  heisst,  der  Grösse  der  Am- 
plituden.   Bei  den  Flüssigkeits wellen  aber,   die  wir  hier  betrachten,  findet 
gerade  das  Umgekehrte  statt;  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  nahezu 
unabhängig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit ,  ändert  sich  aber  wesentlich  mit 
der  Länge  der  Wellen  und  ihrer  Höhe.     Vergleichen  wir  femer  die  Werihe^ 
welche  die  beiden  Weber  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  iii 
verschiedenen  Fällen  erbalten  haben,  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  durch  Elasticität  bestehenden  Wellen ,  so  weist  auch  dieses  uns  darauf  hin, 
die  Ursache  dieser  Wellen  nicht  in  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten  zu  suchen; 
denn    für   die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   der   durch  Elasticität  erregte« 
Wollen  hatten  wir  für  Wasser  z.  B.  mehr  als  1400  Meter,   hier  jedoch  nor 
wenige  Decimeter. 

Noch  ein  anderer  Umstand  lässt  es  klar  hervortreten,  dass  diese  Art  der 
Wellenbewegung  nicht  eine  Folge  der  elastischen  Kraft  der  Flüssigkeiten  i?t» 
nämlich  die  Höhe  der  Wellen.  Wir  sehen  auf  der  Oberfläche  einer  Flüssigkeit 
bereits  eine  deutliche  p]rliebung  eintreten,  wenn  wir  nur  einen  Tropfen  der 
Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  fallen  lassen.  Hei  der  äusserst  geringen  Com- 
pressibilität  der  Flüssigkeiten  kann  aber  die  Zusammendrückung  dersell>en  i^ 
Folge  einer  so  kleinen  Kraft  nur  unmessbar  klein  sein  und  deshalb  die  auf  die 
Zusammendrückung  folgende  Ausdehnung  der  Flüssigkeit  und  somit  die  &* 
Iiebung  derselben  über  das  Niveau  auch  nur  unmessl>ar  klein  und  nicht  mit 
dt'r  iK'Dbacliteteu  Höhe  der  Wellen  vergleichbar  sein. 
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Wenn  man  sich  nun  daran  erinnert,  dass  unter  Einwirkung  der  Schwere 
Flüssigkeit  eine  horizontale  ebene  Oberfläche  haben  muss ,  so  ist  es  leicht 
ichtlich,  dass  die  Schwere  es  ist,  welche  die  Wellenbewegung  veranlasst 
i  fortpflanzt.  Haben  wir  durch  Aufsaugen  an  irgend  einer  Stelle  eine  Flüs- 
keitssäule  über  das  Niveau  der  umgebenden  Flüssigkeit  gehoben  und  lassen 
in  die  gehobene  Säule  los,  so  muss  nach  den  Gesetzen  der  Hydrostatik 
se  Flüssigkeit  niedersinken;  rings  um  diese  Stelle  muss  aber,  um  das  hy- 
»statische  Gleichgewicht  herzustellen,  die  Flüssigkeit  steigen;  und  da  sich 
Ausgleichung  nicht  momentan  durch  die  ganze  Flüssigkeit  ausbreitet,  wird 
li  die  Flüssigkeit  um  jene  Stelle  in  Form  eines  Walles  über  das  Niveau  der 
issigkeit  erheben.  An  der  Stelle,  wo  die  Flüssigkeit  zuerst  erhoben  war 
i  dann  fallen  gelassen  wurde,  hat  dieselbe  eine  nach  unten  gerichtete  Ge- 
windigkeit ,  sie  wird  daher  nicht  im  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Büke  kom- 
Q,  sondern  da  die  Flüssigkeit,  auf  welche  sie  fUllt,  ringsum  ausweichen 
in ,  tiefer  sinken. 

Nach  kurzer  Zeit  muss  daher  an  der  Stelle,  wo  die  Rüssigkeit  zuerst 
gesaugt  war,  ein  Wellenthal  entstehen,  rings  umher  ein  Wellenberg.'  Die- 
Wellenberg  wird  dann  aber  ebenso  durch  die  Schwere  niedergezogen,  er 
rirkt,  dass  rings  um  ihn  nach  aussen  hin  die  Flüssigkeit  steigt,  dass  weiter 
Wellenberg  entsteht,  während  an  der  Stelle,  wo  er  sich  befand,  ein 
llenthal  sich  bilden  muss.  Man  sieht,  wie  in  Folge  einer  solchen  Gleich- 
richtsstörung  durch  Wirkung  der  Schwere  sich  Wellenberg  und  Wellenthal 
ch  die  Flüssigkeit  fortpflanzen  muss. 

Dass  eben  dasselbe  der  Fall  sein  muss ,  wenn  der  ursprüngliche  Stoss  an 
Erregungsstelle  der  Wellen  nicht  durch  eine  gehobene  Flüssigkeitssäule, 
dem  auf  irgend  eine  andere  Weise,  etwa  durch  einen  auf  die  Flüssigkeit 
rorfenen  Stein  bewirkt  wird ,  bedarf  wohl  keiner  Erläuterung. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  also  der  hydrostatische  Druck  der  im  Wellen- 
ge gehobenen  und  durch  die  Schwere  niedersinkenden  Flüssigkeitssäule, 
che  die  Wellenbewegung  veranlasst;  wird  also  der  hydrostatische  Druck 
der  Stelle  der  gehobenen  Flüssigkeit  auf  andere  Weise  fortgenommen ,  so 
f  sich  die  Wellenbewegung  nicht  weiter  fortpflanzen. 

Die  Gebrüder  Weber  haben  durch  einen  sehr  einfachen  Versuch  dieses 
hgewiesen  und  somit  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Erklärung  gezeigt. 

einer  regelmässig  viereckigen,  an  beiden  Enden  geschlossenen  Röhre  von 
z  wurde  die  eine  Seitenwand  mehrfach  durchbohrt,  so  dass  auf  der  ganzen 
Ige  der  Bohre  eine  Anzahl  Löcher  in  gerader  Linie  neben  einander  lagen. 
dn,  dem  einen  Ende  der  Röhre  zunächst  liegendes  Loch  wurde  eine  Glos- 
se eingekittet  und  darauf  die  ganze  Röhre  vollständig  mit  Quecksilber  geftült. 
n  wurde  in  der  Glasröhre  eine  Quecksilbersäule  von  circa  2,5  Centim.  aufge- 
bt und  wieder  soviel  Quecksilber  nachgefüllt,  dass  es  aus  allen  Oefoungen 
»kugelförmig  her  vorsah.  Nachdem  das  geschehen  war,  wurde  die  gehobene 
cksilbersäule  fallen  gelassen,  und  es  zeigte  sich  dann,  dass  nur  aus  den 
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der  Röhre  zunächst  liegenden  Oefifnungen  Quecksilber  ansfloss,  in  den  ent- 
ferntem Oefifnungen  trat  keine  Bewegung  des  Quecksilbers  ein.  Da  ans  den 
der  Röhre  zunächst  liegenden  Oefoungen,  als  dort  der  Wellenberg  sidi  bil- 
dete, das  Quecksilber  ausfloss  und  der  vergrösserte  hydrostatische  Druck 
durch  das  Abfliessen  aufgehoben  wurde ,  hörte  die  Ursache  des  Steigens  ftr 
die  entferntem  auf,  dort  entstand  kein  Wellenberg  mehr,  es  floss  kein  Queck- 
silber mehr  aus. 

Als  nun  aber  in  alle  Löcher  Röhren  gekittet  wurden,  das  Abfliessen  also 
gehindert  wurde ,  da  sah  man  das  succcssive  Steigen  des  Quecksilbers  in  alkn 
Röhren ,  der  Wellenberg  pflanzte  sich  fort  und  das  auf  das  Steigen  des  Queck- 
silbers in  jeder  Röhre  folgende  Sinken  zeigte  das  dem  Wellenberge  folgesde 
Wellenthal. 

Dieser  Versuch  beweist  aber  auch  zugleich  die  Richtigkeit  unserer  An- 
nähme,  dass  die  Ausgleichung  des  gestörten  hydrostatischen  Druckes  sieb 
nicht  momentan  durch  die  ganze  Flüssigkeit  erstreckt;  denn  wäre  das  (ler 
Fall  gewesen ,  so  hätte  zugleich  aus  allen  OeÜhungen  die  gleiche  Menge  Qaeek- 
Silber  ausfliessen  müssen.  Wägungen  des  ausgeflossenen  Quecksilbers  seigtoo 
aber ,  dass  aus  der  der  Glasröhre  am  nächsten  liegenden  Oeffnung  am  meisttts 
Quecksilber  ausfloss,  aus  den  weitern  um  so  weniger,  je  weiter  sie  von  der 
Röhre  entfernt  waren.  Die  Röhre  hatte  neun  Oeflnungen;  als  nun  in  derGliS' 
röhre  das  Quecksilber  nahezu  10  Centimeter  gehoben  war,  floss  Quecksilber 
aus  den  fünf  ersten  Oeifnimgen;  aus  der  ersten  traten  72  Gramm,  ans  der 
zweiten  52 ,  aus  der  dritten  26 ,  aus  der  vierten  1 2  und  aus  der  fünften  Oef- 
nung  circa  0,5  Gramm  Quecksilber  ^). 

Dieser  Versuch  bestätigt  also  die  Voraussetzungen  der  mitgetheilten  Bt' 
klärung  der  Wasserwellen  vollständig. 

Zugleich  aber  stehen  mit  ihr  alle  vorhin  beschriebenen  Erscheinungen  der 
Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitstheilchen  in  den  Wellen ,  wie  auch  die 
Bewegung  der  Wellen  als  solcher  im  Einklang. 

Was  zunächst  die  krummen  Bahnen  der  Müssigkeitstheilchen  betrifft, 
so  muss  anfangs,    wenn  in  A  (Fig.  239)  die  primär  gehobene  Flüssigkeits- 

säulc  niedersinkt,   das  Theilchen  er  nach  rediU 

Fig.  23ir.  ' 

JL^  hin  geschoben  und  gehoben  werden,   es  bewegt 

sich  nach  ß  hin.  Von  der  Spitze  des  Wellenberg«! 
sinkt  es  dann  nach  unten ,  behält  aber  seine  fort- 
schreitende Bewegung  noch  bei  und  bewegt  sich 
nach  ;'  hin.  Dort  angekommen  sinkt  es  wegen  der  in  dem  Fallen  erhaltenen 
Geschwindigkeit  weiter  nach  unten  und  bewegt  sich  dabei,  da  links  von  ; 
jetzt  das  Wellenthal  ist,  also  der  Druck  von  rechts  nach  links  hin  grösser  ist, 
nach  links  hin,  um  so,  wenn  das  Thal  ganz  vorüberzieht,  über  d  nach  «, 
oder  wie  in  andern  Fällen  nicht  ganz  nach  «  sich  zurückzubewegen. 

1)  E.  IL  Weher  \m^  \V.  Weher.  WoUiMilehre  etc.  p.  280  fl". 
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Nach  dieser  Erklämngsweise  muss  auch  die  Geschwindigkeit  der  Fort- 
mzung  mit  der  Höhe  der  Wellen  zunehmen ,  denn  da  sich  die  Bewegung 
brend  einer  Oscillation  der  Theilchen  um  eine  Wellenlänge  fortpflanzt, 
88  bei  gleicher  Wellenlänge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  um  so  grösser 
Ol,  je  rascher  das  Theilchen  oscillirt.  Je  grösser  nun  die  bewegende  Kraft, 
'  primäre  Stoss  ist,  um  so  höher  hebt  sich  das  Theilchen,  und  je  höher 
gehoben  ist,  um  so  mehr  wird  seine  Bewegung  durch  die  Schwere  be- 
leonigt,  die  Oscillation  und  somit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wird 
ler  rascher.  Bei  den  durch  Elasticität  erregten  Wellen  war  das  anders ,  da 
r  die  beschleunigende  Kraft  dem  Abstände  der  bewegten  Punkte  von  der 
dcbgewichtslage  proportional ,  bei  grösserm  Abstände  wurde  daher  die  Ge- 
Bindigkeit  der  Theilchen  in  demselben  Verhältnisse  mit  dem  Abstände 
Isser,  die  Oscillationsdauer  war  constant. 

Wurde  aber  in  ein  und  derselben  Punktreihe  die  Oscillationsjlauer  gc- 
iert,  so  änderte  sich  ebenso  auch  die  Wellenlänge,  indem  die  beschleuni- 
ide  Kj-aft  zugleich  dem  Quadrate  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional 
r  und  somit  Wellenlänge  und  Oscillationsdauer  in  gleichem  Verhältnisse 
^hsen  und  abnehmen. 

Hier,  wo  die  bewegende  Kraft  nicht  von  der  gegenseitigen  Einwirkung 

Theilchen  herrührt,  besteht  diese  Beziehung  nicht,  deshalb  hängt  die 
ipflanzungsgeschwindigkeit  sowohl  von  der  Oscillationsdauer  als  auch  der 
tUenlänge  ab. 

Dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  von  der  Dichtigkeit  der 
Lssigkeit  abhängt,  folgt  ebenso  unmittelbar.  Denn  wenn  wegen  des  grossem 
nrichtes  der  gehobenen  Theilchen  in  schwereren  Müssigkeiten  die  bewegende 
ift  zunimmt,  so  nimmt  in  eben  demselben  Verhältniss  bei  gleicher  Wellen- 
te die  zu  bewegende  Masse  zu,  die  Beschleunigung  und  somit  die  Geschwin  - 
;keit  der  bewegten  Theilchen  bleibt  daher  ungeändert. 

§.  145. 

Durchkreuzung  und  Beflexion  der  Wellen^).  Die  Erscheinungen 
r  Interferenz,  der  Reflexion  der  Wellenbewegung  und  die  Bildung  stehender 
sUen  in  Folge  der  fortgepflanzten  und  reflectirten  Wellen  lassen  sich  nach 
i  Versuchen  der  beiden  Weber  mit  den  Flüssigkeitswellen  sehr  schön  dar- 
Uen. 

Die  Erscheinungen  der  Interferenz  zeigen  sich,  wenn  man  an  beiden 
äen  der  Wellenrinne  eine  Welle  gleichzeitig  erregt. 

In  der  Mitte- der  Wellenrinne  vereinigen  sich  beide  vorausgehenden  Wellen- 
de zu  einem  neuen ,  der  nahezu  die  Summe  der  Höhen  der  einzelnen 
Uenberge  hat,  wie  es  die  Interferenztheorie  verlangt,  nach  welcher  die 
Regung  in  Folge  des  Zusammenwirkens  mehrerer  Theilbewegungen   die 

1)  E.  H.  und  W.  Weher,  Wellenlehre  etc.  p.  212  ff". 
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Summe  letzterer  sein  muss.   Treffen  demnach  die  Wellen  ohne  PhasendiflEere».^ 
zusammen,  so  muss  ein  Berg  von  doppelter  Höhe  und  ein  Thal  von  doppdt^-^ 
Tiefe  entstehen.    Als  Mittel  von  zwölf  Messungen  fanden  die  beiden  Web»  ^^ 
die  Höhe  des  resultirenden  Wellenberges  gleich  1,8,  wenn  die  Höhe  derbeS- 
den  componirenden  Wellenberge  gleich  1  war;  der  Unterschied  der  beobadv- 
teten  Höhe  von  der  theoretischen  ist  so  klein,  dass  dieser  Versnch  als 
Bestätigung  des  Interferenzgesetzes,  wenn  es  dessen  noch  bedürfte,  an 
werden  könnte. 

Gehen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  durch  einander  hindurch, 
ist  die  Höhe  des  Berges  oder  die  Tiefe  des  Thaies  gleich  der  Differenz  bei 
ist  der  Berg  ebenso  hoch  als  das  Thal  tief  ist,   so  wird  die  Oberfliche 
Flüssigkeit  eben.    Dies  zeigt  sich  jedesmal,  wie  wir  sofort  sehen  werden, 
der  Reflexion  der  Wellen. 

Nach  der  Durchkreuzung  bewegt  sich  jede  Welle  ganz  nngesiOrt  weil 
Wellenberge  und  Wellenthäler  sind  in  der  Lage  zu  einander,  als  hfttte  i 
jedem  Wellenzuge  gar  keine  Störung  stattgefunden.   Es  ist  diese  Beobacbtaq^flg 
ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  zweiten  Theiles  des  Principes,  das  wir 
Lehre  von  den  Interferenzen  zum  Grunde  legten,   des  Satzes,   dass,  wen 
von  der  Interferenzstelle  aus  sich  die  Bewegung  Punkten  mittheilt,  welche  nv^  r 
durch  einen  der  Wellenzüge  eine  Bewegung  annehmen,  die  Bewegung  diei^<^ 
Punkte  gerade  so  geschieht ,  als  hätte  keine  Interferenz  stattgefnnden. 

Die  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  an  der  InterferenzsteUe  ist  di^^' 
jenige,   welche  das  Interferenzgesetz  verlangt.    Schreiten  die  beiden  Wdle^* 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  fort,  so  ist  die  horizontale  Bewegung desT' 
Flüssigkeitstheilchen,  wenn  die  Wellen  ohne  Phasendifferenz  zusammentieffeOv 
der  Richtung  nach  gerade  entgegengesetzt,   die  verticale  jedoch  gleich  g^ 
richtet.    Die  horizontale  Bewegung  muss  sich  somit  aufheben ,   die  verticil«       . 
summiren. 

Das  wurde  von  den  beiden  Weber  durch  die  Beobachtung  bestätigt  & 
ergab  sich,  wenn  man  senkrecht  unter  der  Stelle  beobachtete,  wo  der  Gipfel 
des  resultirenden  Berges  lag,  wo  also  die  Bewegungen  genau  ohne  Phasai* 
differcnz  zusammentrafen ,  dass  dort  die  Theilchen  in  genau  senkrechter  Rieb- 
tung  sich  auf  und  ab  bewegten. 

Wenn  die  Wellen  nicht  genau  ohne  Phasendifferenz  zusammen  treffen,  ^ 
hebt  sich  die  horiontale  Bewegung  nicht  ganz  auf;  Weber  s  sahen  auch,  wie 
seitwärts  von  den  eben  erwähnten  Stellen  die  Bahnen  der  Theilchen  nicbt 
senkrecht  waren,  sondern  gegen  die  verticale  geneigt  und  zwar  um  so  mehr, 
je  weiter  man  sich  von  der  Stelle  der  vollkommenen  Durchkreuzung  entfernte. 

Wenn  auch  die  Wellen  in  sofern  sich  ungehindert  durchkreuzen,  dass  die 

Bewegung  der  Flüssigkeit  in  jedem  Wellenzuge  dieselbe  bleibt,  als  habe  keine 

Durchkreuzung  statt  gefunden,   so  findet  doch  bei  der  Durchkreuzung  der 

Wdlen  ein  kleiner  Zeitverlust  statt.   Die  Versuche  der  beiden  Weber  ergabeo, 

vend  eine  Welle  ihre  Wellenrinne  in  2,283  Sekunden  durchlief,  wenn 
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sich  nicht  mit  einer  andern  kreuzte,  bei  der  Kreuzung  zweier  Wellen  eine 
Ue  von  genau  gleicher  Grösse  als  die  vorige  zum  Durchlaufen  derselben 
idke  die  Zeit  von  2,4  Sekunden  brauchte. 

Diese  Verzögerung  denken  sich  die  beiden  Physiker  folgendermassen. 

dem  ungehinderten  Fortschreiten  der  Wellen ,  wo  sich,  die  Theilchen  in 
m  kreisförmigen  oder  elliptischen  Bahnen  bewegen,  bleiben  die  Theilchen 
Der  in  ihrer  beschleunigten  Bewegung ,  bei  der  Durchkreuzung  der  Wellen 
egen,  wo  sich  einmal  die  horizontalen  Geschwindigkeiten  ganz  aufheben 
l  die  Theilchen  sich  nur  vertical  auf  und  ab  bewegen ,  tritt  ein  Zeitpunkt 
,  wo  die  Bewegung  des  Theilchens  sich  umkehrt,  wo  also  seine  Geschwin- 
keit  ganz  und  gar  gleich  Null  ist.  Von  da  ab  erhält  erst  das  Theilchen 
eh  Untersinken  wieder  eine  beschleunigte  Bewegung.  Daraus  scheint  nun 
folgen ,  dass  bei  einer  Durchkreuzung  zweier  gleich  grosser  Wellen  so  viel 
I;  verloren  gehe ,  als  der  Verlust  der  beschleunigten  Bewegung  während  der 
reinigung  der  Wellen  herbeiführt.    Nach  der  Durchkreuzung  erhalten  dann 

Theilchen  der  Welle  ihre  vorige  Beschleunigung  und  dadurch  ihre  vorige 
vegung. 

Die  Erscheinungen  der  Beflexion  der  Wellen  treten  am  einfachsten  auf, 
m  eine  Welle  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand  anprallt.  Da  die  Flüssigkeit 
der  Wand  vollkommen  frei  beweglich  ist,  so  mass  die  Reflexion  der  Wellen 
der  Wand  so  erfolgen ,  wie  die  Beflexion  der  Wellen  an  der  Grenze  zweier 
iktsysteme,  von  denen  das  zweite  weniger  dicht  ist  als  das  erste,  das  heisst 

ankommender  Wellenberg  muss  als  Wellenberg  und  ein  ankommendes 
tllenthal  muss  als  Wellenthal  reflectirt  werden.    Die  Erscheinungen  an  der 
ind  müssen  daher  sich  folgendermassen  darstellen. 
Nach  Verlauf  von  Y4  Oscillationsdauer  muss  unmittelbar  an  der  Wand 

halber  Wellenberg  sein,  dessen  Mitte  an  der  Wand  liegt,  dessen  Höhe 
lezu  die  doppelte  des  einfachen  ankommenden  Berges  ist,  da  er  aus  der 
ten  Hälfte  des  reflectirten  und  der  zweiten  Hälfte  des  ankommenden  Wellen- 
;ges  besteht.  Nach  Verlauf  eines  weitem  Viertels  der  Oscillationsdauer  ist 
I  auf  den  Wellenberg  folgende  Wellenthal  bis  zur  Wand  fortgeschritten; 
[leich  aber  ist  der  erste  Wellenberg  ganz  reflectirt,  und  der  reflectirte 
»Uenberg  erstreckt  sich  bis  eine  halbe  Wellenlänge  von  der  Wand ,  gerade 
«reit  als  sich  das  dem  Berge  folgende  Thal  erstreckt.  Die  Bewegung  an  der 
ad  muss  daher  aufgehoben  werden  und  die  Wasserfläche  an  der  Wand  bis 

Länge  einer  halben  Welle  eben  sein. 

In  dem  folgenden  Viertel  der  Oscillationsdauer  pflanzt  sich  der  reflectirte 
Uenberg  um  eine  viertel  Wellenlänge  nach  rückwärts  fort,  das  angekom- 
le  Wellenthal  ebenso  viel  vorwärts,  so  dass  also  die  tiefste  Stelle  des 
Uenthales  sich  gerade  an  der  Wand  befindet.    In  dem  Augenblicke  aber, 

das  ankommende  Wellcnthal  die  Wand  traf,  pflanzte  sich  auch  ein  re- 
tirtes  Wellenthal  fort,  in  dem  betrachteten  Augenblicke  befindet  sich  also 
der  Wand  die  zweite  Hälfte  des  ankommenden  und  die  erste  Hälfte  des 
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ennpunkte  wieder  vereinigt,  dort  wiederum  zu  einem  Wellensysteme  Ver- 
lassung wird  u.  s.  f.  Man  sieht  dieses  vielfache  Hin-  und  Herlaufen  sehr 
dtt  in  der  schönen  gekräuselten  Oberfläche,  welche  die  Flüssigkeit  bei  einem 
chen  Versuche  zeigt. 

Wenn  man  in  der  Wellenrinne  nach  und  nach  mehrere  Wellen  erzeugt, 
ran  Länge  gleich  ist  der  Länge  der  Rinne  oder  einem  aliquoten  Theile  der- 
ben, so  müssen  durch  die  Interferenz  der  von  der  Erregungsstelle  fort- 
ireitenden  und  der  von  der  festen  Wand  reflectirten  Wellen  sich  stehende 
BDen  bilden,  deren  Schwingungsknoten  gerade  so  liegen  müssen,  wie  die 
Imingungsknoten  in  einem  an  beiden  Enden  freien  longitudinal  schwingen- 
a  Stabe.  Wenn  man  demnach  Wellen  erregt,  welche  genau  die  doppelte 
Bge  der  Wellenrinne  besitzen,  so  geht  durch  die  Mitte  derselben  immer 
dl  der  einen  Seite  ein  Wellenberg,  nach  der  andern  ein  Wellenthal,  in  der 
Ue  muss  sich  daher  ein  Schwingungsknoten  bilden  und  jede  Hälfte  der 
me  schwingt  als  eine  halbe  stehende  Welle  hin  und  her. 

Ist  die  Länge  der  erregten  Wellen  gleich  der  Länge  der  Wellenrinne ,  so 
ht  man  zwei  Schwingungsknoten  entstehen,  beide  im  Abstände  von  Vi 
dienlänge  von  den  Wänden  der  Rinne  und  im  Abstand  einer  halben  Wellcn- 
ge  von  einander.  Jeder  der  drei  Theile,  in  welche  dadurch  die  Flüssigkeit 
r  Länge  nach  zerfällt,  schwingt  für  sich  als  stehende  Welle  von  der  Länge 
'  halben  Wellenrinne.  An  den  Wänden  befinden  sich  die  Mitten  der  bei- 
iftussersten  Wellen,  die  Schwingungsmaxima. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht,   wie  die  Gebrüder  Weber  zeigten, 

4  and  mehr  Schwingungsknoten  und  somit  eine  leicht  sichtbare  experi- 

■telle  Bestätigung  der  früher  vorgetragenen  Sätze  über  die  Bildung  der 

henden  Wellen  durch  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Richtung 

Agepflanzter  Wellensysteme  erhalten. 


Yierter  Absclmitt 

Tom    Sekalle 


Erstes  Kapitel, 
üaber  die  Eiiegmg  des  Sehallet. 

§.  146. 

Von  der  Ursache  des  fichftUes,     Wenn  man  eine  schwachge^mnii] 
8aite  in  Schwingungen  Yersetzt,   so  lassen  sich  die  Schwingungen  denellNij 
mit  den  Augen  wahrnehmen,  man  sieht  die  Saite  in  ihren  verschiedenen  Ligsj 
nach  einander.    Wird  die  Spannung  jedoch  mehr  und  mehr  yerst&rkt,  so  1lf^ 
den  die  Schwingungen  bald  so  rasch ,  dass  man  die  Saite  in  den  verscbiedaMij 
Lagen  nicht   mehr  unterscheiden  kann,    man  sieht  an  der   Stelle,  wo  i 
schwingt,  nur  mehr  eine  halbdurchsichtige  Flfiche.    Yerstftrkt  man  die  SfUtl 
nnng  der  Saite  noch  mehr,  so  ist  die  Bew^ung  derselben  kaum  mehr  &Mr\ 
bar,  statt  dessen  wird  sie  uns  aber  in  einer  andern  Weise  wahrnehmbar,  «sj 
hören  sie,  wir  erhalten  einen  von  der  schwingenden  Saite  aasgehenden  K» 
druck  auf  unser  Ohr.   Den  Eindruck,  welchen  unser  Ohr  erhält,  nenB«n«V 
Schall;  es  ist  im  Folgenden  unsere  Aufgabe,  diese,  die  schwingende  Bewega|| 
begleitende  Erscheinung  zu  untersuchen.  • 

Der  Schall  entsteht  nur  durch   eine  schwin^nde  Bewegung,   undjedtj 
schwingende  Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit  erzeugt  einen  Sefaall 

Wir  sahen  in  dem  vorigen  Abschnitt,  dass  wir  auf  sehr  viele  Wa« 
schwingende  Bewegungen  erzeugen  können,  alle  diese  können  auch  dieI'^ 
Sache  eines  Schalles  werden. 

Beiben  wir  einen  Stab  seiner  Länge  nach,  so  erzeugt  die  Elastidtft^j 
Stabes  stehende  Schwingungen,  die  Savart  durch  die  Stösse  des  Stabeste 
gegen  eine  Spitze  dem  Auge  sichtbar  gemacht  hat;  wir  vernehmen  nim  vA\ 
stets  einen  Schall,  wenn  wir  einen  Stab  in  longitudinale  SchwingongiiB  v^^ 
setzen.  Ebenso  erzeugen  die  transversalen  Schwingungen  von  StSbeft  ^ 
Saiten,  sobald  sie  hinreichend  rasch  sind,  die  Schwingungen  von  FlatlcD o« 
Glocken  sowie  die  drehenden  Schwingungen  der  Stäbe  einen  Ton. 
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In  alleii  diesen  Fällen  sind  es  die  regelmässigen  Schwingungen  der  Kör- 
per in  Folge  ihrer  Elasticität,  welche  einen  Ton  erzeugen;  man  kann  jedoch 
auch  auf  andere  Art,  durch  in  kurzer  Zeit  wiederholte  Stösse,  einen  Schall 
hervorbringen.  So  erhält  man  einen  Schall,  wenn  man  eine  Karte  oder  eine 
biegsame  Feder  dem  Umfange  eines  in  rasche  Rotation  versetzten  gezähnten 
S^es  80  weit  nähert,  dass  jeder  Zahn  der  Karte  oder  Feder  einen  Schlag 
ertheilt;  so  auch,  wenn  man  einen  Strom  eines  Gases  oder  einer  Flüssigkeit 
gegen  eine  rotirende  Scheibe  führt,  welche  in  regelmässigen  Zwischenräumen 
durchbohrt  ist;  die  Flüssigkeit  dringt  abwechselnd  durch  eine  Oefihung  der 
Scheibe,  abwechselnd  wird  sie  durch  eine  geschlossene  Stelle  derselben  zurück- 
gehalten; es  entsteht  so  eine  regelmässige  Folge  von  Stössen,  die  wir  als 
Ton  wahrnehmen.  Lässt  man  einen  Körper  um  eine  Axe  rotiren ,  welche  nicht 
durch  dessen  Mittelpunkt  geht,  so  ertheilt  dieser  der  umgebenden  Luft  eine 
'  fieihe  von  Stössen,  indem  abwechselnd  das  grössere  und  kleinere  Stück  des 
^<frpers  an  derselben  Seite  der  Botationsaxc  sich  befindet ;  diese  Eeihenfolge 
^^^  Stössen  erzeugt  einen  Ton. 

^uch  scheinbar  continuirliche  Bewegungen  können  einen  Ton  erzeugen, 
^^r   That  ist  es  aber  wieder  eine  regelmässige  Reihenfolge  von  Stössen, 
^QiM^     auch  in  solchen  Fällen   den  Schall  hervorrufen.     Bläst  man  in  das 
^cfiS^flck  einer  gewöhnlichen  Pfeife,   so  erzeugt  dieser  continuirliche  Luft- 
Ton;  indess  in  diesem  Falle  theilt  sich  der  Luftstrom  an  der  Lippe 
der  eine  Theil  dringt  in  die  Pfeife  ein,  der  andere  entweicht  in 
e  Luft.    Der  in  die  Pfeife  eingedrungene  Theil  des  Luftstromes 
t  anfänglich  die  der  Lippe  am  nächsten  liegende  Schicht  der  Luft; 
3-clichtung  der  Luftschicht  verhindert  wegen  der  grossem  Elasticität 
rimirten  Luft  dann  so  lange  ein  neues  Eindringen  der  Luft  in  die 
sich  die  Verdichtung  auf  die  weitem  Luftschichten  der  Pfeife 
bat.    Es  entsteht  daher  auch  in  diesem  Fall  eine  periodische  Be- 
ine Reihenfolge  von  Stössen,  welche  den  Schall  Veranlasst. 
Onnen  daher  ganz  allgemein  sagen,  dass  die  Ursache  des  Schalles 
^iviederholto  Stösse  sind ,  welche  zu  unserem  Ohre  gelangen, 
clafi  letztere,  die  Mittheilung  der  Stösse  an  unser  Ohr,   der  Fall 
firenügt  nicht  allein  das  Schwingen  eines  Körpers,  sondern  es  ist 
»      dass  diese  schwingende  Bewegung  durch  ein  elastisches  Mittel  zu 
*^3  liingeführt  werde.   In  den  meisten  Fällen  ist  dieses  Mittel  die  at- 
Hiuft.  Versetzen  wir  einen  Körper  in  longitudinale  Schwingungen, 
^ob  abwechselnd  aus,  abwechselnd  zieht  er  sich  zusammen.    Bei 
treibt  er  die  zunächst  an  ihn  angrenzende  Luft  von  sich  fort; 
xnenziehung  stürzt  die  vorher  fortgetriebene  Luft  in  den  jetzt 
Welcher  den  Körper  umgibt,  hinein,  und  diese  hin  und  her 
der  Luft  pflanzt  sich  als  longitudinale  Schwingung  durch 
bis  zu  unserem  Ohre  fort.    Schwingt  eine  Saite ,  ein  Stab  oder 
^xisversal,  so  tritt  dasselbe  ein;  bewegt  sich  die  Saite  nach  der 
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einen  Seite,  so  treibt  sie  die  angrenzende  Luft  in  der  Bichtaüg  fort,  schwingt 
sie  zurück,  so  saugt  sie  die  Luft  gewissermassen  nach  sich  hin;  sie  ertheilt 
also  der  Luft  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung,  welche  bis  zu  onseran 
Ohre  fortgepflanzt  und  als  Stösse  auf  dasselbe  wirkend  uns  die  Empfindong 
des  Schalles  gibt. 

Es  kann  aber  jeder  Körper,  die  festen  sowohl  als  die  flüssigen,  wenn  in 
ihnen  ein  Schall  erregt  wird ,  denselben  fortpflanzen ,  wie  man  sich  leicht  di- 
durch  überzeugt,  dass  eine  unter  Wasser  erregte  periodische  Bewegung  sich 
als  Schall  wahrnehmen  lässt.  Wir  sahen,  in  allen  elastischen  KOrpem  pflan- 
zen sich  an  einer  Stelle  erregte  Schwingungen  fort;  da  der  Schall  eine  schwin- 
gende Bewegung  ist,  die  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  ist,  so  folgt  aus  dem 
vorigen  Abschnitte  schon ,  dass  jeder  elastische  Körper  den  Schall  fortzapflas- 
zen  im  Stande  ist. 

Dass  wir  aber  überhaupt  nur  dann  einen  Schall  yemehmen ,  wenn  doith 
irgend  einen  elastischen  Körper  die  Schwingungen  zu  imserem  Ohre  fort- 
gepflanzt werden,  zeigt  die  Erfahrung.  Denn  bringen  wir  unter  die  Glocke  der  ^ 
Luftpumpe  ein  kleines  Glöckdhen,  welches  mit  einem  Klöppel  versehen  und 
an  einem  Faden  in  der  Glocke  so  aufgehängt  ist,  dass  es  nirgendwo  eine  der 
festen  Begrenzungen  des  von  der  Glocke  und  dem  Luftpumpenteller  abgespen- 
ten  Baumes  berührt,  so  hört  man  keinen  Ton,  wenn  man  die  Luft  durch 
Pumpen  aus  der  Glocke  fortnimmt  und  durch  Bewegung  des  Apparates  den 
Klöppel  zum  Anschlagen  bringt.  Man  hört  aber  einen  Schall,  wenn  man  eine 
Verbindung  zwischen  der  Glocke  und  dem  Becipienten  der  Pompe  herstellt, 
sei  es,  dass  man  den  Becipienten  mit  Luft  oder  mit  einer  Flüssigkeit  anfttllt, 
oder  dass  man  das  Glöckchen  an  einem  Metalldraht  in  der  Glocke  aufhängt. 

§.  147. 
Qualität  des  Schalles.     Jeden  Eindruck,   welchen  wir  durch  unser 
Gehör  erhalten ,  ntnnen  wir  Schall ;  indess  können  diese  Eindrücke  sehr  ja- 
schieden  sein. 

1.  Der  Schall  kann  in  einem  einzigen  mehr  oder  weniger  starken,  knn 
abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  bestehen,  man  nennt  ihn  dann  mei- 
stens Knall,  wenn  man  auch  häufig  unter  Knall  nur  einen  heftigen,  ein- 
maligen, kurz  abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  versteht.  Der  Schall 
kann  femer  von  einiger  Dauer  sein,  in  einer  Beihenfolge  von  Stössen  be- 
stehen, welche  unser  Ohr  erhält.  Je  nachdem  nun  diese  Stösse  regelmStfig 
oder  unregelmässig,  gleichartig  oder  ungleichartig  sich  folgen,  unterscheidet 
man  den  Schall  als  Ton  oder  Geräusch.    Die  Geräusche  selbst  unterscheidet 

Hiiselny  Knistern,  Sausen,  Brausen  etc. 

•terBoheidet  man  nach  ihrer  Höhe  als  böherr 

Jnterschied  beruht,  lässt  sich  leicht  doith 

loaler  Ton  ist  stets  viel  höher,  als  der 

1  der  Transversalton  eines  Stabes  i«t  um 
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so  höher,  je  ktlrzer  imd  dicker  der  Stab  ist;  bei  schwingenden  Saiten  ist  der 
Ton  um  so  höher,  je  kürzer  die  Saite  ist  oder  je  stärker  man  sie  spannt.  Da 
wir  nun  sahen,  dass  die  longitudinalen  Schwingungen  rascher  sind  als  die 
transversalen,  imd  diese  um  so  rascher,  je  kürzer  der  schwingende  Körper 
ist,  so  folgt,  dass  ein  Ton  um  so  höher  ist,  je  mehr  Schwingungen  der  den 
Ton  erzeugende  Körper  macht,  je  mehr  Stösse  also  in  gleichen  Zeiten  unser 
Ohr  treffen. 

Man  kann  die  Schwingungszahl  einer  gespannten  Saite  berechnen ;  lässt 
man  nun  einen  Stab  mit  der  Saite  genau  isochron  schwingen,  oder  bringt 
man  einen  Ton  dadurch  hervor,  dass  man  ebenso  oft  die  Zähne  eines  Rades 
g^^n  eine  Karte  schlagen  lässt,  so  haben  alle  diese  Töne  die  gleiche  musi- 
kalische Höhe.  Jeder  Ton  entspricht  somit  einer  ganz  bestinmiten  Schwin- 
gangszahl. 

Man  kann  übrigens  auch  bei  den  Geräuschen  eine  verschiedene  Höhe 
wahrnehmen,  wie  man  aus  folgendem  Versuche  sieht.  Man  nimmt  sieben 
StBbe  von  hartem  Holze  gleicher  Dicke  und  Breite ,  aber  verschiedener  Länge, 
•o  dass  beim  Anschlagen  diese  Stäbe  eine  Tonreihe  geben.  Lässt  man  dann 
einen  der  Stäbe  auf  den  Boden  fallen,  so  hört  man  ein  Geräusch  ohne  be- 
stimmten musikalischen  Charakter;  lässt 'man  aber  die  Stäbe  nach  einander  zu 
Boden  fallen,  und  zwar  der  Beihe  nach  die  grossem  zuerst,  so  unterscheidet 
man  auch  bei  diesen  Geräuschen  eine  bestimmte  Höhe. 

3.  Töne  gleicher  Höhe  können  auf  das  Ohr  einen  ganz  verschiedenen 
Eündmck  machen;  so  unterscheidet  man  deutlich  den  Ton  selbst  bei  gleicher 
Höhe  der  Blas-  und  Streichinstrumente,  bei  den  Blasinstrumenten  den  der 
Holx-  und  Blechinstrumente. 

Die  Töne  unterscheiden  sich  durch  eine  eigenthümliche  Beschaffenheit, 
die  man  häufig  als  Klang  oder  Klangfarbe  oder  Tonfarbe  bezeichnet.  Vielfach 
wendet  man  auch  dafUr  das  französische  Wort  Timbre  an.  Die  Ursache  der 
Klangverschiedenheit,  welche  schon  Ohm  ^)  in  der  verschiedenen  Form  der 
Schwingungen  gesehen  hatte ,  ist  besondei*s  von  Helmholtz  ^)  in  neuerer  Zeit 
unteTBUcht  worden,  er  hat  gezeigt,  dass  dieselbe  in  der  That  von  der  Form 
der  Schwingungen,  oder  vielmehr  von  den  gleichzeitig  auftretenden  Tönen 
bedingt  ist.  Einen  Ton  erzeugt  jede  regelmässig  periodische  Wiederkehr  von 
Stfleaen  in  unser  Ohr;  innerhalb  jeder  Schwingungsperiode  bleibt  die  Be- 
wegung dabei  ganz  willkührlich ,  wenn  nur  dieselbe  Bewegung ,  welche  inner- 
halb der  ersten  Periode  bestand ,  in  den  folgenden  Perioden  in  ganz  gleicher 
Weise  wiederkehrt.  So  kann  die  Schwingung,  die  wir  als  Ton  vernehmen, 
dae  einfache  sein,  sie  kann  aber  auch  aus  der  üeberoinanderlagerung  nieh- 
lerer  Schwingungen  bestehen,  deren  jede  einem  andern  hohem  Tone  ont- 


1)  Ohm,  'Poggend.  Anoal.  Bd.LXX.  Bd.LXIL  Man  sehe  auch  Sed^eck,  Poggend. 

Bd.  LX  und  Bd.  LXIII.  Dove*8  Repert.  Bd.  Vlll. 
S)  BdmhoUz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen«  Braunschweig  18^. 
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spricht,  welcher  den  gehörten  Ton  begleitet,  welcher  sich  aber  nor  insoweit 
bemerkbar  macht,  dass  er  die  Farbe  des  Grundtones  verftndert.  In  weldter 
Weise  wir  die  einzelnen  Töne  eines  Klanges  erhalten  können ,  werden  wir  in 
einem  der  nächsten  Paragraphen  besprechen. 

4.  Die  Töne  können  bei  gleicher  Höhe  und  gleicher  Klangfarbe  an  Stärke 
oder  Intensität  verschieden  sein.  Verschiedenheit  der  Stärke  erzeugen  wir  bd 
einer  gespannten  Saite  durch  Acnderung  der  Schwingungsamplitnde,  oder 
was  dasselbe  ist,  durch  Acnderung  der  Schwingungsgeschwindigkeit  bei  on- 
geändert^  Dauer  der  Schwingung.  Der  grossem  Amplitude  entspricht  der 
stärkere  Ton. 

Wir  nehmen  indess  nicht  an ,  dass  die  Intensität  einfach  wie  die  Ge. 
seh  windigkeit  der  schwingenden  Bewegung  zu-  oder  abnehme,  sondern  wie 
das  Quadrat  derselben,  indem  wir  annehmen,  dass  die  Stärke  des  Schalles 
von  der  Stärke  des  Stosses  abhängt ,  welchen  die  bewegten  Lufltheilchen  od* 
serm  Gehörorgane  ertheilen.  Die  Stärke  des  Stosses  ist  aber  proportional  der 
lobendigen  Kraft  der  bewegten  Körper ,  und  da  diese  bei  gleicher  Masse  den 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  setzen  wir  die  Intensüit 
des  Schalles  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Theileio 
dem  Augenblicke  der  grösstcn  Geschwindigkeit  proportional. 

§.  148. 

Bestimmung  und  Vergleiobung  der  Schwingun^Bahlen«   Um  die 

Schwingungszahl  von  Tönen  zu  erhalten,  kann  man  sich  entweder  der  Gesetze 
der  Elasticität  bedienen  oder  der  Tonerzeugung  durch  mechanische  Stösse,  ii* 
dem  man  letztere  durch  irgend  eine  mechanische  Vorrichtung  direkt  z&hli. 

Die  Sirene  von  Cagniard  Latour  ^)  bestimmt  die  Schwingungszahlen  dorcii 
direkte  Zählung  der  den  Ton  erzeugenden  Stösse ,  sie  besteht  (Fig,  240)  tfi 
einer  cylindrischen  Trommel,  von  der  unten  in  der  Mitte  der  BodenpbttB 
eine  Bohre  R  ausgeht,  mittels  welcher  der  Apparat  auf  einen  Windkasiei 
gesetzt  wird ,  und  durch  welche  die  'comprimirte  Luft  in  die  Trommel  BB  eil* 
dringt.  Die  obere  Platte  der  Trommel  ist  durch  eine  bestimmte  Anzahl  toi 
Löchern,  welche  auf  dem  umfange  eines  Kreises  liegen,  durchbohrt  Vi 
Löcher  sind  alle  gleichweit  von  einander  entfernt  und  alle  nach  gleicher  Bkk* 
tung  schief  gebohrt,  so  dass  die  Oeifnungen  alle  z.  B.  von  links  nachre(it8 
aufsteigende  unter  einem  bestimmten  Winkel  gegen  die  Verticale  geneigt«  Kt* 
näle  durch  die  Platte  bilden. 

Unmittelbar  über  der  die  Trommel  deckenden  Platte  befindet  sich  &^ 
zweite  Platte,  welche  an  der  Axe  ÄF  {Fig,  241)  befestigt  ist  und  mitdiefitf 
Axe  sich  drehen  kann.  Um  die  Platte  möglichst  leicht  beweglich  zu  maäf^ 
ist  die  stählerne  Axe  AF  unten  bei  a  (Fig.  240)  in  ein  Zapfenlager  von  M«*" 


1)  Cagniard  Latour,  Annales  de  chim.  et  de  Phys.  Tome  XII  et  XVHL  Poggc* 
Annal.  VIÜ  und  X. 
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geetdlt,  and  oben  durch  die  Scbraobe  A,  deren  SpiUe  in  eine  konische 
iefimg  der  Axe  paset,  lose  gehalten. 


Die  Platte  0  (Fig.  241)  hat  ebenfalls  auf  einem  Kreise  16  Löcher,  so 
I  dieselben  sich  auf  die  Löcbor  der  untern  Platte  b^en  und  die  Trommel 

der  äussern  Luft  in  Verbindung  setzen  können,  oder  bei  einer  kleinen 
hung  der  obem  Scheibe  den  ZwischenrKumen  der  untern  Scheibe  cntepre- 
1,  die  Trommel  also  ver^chli essen.  Bilden  die  Löcher  die  Fortsetzung  der 
her  der  untern  Platte,  so  kann  die  in  die  l'rommel  getriebene  verdichtete 
t  nach  aussen  entweichen,  entsprechen  die  Löcher  den  Zwischenräumen 
ichen  den  untern  Löchern,  so  ist  die  Trommel  abgesperrt,  die  Luft  kann 
it  entweichen.  Die  Löcher  sind  schief  durch  die  Platte  gebohrt,  aber  nach 
jegengesctztcr  Richtung  als  die  untern  Löcher;  also  weni)  diese  von  links 
3  rechts  durch  die  untere  Platte  aufsteigende  Kanäle  bilden  (Fig.  213),  so 
cn  die  Löcher  der  obem  Platte  von  rechts  noch  links  aufsteigende  Kanäle, 
-cb  diese  Art  der  Durchbohrung  wird  nun  bewirkt,  dass  die  Scheibe  C 
■üi  den  Luftetrom  selbst  zum  Botiren  gebracht  wird ,  der  zu  den  Löchern 
:ritt,  wenn  die  obem  Löcher  auf  den  untern  stehen;  denn  der  in  den  un- 
1  Löchern  von  links  nach  rechts  aufsteigende  Luftstrom  stösst  gegen  die 
ade  der  obern  Löcher  und  ertbeitt  dadurch,  der  Scheibe  eine  Drehung, 
:he  derjenigen  des  Zeigers  einer  Uhr  entgegengesetzt  ist.  Die  Geschwin- 
rait  der  obem  Scheibe  wird  dadurch  um  so  grösser,  je  stSrker  der  Druck 
Luft  in  der  Trommel  ist.  Durch  Begulirung  des  Luftstromes  kann  man 
3r  der  Scheibe  eine  ganz  bestimmte  Geschwindigkeit  geben. 

Dreht  sich  nun  die  Scheibe  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  so  wird 

16  Löchern  bei  jeder  Umdrehung,  da  alle  obem  Löcher  zugleich  auf  alle 
im  EU  stehen  kommen,  16  mal  die  Trommel  geöffnet  und  16  mal  gc- 
ossen.  Die  von  unten  in  die  Trommel  geführte  verdichtete  Luft  kann  also 
nal  durch  die  obere  Platte  entweichen  und  ebenso  wird  16  mal  der  Luft- 
m  unterbrochen.  Wir  erhalten  somit  bei  jeder  Umdrehung  16  Verdicb- 
fm  der  Luft  ttber  der  Scheibe  und  beim  Versdiluss  der  ontem  Löcher 
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16  Verdünnungen,  also  bei  jeder  Umdrehung   16  Schwingongen  der  Luft, 
welche  sich  als  16  Wellen  in  die  umgebende  Luft  fortpflanzen. 

Wenn  wir  demnach  durch  diese  Schwingungen  einen  bestimmten  Ton 
hervorgebracht  haben,  können  wir  aus  einer  Beobachtung  der  ümdrehnngs- 
zahl  der  Scheibe  die  Schwingungszahl  des  gehörten  Tones  unmittelbar  ab- 
leiten. 

Um  nun  die  Umdrehungszahl  der  Scheibe  zu  erhalten ,  ist  in  die  Axe  AF 
bei  s  eine  Schraube  ohne  Ende  eingeschnitten ,  welche  in  ein  Zahnrad  E 
(Fig.  240)  eingreift  und  dieses  bei  jeder  Umdrehung  um  einen  Zahn  drehk 
An  der  Axe  des  Bades  ist  ein  Zeiger  befestigt,  der  auf  dem  Zifferblatte 
(Fig.  241)  die  Umdi*ehungen  der  Scheibe  angibt.  Das  Bad  hat  100  Zfthne,  bd 
100  Umdrehungen  der  Scheibe  dreht  es  sich  somit  einmal  hemm  nnd  dk 
Spitze  des  Zeigers  durchläuft  einmal  den  Umfang  des  Zifferblattes.  Dieser  ist 
in  100  Theile  getheilt,  die  an  ihm  befindlichen  2iahlen  geben  also  die  md- 
nen  Umdrehungen  des  Bades  an.  Eine  Umdrehung  des  Zeigers  gibt  ak 
16  .  100  Vibrationen  an. 

Hat  sich  das  Bad  E  einmal  vollständig  gedreht,  so  greift  ein  Vorsprang  l[| 
der  am  Umfange  des  Bades  befestigt  ist,  in  die  Zähne  des  Bades  G  und  be- 
wirkt, dass  der  an  der  Axe  dieses  Bades  befestigte  Zeiger  auf  seinem  Zififf* 
blatte  um  einen  Theilstrich  weiter  rückt,  jeder  Theilstrich  dieses  Zifferblatt« 
gibt  also  100  Umdrehungen  der  Scheibe  oder  1600  Schwingungen  an.  Hit 
man  sonach  während  einer  Zeit  T  eine  Bewegung  des  Zeigers  auf  dem  zweltei 
Zifferblatte  um  n  Theilstriche  beobachtet  und  auf  dem  ersten  n  \  so  ist  d» 
Anzahl  der  während  der  Zeit  T  stattgefundenen  Schwingungen 

N=n.  1600  +  «'  .  16, 

und  die  Schwingungszahl  des  Tones,  wenn  T  in  Sekunden  gegeben  ist, 

=  -^ 

Die  beiden  gezahnten  Bäder  sind  auf  der  einen  Platte  des  Gehäuses,  s 
welchem  sie  eingeschlossen  sind ,  befestigt.  Diese  Platte  ist  ein  wenig  TC^ 
schiebbar  und  drückt  man  auf  die  Fig.  241  zur  Bechten  befindliche  Schraube  ii 
so  wird  die  Platte  und  damit  die  gezahnten  Bäder  so  weit  zur  Lmken  f(^ 
schoben,  dass  die  Schraube  ohne  Ende  nicht  in  das  Zahnrad  JE  eingreift.  I> 
dieser  Lage  wird  dann  die  Platte  durch  die  oben  auf  dem  Gehäuse  befindUdü 
Feder,  deren  Vorsprung  in  einen  Ausschnitt  der  Platte  eingreift,  festgehalto* 
Wenn  sich  also  auch  jetzt  die  Scheibe  dreht,  so  bewegen  sich  doch  dieBidcr 
und  Zeiger  nicht.  Drückt  man  dann  auf  die  Feder  /,  so  springen  Platte  vd 
Bäder  in  ihre  frühere  Lage  zurück  und  die  Bäder  und  Zeiger  bewegen  sich. 

Um  nun  mittels  der  Sirene  die  Schwingungszahl  eines  Tones  an  bosii** 
men,  bewirkt  man  zunächst,  dass  beide  Zeiger  auf  0  stehen.  Dann  werdei 
sie  ausgelöst  und  man  setzt  durch  einen  Luftstrom  die  Sirene  in  Bewegoog* 
Der  Ton  ist  anfangs  tief,  wird  aber,  da  die  Bewegung  der  Scheibe  eine  b^ 
schleunigte  ibt,  immer  höher.    Durch  Begulirung  des  Luftstromee  briogt^tf 
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n  hervor,  dessen  Schwingungszahl  man  uniersuchen  will,  und 
n  er  constant  geworden  ist,  zu  einer  ganz  bestimmten  Zeit  auf 

Dadurch  werden  die  Räder  eingeschaltet  und  die  Zeiger  bewegen 
einer  bestimmton  Zeit  drückt  man  auf  den  Knopf  a  und  schaltet 

wieder  aus  und  liest  sowohl  die  Theilstriche  n  auf  dem  Zifferblatt 
-  ab,  als  die  n  auf  dem  andern  und  hat  somit  alle  Daten,  die 
sind ,  um  die  Schwingungszahl  v  zu  bestimmen. 

wandte  zu  seinen  Versuchen,  um  die  Grenze  der  Wahmehmbar- 
le  zu  bestimmen,  ein  anderes  Verfahren  an  ^).  Er  ersetzte  die 
ein  in  schnelle  Botation  versetztes  gezahntes  Bad,  dessen  Zähne 
Carte  oder  ein  keilförmiges  zugeschnittenes  Blättchen  von  leich- 
thlugen.  Jeiler  Schlag  entspricht  einer  einmaligen  Oeffnung  der 
einer  Schwingung,  aus  der  Anzahl  der  Zähne  des  Bades  und  der 
Geschwindigkeit  desselben  erhält  man  also  durch  eine  einfache 
n  die  Anzahl  der  einem  bestimmten  Tone  entsprechenden  Schwin- 

idrehungen  des  Bades  .werden  auch  hier  durch  einen  Zähler  von 
•ichtung  wie  derjenige  der  Sirene  bestimmt.   ^ 

)\  hat  es  versucht,   die  Schwingungen  zu  zählen,    indem  er  die 

besprochene  graphische  Methode  anwandte***).  Der  schwingende 
nde  Küri)er,  z.  B.  ein  schwingender  Stab,  wird  an  seinem  Ende 
inen  Si)itze  versehen  und  vor  ihm  ein  Glascylinder  gedreht,  der 
init  einem  leicht  fortzunehmenden  üeberzuge  versehen  ist.  Die 
irt  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.  Wenn  nun  der  Stab  nicht 
)  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cylinder,  der  sich  bei  der  Drehung  zu- 
^m  hebt  oder  senkt,  eine  einfache  Spirallinie, 'wenn  aber  der  Stab 
3  erhält  diese  Spirallinie  eine  Wellenform  und  jeder  Welle  «nt- 
Schwingung  des  Stabes.    Wenn  der  Cylinder  durch  irgend  eine 

Vorrichtung  in  eine  stetige  Botation  versetzt  wird  und  durch 
mdere  Zählvorrichtung  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  bestimmt 

,  so  genügt  es ,  die  Länge  der  Spirallinie  zu  messen  und  die  An- 
Icn  zu  zählen,  um  die  Schwingungszahl  zu  erhalten.  Habe  z.  B. 
Inf  Umdrehungen  in  der  Sekunde,  und  beobachtet  man,  dass  die 
önau  2,5  Umfange  der  Walze  beträgt ,  so  gibt  die  Zahl  der  Wellen 
a  die  Schwingungszahl  in  einer  halben  Sekunde  an,  die  doppelte 

Schwingungszahl  des  Tones. 

3l  und  später  Wertheim  wandten  indess  dieses  Verfahren  haupt- 
I  an,  um  die  Schwingungszahlen  zweier  Töne  zu  vergleichen.   Zu 

l,  Ueber  die  Empfindlichkeit  des  menschlichen  Gehöres.  Annales  de 
hys.  T.  XLIV.  Poggend.  Aunal.  XX. 

liel,  L'Institut  1840.  p.  19  n.  41. 
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dem  Ende  brsncht  man  die  Drehungsgescb windigkeit  der  Walze  nidit  «mnil 
zu  kennen. 

Man  bringt  nur  die  beiden  Stttbe  oder  scbwingenden  Körper  ntlie  hi 
einander  an,  so  dass  sie  ihre  Schwingungen  auf  einer  and  derselben  Wal» 
gleiobzeitig  abzeichnen. 

Man  hat  dann  nur  die  auf  gleichen  Längen  der  beiden  Spiralen  bt-Hiidli- 
cben  Wellen  zu  zählen,  und  da  diese  in  gleichen  Zeiten  von  den  beiden  schnis 
geuden  KCrpem  beschrieben  sind,  so  ist  das  Verbältniss  der  beiden  'Ma 
genau  das  der  Schwingungszahlen  der  Töne. 

Die  andere  Methode,  um  die  Sc hwingnngs zahlen  der  TOne  zu  bestimmei, 
beruht  anf  der  Anwendung  der  Elasücitfitsgesetze,  welche  ans  nach  d«a 
vorigen  Abschnitte  die  Schwingungszahl  eines  gegebenen  ESrpers  ans 
BescbaSenheit  zu  berechnen  gestatten.  Sie  ist  besonders  bequem,  u 
SchwingungBzahlen  der  Töne  zu  vergleichen,  und  da,  wie  wir  sehen  wcrda, 
aus  der  Schwingungszahl  eines  Tones  sich  die  aller  übrigen  berechntti  ]isa, 
so  wendet  man  diese  MeÜiode  fast  immer  Cur  Bestimmung  der  Schwiagui^' 
zahl  der  TSne  an. 

Das  geblüucblichste  auf  dieser  Methode  beruhende  Verfahren  bt  i!i«  Be 
Stimmung  der  Schwingungszahlen  mittels  des  Monochordes,  einer  auf 
Kasten  von  trocknem  Holze  aufgespannten  Saite  (Fig.  243).     Die  Saite iil 


bei  a  mittels  einer  Schraube  befestigt  und,  lim  eine  genau  bestimmburu U4> 
derselben  zu  den  Versuchen  zu  verwenden,  Über  die  beiden  scharfen  St 
gelegt  und  dann  Über  die  Rolle  B  gefUhrt,  welche  sich  mit  mtSglidist  «esif 
Reibung  in  ihrem  Zapfenlager  dreht.  In  dem  an  dem  Ende  der  Sait«  befüsügta 
Häkchen  h  kfinnen  verschiedene  spannende  Gewichte  befestigt  werden,  l's 
Abstand  ss'  zwischen  den  beiden  Stegen  ist  in  1000  gleiche  Thole  ^iJkÜI 
und  ein  auf  dem  Brette  des  Monochords^  verschiebbarer  Steg  gestattet  1 
Saite  beliebige  StUcke  schwingen  zu  lassen. 

Um  nun  die  Schwingungszahl  eines  Tones  zn  bestimmen,  stimmt  inu 
zunächst  das  Monochord  nach  dem  betreffenden  Ton,  sei  es  dem  einer  ^tiuin' 
gabel  oder  irgend  eines  andern  Instmmeutes,  indem  man  d>£  sptmicD» 
Gewicht  oder  die  Lunge  der  Saite  so  lange  ändert,  bis  sie  bei  eiofMfaeta  i^ 
schlagen  oder  Anstreichen  mit  dem  Geigenbogen  genau  den  Ton  dei  '>■" 
angibt. 
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Aus  der  beobachteten  Länge  der  Saite,  dem  spannenden  Gewichte  und 
n  Gewichte  der  Längeneinheit  der  Saite  erhält  man  dann ,  wenn  die  Steifig- 
Lt  der  Saiten  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  die  Schwingungszahl  nach 
r  Formel  des  §•  134 

2^=»   ./HZ, 

onn  l  die  Länge  der  Saite,  P  das  spannende  Gewicht,  q  den  Querschnitt 
ad  5  das  specifische  Gewicht  der  Saite ,  also  q  .  s  das  Gewicht  der  Längen- 
nbeit  bedeutet. 

Man  wendet  meist  zu  dem  Monochord  Metallsaiten  an,  da  diese  regel- 
issiger  zu  bearbeiten  sind  als  andere  und  da  sie  bei  gleicher  Spannung  nicht 
^  leicht  Aenderungen  ausgesetzt  sind  durch  den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft, 
ind  jedoch  diese  Saiten  nicht  sehr  dünn  und  nicht  vollkommen  biegsam,  wie 
B.  die  Stahlsaiten ,  die  zu  den  Klavieren  benutzt  werden ,  so  muss  man  zur 
erechnung  der  Schwingungszahlen  die  vollständigere  Formel  von  Seebeck 
iwenden ,  in  welcher  auf  die  Steifigkeit  der  Saiten  Ettcksicht  genommen  ist. 

Eine  andere  Methode,  welche  Scheibler  ^)  angewandt  hat,  um  mittels 
18  Monochords  nur  durch  Versuche  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne 
i  bestimmen,  werden  wir  erst  im  nächsten  Kapitel  bei  Abhandlung  der 
:össe  und  Combinationstöne  kennen  lernen  können. 

§.  149. 

Von  dem  VerhältniBB  der  Töne  und  den  Intervallen.  Man  kann 
in  auf  die  verschiedenste  Weise  und  mit  den  verschiedensten  Instrumenten 
$ne  gleicher  Höhe  hervorbringen.  Nimmt  man  z.  B.  den  Ton  eines  ge- 
ümmten  Stabes  und  bringt  auf  der  Sirene  oder  mittels  gezähnter  Bäder, 
ler  mittels  gespannter  Saiten  den  Ton  hervor,  so  findet  man  stets  bei  Mes- 
mg  der  Schwingungszahlen ,  wie  verschieden  auch  die  Klangfarbe  aller  dieser 
Bne  sein  mag,  dass  sie  doch  alle  dieselbe  Schwingungszahl  haben.  Wir  fol- 
srn  daraus  das  erste  Gesetz  der  Tonlehre : 

Allen  Tönen  gleicher  Höhe,  welches  auch  der  schwingende  Körper  sei, 
fieher  sie  veranlasst,  entsprechen  gleiche  Schwingungszahlen,  und  um- 
kehrt, gleichen  Schwingungszahlen  entsprechen  immer  gleiche  Tonhöhen. 

Daraus  folgt,  dass  ein  gegebener  Ton  seiner  Höhe  nach  bestimmt  ist 
^h  die  Zahl  n  seiner  Schwingungen,  und  dass  man  ihn  mittels  derselben 
Zeichnen  kann. 

Töne  verschiedener  Schwingungszablen  sind  verschieden ,  das  VerhSLltniss 
^  Schwingungszahlen,  nennt  man  ein  Tonverhältniss  oder  Intervall. 


1)  Üeber  Scheibler's  Versuche.  Eoeber  in  Poggend.  Annal.  Bd.  82  und  in  Dove's 
>ettorium.  Bd.  IIL 
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Wenn  man  zugleich  zwei  Töne  verschiedener  Höhe  hervorbringt  and 
anhalten  lässt,  so  kann  das  Zusammenklingen  derselben  auf  Qnser  Ohr  ent- 
weder einen  angenehmen  Eindruck  machen  oder  einen  nicht  so  angenehmeB. 
In  dem  ersten  Falle  nennt  man  das  Zusammenklingen  der  Töne  oder  <ko 
Accord  consonirend,  im  zweiten  Falle  dissonirend.  Je  weniger  angenehm 
der  Accord  unser  Ohr  für  sich  allein  stehend  berührt,  um  so  dissonirender  ist 
derselbe. 

Es  gibt  nun  eine  grosse  Menge  verschiedener  Accorde,  welche  alle  in  der 
Mqsik  gebraucht  werden ,  das  Ohr  unterscheidet  sie  als  angenehm  oder  weni- 
ger angenehm ,  und  darnach  ist  denselben  in  der  Musik  ihre  Stelle  angewieäen. 
Die  Aufgabe  der  Physik  ist  es,  zu  untersuchen,  worin  die  Accorde  sich  onttf- 
scheiden.  Nehmen  wir  z.  B.  einen  häufig  gebrauchten  Accord ,  den  Zweikling 
von  c  und  c  der  gewöhnlichen  Tonleiter,  so  sagt  uns  unser  Ohr  zimScH 
dass  dieser  Accord  mit  denselben  wesentlichen  Eigenschaften ,  mit  wesentlich 
demselben  Eindruck  auf  unser  Ohr  sowohl  zwischen  hohen  als  tiefen  TSnoi  | 
bestehen  kann,  dass  er  ebenso  zwischen  je  zwei  andern  Tönen  der  Tonleitff 
e2,  fis  u.  s.  w.  bestehen  kann.  Es  folgt  daraus,  der  Accord  ist  unabh&igil 
von  der  Höhe  der  ihn  zusammensetzenden  Töne,  also  imabhängig  von  ihRr 
absoluten  Schwingungszahl.  Wenn  man  nun  aber  in  allen  den  verschiedanei 
Füllen  die  Schwingungszahlen  der  den  Accord  zusammensetzenden  Töne  b^ 
stimmt ,  so  findet  man ,  dass  dieselben  stets  im  Verhältnisse  von  4  ro  5  n 
einander  stehen,  und  ebenso  auch  umgekehrt,  dass  ein  Accord,  dessen T6m 
Schwingungszahlen  im  Verhältnisse  von  4  zu  5  zu  einander  stehen,  stets  «Is 
derselbe  erscheint.  Gleiches  gilt,  für  alle  übrigen  Accorde.  Wir  erbalta 
demnach  als  zweites  Gesetz  der  Tonlehre  folgendes : 

Jeder  musikalische  Accord  zwischen  zwei  Tönen  ist  bestimmt  und  kitf 
dargestellt  werden  durch  das  Verhältniss  der  beiden  Schwingungszahlen  jj* 
der  componirenden  Töne. 

Ist  das  Verhältniss  —,  der  Einheit  gleich,   so  sind  die  beiden  Töne  !■ 

Einklang,  ist  es  verschieden,  so  sind  sie  an  Höhe  verschieden  und  zwiros 
so  mehr,  je  mehr  dies  Verhältniss  von  der  Einheit  verschieden  ist.  Ihrmnfl- 
kalisclies  Intervall  ist  unabhängig  von  der  absoluten  Anzahl  der  Schwingm^ 
es  wird  nur  bestimmt  von  dem  Verhältniss  derselben. 

Um  zu  entscheiden,  welche  Intervalle  consonirend  sind,   welche  mckl 
müssen  wir  untersuchen,   wie  sich  die  Intervalle  der  von  der  Musik  nlsdii, 
consonirendsten    angenommenen    Accorde    verhalten.     Es    sind    dieses  &| 
Octave,  in  der  gewöhnlichen  Dur-Tonleiter  c  und  C|,  die  Sexte  c  nnd^ 
die  Quinte  c  und  g^  die  Quarte  c  und  /*,  die  grosse  Terz  c  unde,  v 
die  kleine  Terz  c  und  es.    Eine  Vergleichung -der  Schwingungszahlen  W 
nun  ergeben,  wenn  man  von  dem  tiefsten  Tone  der  Reihe  ausgeht,  onddtf' 
sen  Schwingungszahl,   wo  der  Ton  sonst  seiner  absoluten  Höhe  nacb  ^ 
liegen  mag,  gleich  1  setzt: 
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Für  die  Octave         das  Verh&ltniss  —  =  v« 

»I      )>  öexte  ,,  ,,  „  =  /3 

„      „  Quinte  „  „  „  =  V^ 

„      „  Quarte  „  „  ,,  =  73 


„  grosse  Terz   „  „  „  =  V4 

kleine  Terz   „  „  „  =  %. 


Das  heisst  dio.  Octave  macht  zwei  Schwingungen,  wenn  der  Qioindton 
ne  macht ,  die  Sexte  5 ,  wenn  der  Grundton  3 ,  oder  Y^ ,  wenn  letzterer  1 
)llführt  u.  s.  f. 

Es  folgt  daraus,  wenn  man  zwei  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sich 
srhalten  wie  zwei  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  1,  2,  3,  4,  5,  6  zu- 
nunenklingen  iJisst,  dass  man  dann  einen  consonirenden  Accord  erhält. 

Man  theilt  diese  Accorde  in  voUkonmiene  und  unvollkommene  Conso- 
mzen.  Die  vollkommenen  sind  die  Octave  und  die  Quinte,  welche  den 
BfhiÜtnissen  1,  2,  3  entsprechen,  die  übrigen  sind  die  unvollkommenen 
>nsonanzen.  Wir  sehen  demnach,  eine  Consonanz  ist  um  so  vollkommener, 
einfacher  das  Schwingungsverhältniss  der  sie  componirenden  Töne  ist,  ein 
ccord  wird  um  so  dissonirender ,  je  complexer  das  Verhältniss  der  Zahlen 
t,  welche  ihn  zusammensetzen.  So  gilt  die  Sekunde  %  und  noch  mehr  die 
eine  Sekunde  ^Yi:>  ^^  Dissonanz. 

§.  150.        . 

Von  den  mehrfachen  Aooorden.  Aus  dem  Gesetze  der  Consonanz 
Bst  sich  nun  leicht  voraussehen ,  welche  mehrfach  zusammengesetzte  Accorde 
if  unser  Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen ,  welche  als  Consonanzen 
irken,  und  welche  als  Dissonanzen  eine  Auflösung  verlangen.  Consonirende 
ecorde  können  nur  solche  sein,  in  denen  alle  Töne  in  einfachen  Verhält- 
nen  zu  einander  stehen. 

Wir  wenden  zur  Bestimmung  der  Tonverhältnisse  die  erwähnte  Bezeich- 
mgsweise  an,  die  Schwingungszahl  eines  Tones,  und  zwar,  wenn  nichts 
ideres  bemerkt  wird,  des  tiefsten,  wird  gleich  1  gesetzt.  Jeder  der  folgenden 
rikhe  bezeichnet  einen  Ton  und  zwar  denjenigen,  welcher  die  durch  den 
nich  angedeuteten  Schwingungen  vollführt,  wenn  der  mit  1  bezeichnete  Ton 
tte  Schwingung  vollführt,  oder  der  in  derselben  Zeit  die  im  Zähler  angege- 
ben Schwingungen  zurücklegt,  wenn  der  Grundton  die  im  Nenner  stehende 
■itahl  von  Schwingungen  zurücklegt. 

Nach  dem  Vorigen  können  also  nicht  consonirend  sein 

Prim     Terz     Quart     1  :  V4  :  V3 
Prim     Quart  Quint     1  :  %  :  % 
Prim     Quint  Sext       1  :  V2  :  %] 
^  wenn  auch  die  beiden  ersten  Töne  dieser  Accorde  consonirend  sind,  so 

^OuJm,  Physik  I.    2.  Aufl.  35 
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Die  Dreiklänge  und  ihre  Umlageningen. 


i 


Quint 

1  :  V,  : 

3/ 

Qnint 

1:7. 

:  =V. 

Sext 

1  :  V^ 

=  % 

Sext 

1  :  Va  ^ 

■■'/.; 

3/,  =  4  :  5 

•vä  = 


3  :4 


%  =  4:5. 


sind  es  nicht  die  beiden  letzten,   da  diese  den  Verhliltnissen  ^^/^r,»  % 
entsprechen. 

Consonirend  sind  die  Accorde 

1)  Prim     grosse  Terz 

2)  Prim     kleine  Terz 

3)  Prim     grosse  Tc^rz 

4)  Prim     Qnart 

denn  in  allen  diesen  Fällen  sind  diese  Töne  sowohl  mit  dem  Grundtc 
unter  sich  in  Consonanz,  denn  bei  dem  beiden  letzten  Tünen  haben  wir 

in  1)  gi'osse  Teiv.  Quint  Y^  :  Y^  =  5  :  G 

„  2)  kleine  Terz  Quint  ^^ 

„  3)  grosse  Terz  Sext  ''/^ 

„  4)  Qua^t  Sext  V^ 

Die  Accorde  3  und  4  sind  übrigens  nur  ümkehrungen  der  Acc 
und  2,  denn  multipliciren  wir  in  3  die  Töne  1  und  ^4  "*i*^  2,  sei» 
fUr  diese  Töne  die  mit  ihnen  vollkommen  consonirenden  Oetaven ,  so  e 
wir  für  3 

O       10/        5/ 

oder  setzen  wir  jetzt  'Ya  ^^s  Grundton,  also  seine  Sehwingiingszahl  glei< 

1    .  C/     .3/ 

■^  •    /r»  '    /?• 
Multipliciren  wir  in  4  nur  die  Prim  mit  2  und  dividiren  dann  alle 
mit  Ys»  *las  heisst,  machen  wir  die  Quart  zum  Crundton,  so  erhalten 

1  :  74  :  %• 

Der  Accord  3  ist  also  nur  eine  Umkehnmg  von  2,  und  der  Accord 
ümkehrung  von  1. 

Ausser  den  angegebenen  4  consonirenden  Accorden  erhalten  wir 
nochmalige  Umlagerung  der  beiden  Accorde  1  und  2  noch  2  weitere  c< 
rende  Accorde;  indem  wir  nämlich  den  Accord  1  ebenso  umlegen,  v 
Accord  3  aus  2  entstanden  ist,  also  nur  für  die  PVim  ihre  höhere  Octai 
setzen ,  bekommen  wir  den  fünften  Accord 

'V4 '  A »  2 » 

oder  indem  wir  diesen  Accord  vom  Grundton  uns  gebildet  denken,  er 
wir  durch  Multiplication  aller  Zahlen  mit  Y5 

Dass  von  diesen  drei  Tönen  "der  zweite  mit  dem  ersten,  der  driti 
dem  zweiten  in  Consonanz  sind,  ergibt  sich  unmittelbar,  da  es  die  \nk 
Y5  und  Ya  sind,  dass  der  dritte  mit  dem  ersten  consonant  ist,  folgt ac 
im  vorigen  §.  angeführten  Intervallen  nicht;  wir  können  es  aber  scho 
der  Bemerkung  ableiten,  dass  die  Octave  mit  dem  Grundton  die  vollkomn 
Consonanz  bildet,  und  dass  deshalb' ein  Intervall  nicht  dissonirend  wirJ, 
wir  den  Orundton  durch  seine  Octave  ersetzen.   Da  nun  das  Intervall  -/ä  ^ 
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anders  ist  als  die  Umlagerung  der  Tera,  indem  wir  den  Grundton  durch  die 
Octave  ersetzen,  so  folgt,  dass  auch  dieses  Intervall  consonirend  ist.  Wir 
werden  im  Uebrigen  sofort  bei  Ableitung  der  Tonleiter  dieses  Intervall  als  ein 
Sextenintervall  kennen  lernen. 

Lagern  wir  den  Accord  2  in  derselben  Weise  um,  wie  wir  zur  Bildung 
von  4  den  Accord  1  umlagerten,  setzen  wir  also  für  Grundton  und  kleine 
Terz  die  höhere  Octave,  so  erhalten  wir  als  sechsten  Accord 

3/        O       12/ 

und  bilden  wir  jetzt  diesen  Accord  anstatt  von  der  Quint  von  dem  Grundton, 
indem  wir  alle  Zahlen  mit  ^3  multiplicireu,  so  erhalten  wir 

^»  A»    /i5  =  A* 

Nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  wird  man  auch  diesen  Accord 
sofort  als  consonirend  erkennen. 

Man  nennt  die  consonirenden  Accorde,  welche  aus  drei  Tönen  zusammen- 
gesetzt sind,  welche  im  Verhältnisse  1  :  %  :  ^j^  oder  1  :  Y^  :  Yj  stehen, 
DreiklSLnge  und  zwar  den  Dreiklang  mit  der  grossen  Terz  den  grossen  oder 
Durdreiklang,  den  mit  der  kleinen  Terz  den  Molldreiklang;  sie  sind  mit 
ihren  beiden  Ümlagerungen  die  einzigen  consonirenden  Accorde,  die  sich  aus 
der  Beihe  der  harmonischen  Töne  ergeben.  Die  Accorde  3  und  5,  welche,  der 
erstere  aus  dem  Molldreiklange,  der  zweite  aus  dem  Durdreiklange,  durch 
Ersetzen  des  Grundtones  durch  die  höhere  Octave  entstanden  gedacht  sind, 
heissen  die  Terzsextaccorde  oder  schlechthin  Sextaccorde,  die  beiden  andern 
die  Quartsextaccorde  jedesmal  desjenigen  Dreiklanges,  aus  dem  sie  entstan- 
den sind. 

Die  beiden  Di*eiklänge  sind  aus  ganz  gleichen  Intervallen  aufgebaut, 
beide  aus  einer  grossen  und  einer  kleinen  Terz,  der  einzige  tJnterschied  ist 
der,  dass  beim  Dnrdreiklange  die  beiden  untern,  beim  Molldreiklange  die 
beiden  obem  Töne  das  Intervall  der  grossen  Terz  bilden. 

Auf  die  Frage,  warum  nur  diese  und  keine  andern  Intervalle  und  Accorde 
eonsonirencl  sind,  kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  nochmals  zurück,  wenn 
wir  die  Wahrnehmung  der  Töne  überhaupt  besprechen,  es  genügt  uns,  an 
dieser  Stelle  die  erfahrungsgemäss  bestimmten  consonirenden  Accorde  und 
Intervalle  zu  kennen. 

§.  151. 

Die  Tonleiter.  Ausser  den  harmonischen  Tönen  1,  2,  3,  4,  5,  G, 
oder  wenn  wir  für  die  hohem  Töne  dieser  Reihe  die  tiefem  Octaven  ein- 
setzen, so  dass  alle  Schwingungszahlen  entsprechen,  welche  zwischen  1  und  2 
Hegen,  den  Tönen  1,  Y- ,  V4»  Vs»  Vz»  Vs»  2,  sind  in  der  Mnsik  noch  viele 
andere  gebrftuchlich,  welche  zwischen  diesen  eingeschaltet  werden;  die  Musik 
ordnet  dieselben  in  eine  Reihe,   welche  den  Namen  Tonleiter  führt.     Wenn 

36* 
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wir  den  Grundton  1  mit  c  bezeichnen ,  so  ist  die  sogenannte  diatonische  Dur- 
tonleiter 

^>  /b»  A»  A»  A»  A»    A»  2 

c    d      €      f      g      a      h      Cy. 

Ausser  der  Terz,  Quart,   Quint,   Sext  tritt  noch  die  Sekunde  %  «=  d 
und  die  Septime  ^%  =  h  hinzu.    Von  der  Octave  Oj  wiederholt  sich  die  Reihe 
einfach ,  indem  ebenso ,  wie  die  Octave  die  Verdoppelung  des  Gnmdtones  ist, 
so  auch  in  der  weitem  Tonreihe  die  folgenden  Töne  die  Verdoppelnden  der 
entsprechenden  Töne  in  den  nächst  tiefem  Octaven  sind,    um  diese  höhen 
Octaven  zu  bezeichnen ,  werden  wir  rechts  unten  die  Zahlen  1 ,  2  ...  an  die 
Buchstaben    setzen,    welche  die  Töne  unserer  Grundoctave  angeben;  diese 
Zahlen  sind  dann  jene  Potenzen  von  2 ,  mit  welcher  wir  die  Töne  der  Grund- 
octave multipliciren  müssen,  um  den  Ton  der  entsprechenden  Octave  zu  er- 
halten.   Tiefere  Octaven  bezeichnen  wir  dadurch,  dass  wir  der  unten  rechts 
geschriebenen  Zahl  das  negative  Vorzeichen  geben ,  andeutend ,  dass  ¥nr ,  um 
zu  diesen  Tönen  zu  gelangen,   diejenigen  der  Grundoctave  mit  der  von  der 
Zahl  angegebenen  negativen  Potenz  von  2   multipliciren  resp.  durch  die  be- 
treffende Potenz  von  2  dividiren  müssen« 

Man  hat  viel  darüber  gestritten,  wie  diese  Tonleiter  entstanden  sei,  es 
ist  indess  wahrscheinlich,  dass  sie  sich  allmählich  durch  das  musikalische 
Bedürfniss  gebildet  und  erweitert  hat,  und  dass  nicht  theoretische  Ehitwick- 
lungen  darauf  geführt  haben.  Indess  kann  man  dieselbe  auf  mehrfache  Weise 
entstanden  denken. 

Setzt  man  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  fort,  indem  man  z.  B.  die 
Saite  des  Monochords,  deren  Schwingungen,  wenn  sie  ungetheilt  schwingt, 
mit  1  bezeichnet  werden,  immer  weiter  nach  der  Reihe  der  natürlichen  Zah- 
len theilt,  so  erhält  man  Töne  mit  den  Schwingungszahlen 

7,  8,  9,  10,  11,  12,   13,  14,  15,  16, 

und  durch  Division  durch  die  verschiedenen  Potenzen  von  2 ,  um  die  tiefem 
Octaven  der  Töne  zu  erhalten ,  so  dass  sie  in  die  Octave  1  —  2  fallen 

2. 


1.    78. 

''h 

12/        13/        7/ 

/8i     /gl    Ja 

14/ 
/8> 

16/ 

oder  mit  den 

vorigen 

1, 

74 .  V:. 

»      12 

,  ^/3  zusammen 

1, 

^1 

5/         11/ 

3/        13/ 

V., 

15/ 
/8i 

2, 

also  die  Töne 

c 

d 

e 

y 

h 

cv 

Nun  unterscheiden  sich  die  Tone  ^y^  und  Y3  oder  Yj  und  ^^/^  und  *  | 
nur  wenig  von  einander ,  man  könnte  daher  denken ,  dass  jene  ftlr  diese  ein- 
gesetzt wären,  imd  so  die  Tonleiter  entstanden  wäre.  Indess  das  Fehlen  d«ä 
einfachen  Int^rvalles  V4  *°  ^^^  Tonleiter  spricht  nicht  für  diese  flnt^tehungs- 
weise. 
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Nach  dem  Vorgange  von  Chladni ')  gelangen  wir  auf  andere  Weise  zur 
Tonleiter,  wo  wir  es  nicht  nöthig  haben,  anstatt  der  direkt  erhaltenen  Ver- 
bältnisse  andere  einzusetzen.  Bilden  wir  nämlich  von  dem  Grundton,  der 
Qoint  und  der  ünterquint,  also  dem  Tone,  dessen  Quinte  der  Grundton  ist, 
lie  grossen  Dreiklänge,  so  erhalten  wir 

von  der  ünterquint  Va»  ••••  Va»  V3  •  V4>  V3  •  ^2  =  Vs»  Ve»  1 
von  dem  Grundton    1,   ....  1,    V41  'A»  ==^  ^>    "'A»  V2* 

von  der  Quint         %,  .•••  %,  V2  •  %,  V2  •  V2  =  V2»  ^Vs»  %' 
und  durch  Ordnung  nach  den  Scbwingungszahlen ,  wenn  wir  zugleich  für  ein- 
lobie  Töne  die  tiefem  und  hohem  Octaven  einsetzen,   um  alle  Töne  in  der 
Octave  1  —  2  zu  erhalten , 

1   9/   6/   4/   3/   6/   \h/       O 
•^>  /8>  /4»  73  >  /2>  /3>   /8>  ^ 

Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Tonleiter  sich  ergebenden  Sekunden, 
Terzen,  Quarten,  Quinten,  Sexten,  Septimen,  so  werden  wir  finden,  dass 
Keselben  nicht  alle  gleich werth ig  sind,  sondern  dass  die  Intervalle  verschie- 
den sein  können,  ohne  darum  aufzuhören,  Sekunden,  Terzen  etc.  zu  sein. 

Der  Werth  der  Intervalle  ist  folgender : 


1)  Chladni,  Akustik,  p.  13  ft*. 
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Ein  üoberblick  vorstehender  Tabelle  ergibt,  dass  die  gleichnamigen 
jrvalle  keineswegs  alle  denselben  Werth  haben. 

Die  Sekunden  haben  drei  verschiedene  Werthe,  nänilich  zunächst  ist  das 
wingungsverhältniss  %  >  ^^^  Töne ,  zwischen  denen  dieses  Intervall  statt- 
et ,  unterscheiden  sich  um  einen  grossen  ganzen  Ton ;  zweitens  ist  dasselbe 
=  Vs  *  ^Vsi  >  ^^^  Intervall  ist  das  eines  kleinen  ganzen  Tones ,  der  sich 
dem  vorigen  uju  ^%, ,  ein  «yn tonisches  Komma  unterscheidet.  Der  dritte 
i-th,  den  die  Sekunde  annehmen  kann,  ^^j.  =  ^%  •  ^725»  ^^^  ^^^  grosse 
3e  Ton.  Da  nun  der  kleine  ganze  Ton  ^%  =  *7i5  '  ^V24>  so  kann  man 
selben  in  zwei  Intervalle  theilen,  den  grossen  halben  Ton  'Yj5  und  den 
inen  halben  Ton  ^Yjr  Letzterer  ist  das  kleinste  in  der  Musik  gebriiuch- 
e  Intervall. 

Wie  die  Sekunden  gross  und  klein  sein  können ,  so  auch  die  Terzen ;  die 
ssen  entsprechen  dem  Verhältniss  Yj,  die  kleinen  dem  um  einen  kleinen 
ben  Ton  ^725  kleinem  Verhältniss  ^ö«  Ausserdem  tritt  von  d  z\x  f  eine 
h  um  ein  Komma  kleinere  Terz  auf. 

Auch  bei  den  Quarten  unterscheiden  wir  drei  Werthe,  die  reinen  Quar- 
ta, die  übermässige  Quart  f — Ä,  welche  um  einen  kleinen  halben  Ton 

I  ein  Komma  grösser  ist  als  die  reinen  Quarten,  und  schliesslich  die  falsche 
irto  d  zu  a,  welche  gegenüber  den  reinen  Quarten  um  ein  Komma  zu 
SS  ist. 

Aehnlich  wie  die  Quarten  verhalten  sich  die  Quinten,  sie  sind  rein  ^2» 
r  vermindert  h  nach  f^  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma  klei- 

als  die  reinen  Quinten,  oder  schliesslich  falsch  von  d  nach  a  um  ein 
nma  kleiner  als  die  reinen  Quinten. 

Bei  den  Sexten  unterscheiden  wir  grosse  Y3  imd  kleine  Y3  '  ^725  >  ^^^ 
?n  kleinen  halben  Ton  kleiner  als  die  grossen,  und  ausserdem  finden  wir 
3  falsche  Sexte,  die  um  ein  Komma  grösser  ist  als  diafgrosse  Sexte. 

Unter  den  Septimen  finden  wir  zwei  grosse,  deren  Schwingungsverhält- 
>  ^Ys  ^^>  2^®^  kleine,  welche  von  den  grossen  sich  um  einen  kleinen  hal- 

Ton  unterscheiden,  Y5  =  'Yg  •  '^725  "^^  ^^^i  falsche,  welche  noch  um 
Komma  kleiner  sind  als  die  kleinen  Septimen. 

Die  Octaven  schliesslich  sind  ihrem  Wesen  nach  alle  rein,  und  entspre- 

II  dem  Verhältnisse  Y,. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltene  Tonleiter  heisst  die  diatonische  Durton- 
er, sie  besteht  nur  aus  ganzen  und  zwei  grossen  halben  Tönen,  welche 
sehen  der  dritten  und  vierten  und  zwischen  der  siebenten  und  achten  Stufe 
Jen.   Ist  der  Grundton  der  Tonleiter  c,  so  ist  die  Tonleiter  jene  in  c-Dur. 

Ebenso  nun  aber  wie  von  dem  Grundtone  c  können  wir  jetzt  von  jedem 
'  in  der  c- Durleiter  gegebenen  Tone  wieder  die  diatonische  Durtonleiter  bil- 
1;  wir  müssen  dann  aber  zu  den  bisher  erhaltenen  Tönen  neue  hinzufügen. 
1  die  Durtonleitcr  von  (/  aus  gerade  so  beschaffen  sein  wie  die  besproche- 
i  von  c  aus ,  so  müssen  die  einzelnen  Intervalle  alle  in  demselben  Verhält- 
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nisse  stehcu  wie  in  der  angegebenen  Tonleiter,  wir  bekommen  die  ei- Dur- 
tonleiter deshalb  einfach  dadurch,  dass  wir  die  für  die  einzelnen  Intervalle 
der  c-Tonleiter  gegebenen  Zahlen  alle  mit  %  multipliciren.  Die  sich  auf  diese 
Weise  ergebenden  Zahlen  für  die  einzelnen  Töne  der  Tonleiter  sind  dann  fol- 
gende : 

9/   .    81/      5/     .  81/      .    45/       1/     .  2hl      .  «1/      .    3/  .    27/      hl     .  81/    . 

/%»        /61  U  /80>       /32  /3  /24  /SO  >      hl       /lü  /3  /80i 

15/  .    135/      o  .  25/       .  81/ 

/S)         liSX  —  ^         n\         /8Ü- 

Von  diesen  Zahlen  sind  die  erste ,  vierto  und  sechste  schon  in  der  c-Dur- 
tonleiter  vorhanden  als  c2,  ^,  h\  die  zweite  und  fünfte  dagegen  sind  um  ein 
Komma  höher  als  die  entsprechenden  c  und  a  in  der  Tonleiter  von  c,  wir 
wollen  dieselben,  um  diese  Erhöhung  anzudeuten,  mit  c  und  ä  bezeichnen. 
Wesentlich  verschieden  von  den  frühern  Tönen  sind  der  dritte  und  siebente, 
sie  sind  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma  höher  als  die  ent- 
sprechenden Töne  der  ersten  Tonleiter  f  und  c.  Der  Grund  dieser  Erhöhung 
liegt  darin ,  dass  in  der  Durtonleiter  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Stufe 
sowie  der  sechsten  und  siebenten  Stufe  ein  ganzer  Ton  liegen  muss,  dagegen 
zwischen  der  dritten  und  vierten,  wie  zwischen  der  siebenten  und  achten 
Stufe  ein  halber  Ton  vom  Werthe  *V|5.  Die  um  einen  halben  Ton  erhöhten 
Töne  bezeichnet  man  durch  Anhängung  der  Silbe  is  an  den  den  betreffenden 
Ton  bezeichnenden  Buchstaben.  Der  Ton ,  der  Yj  Ton  höher  ist  als  /*,  heisst 
demnach  fis^  der  um  72  ^^^  höher  liegende  als  c  heisst  ds.  MusikaUsch 
werden  dieselben  durch  ein  dem  betreffenden  Tone  vorgesetztes  Doppelkreui 
bezeichnet,  so  dass  eis  =  4tc  ist.  Die  in  der  (i-Durtonleit«r  liegenden  ß  und 
eis  sind  nun  um  ein  Komma  mehr  als  einen  halben  Ton  höher  als  die  betref- 
fenden Töne  der  Tonleiter  in  c,  wir  wollen,  um  das  hervorzuheben,  dieselben 

mit  fis  und  eis  bezeichnen.    Darnach  wird  also  die  Tonleiter  in  d 

^         d   c   ffs  g   ä   h  c/<<?,    d^ ; 

sie  enthält  also  vier  Töne ,  welche  die  Tonleiter  von  c  nicht  enthält. 

Bilden  wir  ganz  ebenso, die  Tonleiter  in  c-Dur,  so  erhalten  wir  folgend* 
Tonverhältnisse 

5/    .      15/       1/     .  25/       .  M/      .     25/       3/     .  25/      .    5/    .     15/    .26/       9  .  2'V.  *  • 

/4>        732  —    73  /24  /SO)        /l«  —    /2  /24  »     /3>       /s>        /l2  —  -         li* 

75/       ^^1»/     .   25/ 
/32  /  1  /2I> 

oder  in  den  für  die  Töne  geltenden  Bezeichnungen 

r   /is    ffis    (I    h    cis^    dis^    r,. 

Es  treten  hier  neu  hinzu  die  um  einen  halben  Ton  erhöhten  gis  und  di-^-r 

und  an  die  Stelle  des  eis  in  der  Tonleiter  von  d  das  um  ein  Komma  tiefer^ 
eiSu  welches  genau  um  \o  Ton  höher  ist  als  c^^ 

Die  diatonische  Durtonleiter  von  g  bietet  kein  neues  Intervall,  die  eiO' 

zige  in  ihr  vorkommende  Erhöhung  ist  die  von  f  z\i  JiSy  um  von  der  siebent^^ 
zur  achten  »Stufe  einen  halben  Ton  herzustellen,  dieselbe  wird  dann 

g    ä  h  c^   d^    fj  fts^  g^^ 
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sie  enthält  also  ausser  den  Tönen  der  Tonleiter  in  c  die  Töne  ä  und  fis  jener 
in  d. 

Die  Tonleiter  in  a-Dur  liefert  uns  dagegen  wieder  einige  neue,  wenn 
auch  von  den  bisherigen  nur  wenig  verschiedene  Töne ,  dieselbe  wird 

5/   .     15/   .25/       9  .  2ä/      .     20/     9/     .  80/      .     5/   .     25/     8/     .  25/      . 

/3>        /8J        /l2  ^  /24J        /9  /4  /SD      /2i        /O  /3  /24i 

75/      --  Q  .  25/     .    10/ 
/2I  ^  /241       fZ' 

Die  drei  ersten  Töne  sind  a,  ^,  ctö|,  der  vierte  ist  um  ein  Komma  tiefer 
als  das  rfj  der  Tonleiter  in  c-Dur,  wir  bezeichnen  ihn  mit  ^, ;  der  folgende 
ist  6|  und  dann  folgt  fis^ ,  das  um  genau  Y2  '^^^  erhöhte  /*j ,  weiter  das  genau 
um  V2  ^^^  erhöhte  g^  oder  gis^ ,  und  schliesslich  die  Octave  von  a  oder  a|. 

In  den  Tonzeichen  wird  demnach  die  Tonleiter  in  o-Dur 

a  h  cisi   dl   ej   fisi  gis^   a^. 

Die  Tonleiter  von  h-  an  liefert  uns,  wie  eine  der  bisherigen  ganz  gleiche 
Berechnung  ergibt,  die  Töne 

h  cis^  diSi         €1  fisi  gis^  ais^  A| 

lÄ/   .    9.26/     .81/     .    9/   .25/     .    5/    .  8/   .25/      .81/     .  Q .  25/     .5/   .25/     .81/     .    15/ 
/gl    ^       /24       /SO»     U       /ni     /2>    l'i       /24       /SOI  ^       /24>     /s       /24       /SO)       M' 

Sehen  wir  zunächst  von  den  um  ein  Komma  verschiedenen  Tönen  ab, 
80  haben  wir ,  um  diese  Durtonleitern  zu  bilden ,  alle  Töne ,  ausser  e  und  h^ 
um  einen  halben  Ton  erhöhen  müssen.  Ftlr  diese  wird  aber  auch  diese  £r- 
böbong  erforderlich ,  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  eis  bilden ,  wir  erhal- 
le dann 

eis  dis  eis  fis  gis  ais  his  m,. 

Um  also  von  allen  Tönen  der  diatonischen  Durtonleiter  von  e  ebenfaUs 
<Üe  diatonischen  Durtonloitem  zu  bilden,  bedarf  es  einer  Anzahl  neuer  Inter- 
valle, wir  müssen  die  Töne  theils  um  ein  Komma  erhöhen,  a  und  e,  theils 
^m  ein  Komma  vertiefen,  d]  femer  müssen  wir  sie  alle  um  einen  halben  Ton, 
zum  Theil  auch  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  erhöhen. 

Stellen  wir  alle  bis  jetzt  erhaltenen  Töne  zusammen,  so  ergibt  sich  fol- 
gende Beihe : 

eis  e  fis  ä  ais 

c  eis  d  dis    e  eis  f  fis  g  gis  a  ais  li  his. 
d 

^  kommen  also  d,  e  und  a,  sowie  m,  fis  und  ais  in  zwei  um  ein  Komma 
verschiedenen  Werthen  vor.  Wollte  man  nun  in  ähnlicher  Weise  auch  von 
"®*^  bisher  neu  hinzugetretenen  Tönen  die  Durtonleiter  bilden,  und  be- 
•^«"ftt^kte  man  sich  dabei  auf  die  reinen  halben  Töne,  so  würden  zu  den  in 
^^^T  Zusammenstellung  vorkommenden  Tönen  noch  hinzukommen  zunächst 

*"   ^nd  dis  und  ausserdem  die  doppelt  erhöhten  Töne  eisis  und  eisis,   von 
^ei^    der  erstere  ^*/24  höher  ist  als  eis,  der  zweite  als  eis  und  disiSj  fisisy 
.    "*>    «^JÄW,  aisis.     Wir  müssten  also  noch  9  Töne  hinzufügen,   so  dass  wir 
^  Garnen  29  Töne  erhielten. 
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Die  so  erhaltenen  29  Töne  würden  indoss  dorn  musikalischen  Bedürfnisse 
noch  nicht  genügen;  schon  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  f  bilden  woUcn, 
bedürfen  wir  eines  neuen  Intervalles.  Wir  erhalten  dieselbe  ganz  in  der  bis 
hörigen  Weise ,  indem  wir  die  Tonzahlen  der  c-Durrciho  mit  Va  multipliciren, 
dieselbe  wird  dann 

4/  .    3/  .    5/  .    16/    15/     .  24/       .80/     .    O.    20/    0/    .  80/     .    10/ 

ni     /'Z^     /ai       /9 —      /S         725         /8!»    ^1       /O  —    /i  /SM       /v 

Mit  Ausnahme  des  vierten  Tones  finden  sich  diese  Töne  bereits  in  den 
frühem  Tonleitern,  sie  sind 

f  g  a  c^    (?i    ^i; 
der  vierte  ist  indess  nicht  nur  neu,  sondern  auch  in  ganz  anderer  Weise  ge- 
bildet, nämlich  durch  Vertiefung  eines  Tones  h  =  'Vs  "^  einen  halben  Ton 
und  ein  Komma.    Die  Vertiefung  eines  Tones  um  einen  halben  Ton  wird  in 
der  Musik  dadurch  bezeichnet,  dass  man  vor  denselben  ein  h  setst,  die  Namen 
der  vertieften  Töne  erhält  man,  indem  man  an  denjenigen  des  Tones,  so 
welchem  die  Vertiefung  gehört,  die  Silbe  es  oder  den  Buchstaben  $  tiängt;  nur 
die  Vertiefung  von  h  führt  den  Namen  &.     Das  in  die  /*- Durtonleitor  eintre- 
tende l>  ist,  ^vie  wir  sahen,  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  tiefer  als  A, 
wir  müssen  deshalb  diesen  Ton  als  &  bezeichnen. 

Ebenso  wie  in  der  Durtenleiter  von  f  für  A,  so  erhalten  wir  für  aUe 
übrigen  Töne  vertiefte  Töne,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  durch  den 
Durdreiklang  eine  Tonleiter  ableiten  durch  Anwendung-  des  MoUdreiklangb 
mit  der  kleinen  Tei'z.  Bilden  wir  die  drei  Molldreiklänge  von  Grundion,  Quin! 
und  ünterquint ,  so  erhalten  wir 

1)  aus  der  ünterquint  V,  •  ■  •  •  %   %  •  «/.   7,  •  »/j  =  ^J.,   %    1 

2)  aus  dem  Grundton     1  ••  •  •  1         «/j       •■'/,  =  1     •/-,    ^/» 

3)  aus  der  Quint  \  ■■■■  %    '%  •  V:,   %  •  %  =  %   '/'s   V^ 
oder  wenn  wir  die  Verhältnisse  der  Grösse  nach  ordnen  und  wiederum  von  den 
nicht  zwischen  1  —  2  fallenden  Tönen  die  entsprechenden  Octavon  nehmen 

^     /^     As     /:*     /?     /:,     /:»    ^' 
Von  diesen  Intervidlen  ist  das  siebente 

V:.  =  '-V.  •  '%:,  =  h 


und  das  sechste 

dho  dio  um  einen  halben  Ton  vertiefte  Sext,  welche  mit  as  bezeichnet  wird. 

Nach  den  musikalischen  Zeichen  ist  somit  die  MoUtonleiter 

c   (1   ('S  f  ff   as   h   c 

und  das  Verhältniss  dci*  einzelneu  Töne  darin 

f»       ifi,        I«»       0/      lt..       ;»/      lu, 

von  der  zweiten  zur  dritten  und  von  der  fünften  zur  sechsten  Stufe  lindct  sith 
ein  halber  Ton ,  die  übrigen  Intervalle  sind  ganze  Töne. 
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Diese  Tonloitor,  welche  aus  dem  Molldreiklange  entsteht  wie  die  Dur- 
tonleiter aus  dem  Durdreiklange,  ist  die  diatonische  Molltonleiter.  £s  ist 
jedoch  zu  hemerkcn,  dass  man  die  Molltonleitcr  häufig  auch  so  bildet,  dass 
man  von  der  Oberquint  den  Durdreiklang  nimmt,  wodurch  in  die  Tonleiter 
statt  b  der  Ton  h  eintritt.  Dann  wendet  man  aufsteigend  statt  a$  auch  den 
Ton  a  an ,  absteigend  pflegt  man  dann  aber  doch  für  h  den  Ton  b  zu  nehmen, 
so  dass  dann  die  Tonleiter  wird 

aufsteigend  c  d  es  f  g    a    h   c 
absteigend    cdcsfgasbc 

wie  wir  sie  oben  hinschrieben. 

Bilden  wir  nun  auch  hier  von  den  verschiedenen  Tönen  der  Molltonleitor 
in  c  die  MoUtonleitem,  so  erhalten  wir  ausser  den  angegebenen  noch  weitere 
vertiefte  Töne.  Die  Molltonleiter  von  d  verlangt  von  neuen  Intervallen  nur  f 
und  ?! ,  sie  wird  nach  unserer  Bezeichnung 

^  d  c  f  g  ä  b   i^    d^* 

Die  Molltonleiter  von  es  wird 

«/        4/     .  81/  3/    .  ?!/  R/        0/        O  .  21/  «/     .  24/ 

oder  in  Zeichen 

es  f  ges  as   b  ces  dcs] 

es  treten  als  neue  Vertiefungen  hinzu  geSy  ces  und  des. 

Die  Molltonleitcr  von  f  enthält  folgende  Töne 

1/   3/   8/   1«/   O  32/    30/    >>/ 
/'A      l'i      /:>    /O   ^    /l5    /l5   /3 

f     g     as      b     c^    d€s^     C5,      /"j ; 

CS  tritt  also  hier  ein  gegen  das  des  der  c  -  Molltonleiter  um  ein  Komma  ver- 
tieftes des  auf.   In  der  Tonleiter  von  g  tritt  kein  neues  Intervall  auf,  sie  i.st 

gab   q    f7,    es^    7",   //,. 

und  schliesslich  wird  die  Tonleiter  in  as  -  Moll , 

V   »/   2  .  21/    ft/  .  21/   .  80/    12/   »i/  .  21/    *\   .  21/    !(>/ 

sie  besteht  also  aus  allen  vertieften  Tönen,  und  zwar  mit  Ausnahme  von  des^ 
aus  gerade  um  Yj  "^^n  vertieften  Tönen.  Stellen  wir  die  bis  jetzt  durch  die 
MoUtonleitem  erhaltenen  neuen  Intervalle  zusammen,  so  sind  dieselben 

c   ecs  des  es  f  fes  ges  as   b 
(ks  by 

wir  erhalten  also  ausser  den  sieben  gerade  um  einen  halben  Ton  vertieften 
Tönen  zwei,  die  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  vertieft  sind.  Die 
Tonleiter  in  6 -Moll  wUrdo  zu  diesen  noch  äs  hinzufügen,  so  dass  wir  auch 
drei  Arten  von  vertieften  halben  Tönen  zu  uifterscheiden  haben,  solche,  welche 
genau  um  einen  halben  Ton  unserer  Töne  der  c-Durtonleiter  vertieft  sind, 
und  solche,  welche  ein  Komma  mehr  oder  ein  Komma  weniger  vertieft  sind. 


^ 
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Eine  weitere  Fortsetzung  in  der  Bildung  dieser  Tonleitern  würde  uns 
wenn  wir  uns  auch  hier  auf  die  genau  um  Yj  ^^^  vertieften  Töne  besc 
ken,  zu  den  oben  hingeschriebenen  Tönen  noch  liefern  ^,  es^  fes^ 
ausserdem  die  doppelt  vertieften  Töne  ceses  =  ^^/^b  '  ^*/7s  '  ^^  ^^^ 
desesy  eJseSy  geses^  ases,  bb  und  bb,  so  dass  vrir  also  durch  die  Bildnn 
Molltonleitem  im  Ganzen  zu  den  frühem  noch  23  neue  Intervalle  hin 
kämen,  unser  Tonsystem ,  oder  die  vollständige  Tonleiter  einer  Octave  i 
somit  aus  52  Tönen ,  oder  wenn  wir  die  Octave  als  SoMusston  hinzune] 
aus  53  Tönen  bestehen.  Das  Tonsystem  vom  tiefsten  zum  höchsten  ii 
gewählten  Zeichen  würde  sein 

c   eis  cis^is  es  e  eis  fes 

c  eis  eisis  deses  des  d  dis  disis  eses  es  e  eis  fes 
deses  des  d  dis 

f  fis  fisis       '  OS  ä   ais 

f  fis  fisis  geses  gcs  g  gis  gisis  ases  as  a   ais  aisis 

bb   b  h  his  ceses ^    ces^   e, 
bb   b 

Die  Schwingungszahlcn  der  Hauptreihe,   jedoch   ohne   die  doppelt 
tieften  und  erhöhten  Töne,  gibt  folgende  Zusammenstellung: 

c     .     .     1 Prim 

#  c  =  eis  ^y^i übermässige  Prim 

b  d  =  des^/^  -  ^*/j^  =  ^Yji.  ....      kleine  Sekunde 

d  % grosse  Sekunde 

#  ei  =  dis  %  •  ^Y?!  =  ' Vei  •     •     •     .      übermässige  Sekunde 
b  e  =  es    ^/t^ kleine  Terz 

e  =^        Y^ grosse  Terz 

#  c  =  eis  74  •  ^Yji  =  '^Vo6       •     •     •      übermässige  Terz 

b  f  =  fcs  Vs  •  ^V2,s  =  ^775     =  ^725  •      verminderte  Quarte 

f  Vs reine  Quarte 

:^f=fis  4/3  .  25/^^  =  100/^^    =  25/^^ ,      übermässige  Quark 

b  g  =  ges  %  *  ^V26  ^^  ^Vho     "=  ^725  •  verminderte  Quinto 

g  V2 reine  Quinte 

^  9  =  ffis  V2  •  ^724  =  '748     =  ^7i6  .  Übermässige  Quinte 

b  a  =  as  V3  .  2%j,  =  120/^^   =  8^-^^     .  kleine  Sexte 

a  ==        Yß grosse  Sexte 

:^  a^^  ais  V3  •  ^^24  =  *^772      •     •     •  übermässige  Sexte 

b  h  =  b    1%  .  24/25  =  3«%o^,  =  7y,    .  kleine  Septime 

h  ^Yg grosse  Septime 

#  Ä  =  his  »Ys  •  'Y24  =  •'7i02  =  ^' Viii  übermässige  Septime 
b  c  =  ces    2    •  2Y25  ""^  ^725  •     .     •     •  verminderte  Octave 

C|  2   ; reine  Octaye. 


§.  152.  Die  musikalische  Temperatur.  573 

Die  doppelt  erhöhten  oder  doppelt  vertieften  Töne  erhält  man  aus  dieser 
Tabelle,  indem  man  die  entsprechenden  einfach  erhöhten  oder  vertieften  Töne 
mit  ^Y24  i'Gspective  ^Yjs  niultiplicirt,  die  Töne  der  obern  Reihe  durch  Multi- 
plication  der  Töne  der  Hauptreihe  mit  ^Vso*  ^^^  Töne  der  untern  Reihe  durch 
Multiplication  mit  ®%,  '). 

* 

§.  152. 

Die  muBikalisohe  Temperatur.  Die  in  dem  vorigen  §.  berechnete 
Tonleiter  würde  wegen  ihrer  zu  grossen  Reichhaltigkftt  im  Gebrauche  äusserst 
unbequem,  ja  sie  wtirde  in  der  Musik  geradezu  unbrauchbar  sein,  da  die  vie- 
len kleinen  Intervalle  auf  den  verschiedensten  Instrumenten  durchaus  nicht 
darzustellen  wären.  Zudem  würde  das  Beibehalten  aller  jener  Intervalle  auch 
überflüssig  sein,,  da  selbst  musikalisch  gebildete  Ohren  kleine  Unreinheiten 
eines  Intervalls  in  einem  Accorde  nicht  mehr  wahrzunehmen  in  Stande  sind. 
Unsere  jetzige  Musik  vereinfacht  daher  das  Tonsystem  sehr  bedeutend,  an- 
statt 52  Töne  wendet  sie  in  der  Tonleiter  nur  12  Töne  an.  Zunächst  lässt  sie 
auf  allen  Instrumenten  mit  festen  Tönen  alle  doppelt  erhöhten  und  doppelt 
vertieften  Töne  fort,  und' ersetzt  sie  durch  die  nächstliegenden  ganzen  Töne; 
so  setzt  sie 

•    cisis  =  (2,  (leses  =  r,  disis  =  ^ ,  eses  =  d  etc. 

Der  Fehler,   welcher  dadurch  begangen  wird,  ist  zwischen  c  und  d,  f 

und  g,  a  und  h  =  ^''Vi?:)  *  ^Vbo»  ^t^^^t"^ 

d  desea  g  .»f..         c, 

cm»  c  fiMs  '*2*       /» 

ist,  zwischen  d  und  e,  sowie  zwischen  g  und  a  beträgt  er  ^'Vi26* 

Femer  verzichtet  die  Musik  nicht  nur  auf  die  verschieden  erhöhten  Töne 
fis  und  fis  etc. ,  sondern  sie  unterscheidet  in  der  praktischen  Ausführung  auch 
nicht  die  einander  nahe  liegenden  halben  erhöhten  und  vertieften  Töne,  wie 
eis  und  des,  dis  und  es.  Die  zwischen  diesen  Tönen  vorhandenen  Inter- 
vaUe  sind 

4f*  27/       .  24/      81/       .   I2S/  _^  6/    .  64/      129/ 

^   /25  /2r>  /so  /I25  fjl^g  /.•>  /;5  /l2r> 

f^   32/       .  4/        128/  f    4/    .»6/         128/ 

^     /2r,        /.•*       /l2r>  gjff  /3       /l2&  —        /l25 

9^  ^.  ^ 91/      .  128/  ^^* ^     129/ 

fis         ais~     '^         /«2r.  ^  ~hi8~      /i^^' 

Die  hierdurch  begangenen  Fehler,  wenn  man  die  Töne  als  gleich  setzt, 
also  als  des  den  Ton  eis  u.  s.  w.  gebraucht,  vrürden  also  ebenso  gross  sein, 
wie  die  durch  Vernachlässigung  der  doppelt  erhöhten  oder  vertieften.    Würde 


1)  Ueber  die  Berechnung  der  Tonleit^  sehe  man  auch:  Hdmholts^  Lehre  von 
den  Tonemplindungen.  Braunschweig  1863.  p.  418  fl*.  (r.  üchuhring:  BchlOmilch, 
Zeitachrift  für  Mathematik  und  Physik.  Supplementheft  1868. 
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man  nun  aber  die  eine  Reihe  der  Töne,  etwa  die  erhöhten  rein  erhalten,  so 
würden  die  Unreinheiten  für  die  andere  Reihe  so  stark  werden,  dass  dieselbe 
ganz  unbrauchbar  wtlrde;  um  das  zu  vermeiden  iSsst  man  keinen  der  TQne 
rein ,  sondern  setzt  anstatt  des  reinen  eis  oder  des  einen  zwischen  beiden  lie- 
genden Ton,  dessen  Werth  wir  sofort  ableiten  werden. 

Schliesslich  unterscheidet  man  auch  nicht  die  um  ein  Komma  verschiede- 
nen Töne  c  und  c  u.  s.  f.,  sondern  behält  nur  die  Tone  <?,  d,  e  etc.  bei,  so 
dass  damit  das  Tonsystem  auf  12  Töne  reducirt  wird,  welche  alle  die  von 
uns  abgeleiteten  52  reprasentiren. 

Damit  ist  nun  aber  auch  eine  Temperatur  der  Töne  der  r-Dnrtonleiter 
nothwendig,  da  sonst  die  Unreinheit  der  doppelt  erhöhten  und  vertieften  TQne 
so  gross  wäre,  dass  man  alle  sie  enthaltenden  Tonarten  absolut  nicht  gebran- 
eben  könnte. 

Will  man  nur  diese  12  Töne  beibehalten,  so  ist  die  Temperatur  der 
HaupttÖnc  der  Tonleiter  noch  aus  einem  andern  Grunde  erforderlich.  Es  iät 
nämlich  in  der  Musik  nothwendig,  von  einem  Tone  zu  irgend  einem  andern 
auf  verschiedenen  Wegen ,  das  heisst  durch  Fortschreiten  nach  verschiedesei 
Intervallen  zu  gelangen.  So  gelangt  man,  wenn  man  von  irgend  einem  Grund- 
tone  nach  Octaven  fortschreitet,  immer  zu  den  hohem  Octaven 

c     r^     r^     c^     c^     r,,     r^     f? 
12     4     8     16   32    64  128. 

So  soll  man  aber  auch  durch  12  reine  Quinten  von  c  aus  zu  einer  hShem 
Oetave  gelangen 

r  g  d^    a,    e.^   h^   fis.^   cis^  gis^   dis>^   aiSr^   f^   r, 
und  das  r,  zu  welchem  man  gelangt,  muss  das  durch  Octaven  erreichte  c^  sein. 

Berechnet  man  nun  aberr,  durch  12  reine  Quinten,  so  findet  man  den  Werth 

531441 

''  40%    ' 

während  nach  Octaveu 

_  524288  __ 
'7   —    409G    —  ^-^ 

ist.    Man  findet  also  beim  Fortschreiten  nach  Quinten  C;  im  Yerhältniss  von 

631441  129,7 

ß-24288  128  ' 

oder  nahezu  im  Verhältniss  von  ^'Vt;!  2"  hoch. 

Gleiches  zeigt  sich  bei  andern  Fortschreitungen,  und  zwar  in  noch  er- 
höhti^m  Maasse;  so  sollte  ein  Fortzuschreiten  durch  drei  grosse  Terzen 

c   e  gis  Cj 
die  nächst  höhere  Oetave  liefern;  diese  Fortschreit ung  ergibt  indessen 

I     r>/      2,V        125/ 

anstatt  <•,  =  ^*Vg4  ^^^'Ij^'^l^en   wir  demnach   einen  um  das  Komma   **\  ,^  zw 
niedrigen  Ton. 

Schreiten   wir  demnach  nach  reinen  Intervallen   fort,   so  verlieren  «li»^ 
höliern  Töne  ihre  Reinheit  gegen  den  Onmdton,  man  gelangt  niemals  za  eioer 
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reinen  Octave,  will  man  aber  die  TnttTvalle  gegen  den  Grundton  festhalten, 
90  werden  die  einzelnen  Intervalle  unrein.  Dasselbe  ist  bei  auf  und  ab  stei- 
gender Bewegung  und  Benutzung  verschiedener  Intervalle  der  Fall.  So  gibt 
Chladni  in  seiner  Akustik  folgendes  Beispiel.   Bei  der  Tonfolge 

g  c  f  d  g  r. 

geht  man  zunächst  eine  reine  Qnint  abwärts ,  dann  eine  Quart  aufwärts ,  eiue 
kleine  Terz  abwärts,  eine  Quarte  aufwärts  und  schliesslich  eine  Quinte  ab- 
wärts.   Das  Verhältnis«  der  Töne  zum  Grundton  v  ist 

ri    ^     A   Vs     l'i    *• 
Gehen  wir  dagegen  nach  reinen  Intervallen,  so  werden  die  entsprechen- 
den Zahlen 

3/   .     I  .    4/   .    4/     .   T)/     10/   .    10/     .  4/    40/     .    40/      '.  2/    80/ 

121    *7     /3»     73        /ü  hl       h        /3  /27J       /27        /3  /Sf 

Wir  gelangen  also  weder  zu  dem  reinen  g  zurtlck ,  von  dem  wir  ausgingen, 
noch  zum  Grundtone.  Eine  weitere  Portsetzung  solcher  Portsch reitungen  nach 
reinen  Intervallen  würde  die  nachkommenden  immer  weiter  von  den  reinen 
Tönen  entfernen.  Deshalb  und  besonders  weil  die  Fortschreitungen  nach 
verschiedenen  Intervallen  ganz  verschiedene  Abweichungen  von  den  reinen 
Tonverhältnissen ,  so  z.  B.  die  reinen  Quinten  zu  hohe ,  die  reinen  Terzen  zu 
tiefe  Töne  geben,  können  in  der  Musik,  wenn  man  das  Tonsystem  auf  12  Töne 
beschränkt,  die  reinen  Int(.a*valle  gar  nicht  angewandt  werden,  selbst  wenn 
man  auf  allen  Instrumenten  die  Töne  alle  ganz  rein  hervorbringen  könnte.  Man 
mnss  daher  alle  Töne  modificiren,  oder  wie  es  in  der  Musik  heisst,  temperiren. 

Die  Temperatur  kann  nun  nach  verschiedenen  Principien  hergestellt  wer- 
den, man  nimmt  entweder  einige  Intervalle  rein  und  veriheilt  die  andern 
Intervalle,  so  dass  man  dadurch  bei  den 'verschiedenen  Fortschreitungen  im- 
mer  zu  denselben  Tönen  kommt.  So  sind  z.  B.  in  der  Kimberger'schen  Tem- 
peratur neun  Quinten  ganz  rein,  drei  dagegen //5 — W«,  (/  —  a,  a  —  e  unrein 
nnd  zwar  ist  der  Fehler,  der  beim  Fortschreiten  durch  12  Quinten  entsteht, 
auf  diese  drei  Quinten  vertheilt. 

Indess  sind  die  sogenannten  ungleichschwel>enden  Temperaturen  zu  ver- 
werfen ,  da  dadurch  auf  Kosten  einiger  Intervalle  die  andern  um  so  unreiner 
werden. 

Die  in  der  Musik  gebräuchliche  Temperatur  verändert  alle  Intervalle 

ausser  den  Octaven;  diese  müssen  rein  sein,  da  die  Octaven  dem  Einklänge 

am  nächsten  stehen,   deshalb  ebenso,   wie  eine  Unreinheit  des  Einklanges, 

auch  die  der  Octaven  am  leichtesten  gehurt  wird  und  am  störendsten  ist.    Die 

zwölf  innerhalb  einer  Octave  liegenden  Töne  werden  dann  alle  als  gleich  weit 

von  einander  abstehend  betracht^»t,    so  dass  das  Tonverhältniss  zweier  auf 

einander  folgender  Töne  constant  oder 

ds         d  dis  e  f  C]  . 

c  eis  d  dis  e  h 

gesetzt  wird. 
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Die  gleichschwebende  Temperatur. 


§.151 


Dieses  Intervall  i  wird  dann  als  halber  Ton  betrachtet,  dessen  Wertli 
sich  dann  daraus  ergibt,  dass 

eis  =  l .  c,  d  =  i  .  c/s  =  i^  .  c  . . . .  f  j  ==  t  .  /*  =  i*^  .  c. 

Setzen  wir  nun  c  ==  1 ,  so  wird 

i  =  '^=  1,05946. 

Nach  der  gleichschwebenden  Temperatur  erhalten  wir  darnach  statt  der 
reinen  Schwingungsverhältnisse  folgende,  zusammengestellt  mit  den  reiin 
Schwingungsverhältnissen  und  dem  Fehler  der  temperirten  gegen  die  rem 
Töne.  Letztere  sind  in  Form  von  DecimalbrUchen  gegeben,  dessen  ZiUei 
jedesmal  die  temperirte,  dessen  Nenner  die  reine  Schwingungszahl  ist  lA 
demnach  in  der  Rubrik  Fehler  des  temperirten  Tones  die  Zahl  grösser  alü  1, 
so  ist  der  temperirte  Ton  zu  hoch ,  ist  die  Zahl  ein  echter  Bruch ,  so  ist  dei 
temperirte  Ton  zu  tief. 


Name 
des  Tones 


Reines 
Schwingungsverhältniss 


Temperirtes  j  Fehler  des  tem- 

Schwingungsverhältoiss  '  perirten  Tones 


eis 
des 
d. 
dis 

es , 
e,  ^ 
fes 
eis 

/•.. 
fis. 

ges 

9  . 

gis 

OS, 

a  . 
ais  , 
h  .. 
/*  .. 

ees  , 
Jiis  . 
c, 


I 


1     =  1 

27/.^^  =  1,08000 
»/g  =  1,12500 

'V64  =  1»17187 
6/j.  =  1,20000 
•y^  =  1,25000 

y%5  =  1,28000 

*'V96  =  1»30208 

4/3  =  1,33333 

25/1  jj  =  1,38889 

3%,  =  1,44000 

Y2  =  1,50000 

25/^  g  =  1,56250 

8/^  =  1,60000 

Y3  =  1,66666 

125/^.^  =  1,73611 

9/,^  =  1,80000 

*%  =  1,87500 

4%5  =  1,92000 

^^Vo4  =  l»^ö313 
2  =  2,00000 


/ 

rf 

•      1 

\         1 

• 

\           • 

>           • 

1 

1,05946 
1,12246 
1,18921 

1,25992 

1 ,33484 

1,41421 
1,49831 

1,58740 
1,68179 
1,78180 

1,88775 

2,00000 


1 

1,01708 
0,98098 
0,99774 
1,01479 
0,99101 
1,01026 
0,9S4S3 
1,02516 
1,00113 
1,01828 
0,98209 
0,99888 
1,01598 
0,99212 
1,00907 
1,02631 
0,98989 
1,00680 
0,98320 
1,02407 
1 


Wie  man  sieht,    weichen  die 
stellenweise  nicht  unbeträchtlich  ab 


temperirten  Verhältnisse  von  den  rein«« 
;  in  demselben  und  zum  Theil  noch  h((bera 
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lasse  weichen  dieselben  von  den  reinen  doppelt  erhöhten  und  doppelt  ver- 
ften  ab,  an  deren  Stelle  die  temperirten  Töne  gesetzt  werden.  So  wird  das 
nperirte  d  für  eses  eingesetzt ,  obwohl  die  Schwingungszahl  des  temperirten 
nur  0,97396  des  reinen  eses  beträgt.  Wenn  nun  auch  das  Ohr  in  Accorden 
ir  kleine  Unreinheiten  nicht  mehr  wahrnehmen  kann ,  so  sind  die  oben  be- 
shneten  doch  zu  gross,  als  dass  nicht  der  Wohlklang  der  Accorde  dadurch 
«entlich  beeinträchtigt  werden  sollte.  Deshalb  ist  es  durchaus  wünschens- 
nrth,  dass  an  Stelle  der  gleichschwebenden  Temperatur  eine  andere  ein- 
ftlhrt  werden  könne,  welche  diese  Unreinheiten  nicht  zeigt.  Die  Möglichkeit 
zu  ist  aber  nur  gegeben,  wenn  man  das  Tonsystem  erweitert,  und  statt  12 
le  grössere  Zahl  von  Tönen  beibehält.  Es  hat  das  eigentlich  nur  Schwierig- 
it  für  die  Instrumente  mit  festen  Tönen,  da  z.  B.  an  den  Strcichinstrumen- 
1  die  verschiedenen  Töne  doch  verschieden  gegi*iffcn  werden ,  es  anders  als 
t  u.  s.  f.  FQr  ein  Instrument  mit  festen  Tönen  hat  Helmholtz  ^)  und  später 
)punn ')  vor  kurzem  eine  Tonreihe  gegeben  und  praktisch  ausgefdhrt,  welche 
(t  den  reinen  Tönen  gleichkommt,  die  Tonreihe  von  Helmholtz  hat  30  Töne, 
3  von  Appunn  36 ,  der  Wohlklang  der  Accorde  soll  auf  diesen  Instrumenten, 
e  zu  erwarten  stand,  viel  höher  sein ,  als  auf  den  temperirten.  Ob  in  der 
stmmentalmusik  eine  ähnliche  Tonreihe  möglich  ist,  müssen  die  Musiker 
tscheiden. 

§.  ir>;i. 

Absolute  Sohwingungszahl  der  Töne.  Bisher  haben  wir  das  Ver- 
Itniss  der  Töne  zu  einander  ins  Auge  gefasst.  Da  wir  vorhin  sahen ,  dass 
ä  Verhältniss  der  musikalischen  Töne  ganz  dasselbe  ist  für  die  hohen  und 
fen  Regionen,  so  ist  es  natürlich  einerlei,  von  welchem  Tone  man  ausgeht, 
»Iche  Schwingungszahl  man  als  diejenige  des  Qrundtones  annimmt.  Um  in- 
äs  die  verschiedenen  Instrumente  mit  einander  stimmen  zu  können'  und 
erhaupt  durch  die  oben  erwähnten  Zeichen  bestimmte  Töne  zu  bezeichnen, 
t  man  fWv  einen  bestimmten  Ton,  der  ungefähr  in  der  Mitte  der  in  der  Mu- 
:  gebräuchlichen  Töne  liegt,  eine  bestimmte  Höhe  angenommen.  Es  ist  der 
5  eingestrichenes  a  bezeichnete  Ton 


I 


Von  diesem  Tone  aus  werden  die  übrigen  Töne  bestimmt.  Der  um  eine 
''Xt  tiefere  Ton  ist  das  eingestrichene  r.  Die  in  der  Musik  meist  gebrauchten 
&ne  liegen  theils  höher,  theils  tiefer  als  dieses  r,  und  zwar  steigt  die  Musik 
«i  Octaven  hinab  und  vier  hinauf.    Die  unterhalb  diesem  c  liegende  Octave 


1)  Helmholtz,  Tonempfindungen,  p.  483  ff. 

2)  Appunn,  die  Beschreibung  des  Appunn'schen  Harmoniums  gibt  Schübring  in 
hlömilch's  Zeitschrift  für  Mathematik.  Supplementheft  1868.  p.  124  ff. 

"WtJtuaatt  Fb^iik  L    2.  Aufl.  37 


678 


Absolute  ScIiwingungBzalil  der  TCne. 


i-ia. 


heiaat  die  kleine  Octave,  die  in  ihr  liegenden  TSne  werden  mit  den  kleinen 
Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet;  die  nächst  tiefere,  mit  den  gnxsa 
Bnchstaben  bezeichnet«,  ist  die  grosse  Octave  und  unter  dieser  die  Coatn- 
octave,  welche  man  dnrch  grosse  Buchstaben  mit  einem  kleinen  Quottnili 
darunter  bezeicbnel.  Die  hOhem  Octaven  werden  mit  den  kleinen  Badutabeii 
des  Alphabets  bezeichnet  und  zur  Angabe  ihrer  Hohe  mit  kleinen  Querstricba 
darüber  versehen.  Die  auf  die  kleine  Octave  folgende  ist  die  eingeatrichew, 
die  nScfasthäherc  die  zweigestrichene  u.  s.  f.  Wir  wollen  indess  nn»ere  1* 
herige  Bezeichnungs weise  beibehalten  und  die  eingestrichene  Octave  iaiA 
eine  kleine  1,  die  zweigestrichene  durch  eine  kleine  2  etc.  unten  recht«  ■ 
die  den  Ton  angebenden  Buchstaben  bezeichnen.  Die  in  der  Hnsik  angenri- 
ten  TOne  liegen,  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnungs  weise,  zwisch«ii  ia 
Octavon 

C    C    <■    7     r     r     )■     ~r. 

Nur  wenige  Instrument«  gehen  über  diese  sieben  Octaven  hinaus. 

Um  den  Ton  des  eingestrichenen  a, ,  nach  welchem  die  Stmunungp- 
regelt  wird,  zu  bestimmen  und  zu  fixiren,  hat  man  die  Stimmgabel  constnat 
Dieselbe  besteht  aus  einem  gabelförmig  gebogenen  Stahlstabe,  an  welcbi 
unten  an  der  Biegung  ein  Stäbchen  angebracht  ist  (Fig.  244),    Die  Gabel  wirf 


u 


dadurch  zum  Tönen  gebracht,  dass  man  sie  mit  einer  der  Zinken  an  «na 
festen  Körper  anschlSgt,  sie  schwingt  dann  so,  wie  Flg.  245  ansogt,  ^ 
zwei  Schwingungsknoten  in  der  Nfihe  der  Biegung,  wie  ein  an  beiden E»^ 
freier,  in  transversale  Schwingungen  versetzter  Stab.  Die  beiden  Zi)i^ 
schwingen  zugleich  nach  innen  und  die  Biegung  nach  nnten ,  dann  die  Zin^' 
noch  aussen  und  die  Biegung  nach  oben  hin.  Die  Töne  der  Stimmgabel  lUo^ 
sind  sehr  schwach,  um  sie  zu  verstärken^  setzt  man  sie  auf  einen  Tisd,  ^ 
dann,    wie  wir  später  sehen  werden,    durch  Besonaas  den  Ton  ventb^ 
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OrOesere  Stimmgabeln,  welche  nicht  O],  sondern  q  oder  c  geben,  sind  meist 
anf  besondem  Resonanzkästchen  befestigt,  in  denen  die  Luftsäule  fQr  sich 
schwingend  denselben  Ton  gibt  als  die  Gabel  und  deshalb  durch  ihre  Schwin- 
gungen den  Ton  ganz  bedeutend  vetstärkt. 

MessmigeB  der  Schwingungszahl  des  durch  die  a^  -  Stimmgabel  bestimm- 
ten Tones  haben  nun  ergeben  >  dass  dieser  Ton  keinesweges  überall  die  gleiche 
Schwingungszahl  hat.  Fischer  fand  im  Jahre  1822,  dass  die  Schwingungszahl 
des  Tones  a^  im  Orchester  des  Berliner  Theater  gleich  437  war;  diejenige 
des  Tones  a^  des  Orchesters  der  grossen  Op6r  zu  Paris  war  431,  vom  Th6atre 
Feydeau  =3  428  und  de^  Th6atre  Italien  =  424  Schwingungen  in  der 
Sekunde  *). 

Scheibler  ^)  fand  1833  den  Ton  von  fünf  Pariser  ai-6abeln  Ton  426,7  bis 
440,7,  von  einer  Qabel  des  Berliner  Orchesters  441,62,  und  von  sects  Gabeln 
des  Wiener  Orchesters  zwischen  433,66  und  444,87  Schwingungen. 

Scheibler  machte  darauf  1834  auf  der  Versammlung  deutscher  Natur- 
forscher und  Aerzte  zu  Stuttgart  den  Vorschlag ,  den  Ton  a,  zu  440  Schwin- 
^^nngen  festzusetzen,  indess  ist  die  Stimmung  der  Orchester  darnach  nicht 
normirt  worden  und  sie  blieb  nach  wie  vor  schwankend.  Neuerdings  ^)  ist 
mm  in  Frankreich  bestimmt  worden ,  dass  der  Ton  a^  zu  435  Schwingungen 
g^esatzt  wei*den  solle,  um  dort  überall  eine  gleichmttssige  Stimmung  hervorzu- 
bringen, und  seitdem  ist  auch  bei  einer  grossen  Anzahl  deutscher  Orchester 
dieselbe  Stimmung  angenommen  worden. 

Gehen  wir  von  dieser  Schwingungszahl  aus,  so  wird  darnach 

r,  =  —-^-     =  ^  ==  258,65. 

'  1,68179  1,68179  ' 

Die  Schwingungszahlen  der  vorhin  angegebenen  Töne  werden  darnach 

folgende 

C  =  c-2  =    32,33  c^  =    517,30 

C  =  r_i  ==    G4,66  ^3  =  1034,60 

c   =129,32  f^4  =  2069,20 

c,  =  258,66  C5  =  4138,40 

wonach  man  leicht  im  Stande  sein  wird,  die  Schwingungszahlen  aller  übrigen 
in  der  Musik  gebräuchlichen  Töne  zu  berechnen. 

Die  hier  angegebenen  Töne  sind  indess  nicht  die  überhaupt  hörbaren 
TGne,  sowohl  Töne  unterhalb  r_2  ols  oberhalb  r.  sind  noch  hörbar.  In  den 
grossem  Orgeln  findet  sich  noch  eine  ganze  Octave  tieferer  Töne  bis  zum  c^, 
dem  Subcontra  C,  welches  IG  Schwingungen  in  der  Sekunde  vollführt,  und 


1)  Fischer  in  den  Denkschriften  der  Berliner  Akademie  für  1824. 

2)  Nach  der  Angabe  von  Hoher.  Dove,  Repertorium.  III. 

3)  Nach  dem  Moniteur  universel  25.  fevrier  1859. 
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Sayart  behauptete  nach  seinen  Versuchen  ^),  dass  bei  hinreichender  StSrfce 
Töne  selbst  bei  7  —  8  Schwingungen  in  der  Sekunde  hörbar  seien«  SaTart 
Hess  einen  Eisenstab  um  eine  horizontale  Axe  sich  drehen  und  stellte  ihn  so 
auf,  dass  er  bei  jeder  Umdrehung  durch  einen  Spalt  eines  Brettes  schlag  and 
dabei  die  Bänder  berührte.  Jeder  Durchtritt  gab  einen  heftigen  Schlag  und 
war  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  so  gross,  dass  der  Eisenstab  in  der  Se- 
kunde 7 — 8  mal  die  Spalte  passirt«,  so  hörte  man  einen  sehr  tiefen  und 
lauten  Ton.  Savart  glaubte,  dass  dieser  Ton  Folge  der  acht  Stösse  des  Eisen- 
stabes an  der  Brettspalte  sei. 

Schon  Despretz  ^)  indessen  widersprach  dem  und  gab  wohl  mit  Omnd 
dagegen  an,  dass,  wenn  Savart's  Schluss  richtig  sei,  die  doppelte  Um- 
drehungsgeschwindigkeit oder  die  Anwendung  zweier  Spalten  auch  die  höhere 
Octave  des  zuerst  gehörten  Tones  hätte  erzeugen  müssen.  Der  Versuch  ergibt 
aber  einen  von  dem  vorigen  nur  wenig  verschiedenen  Ton ,  so  dass  der  Ton 
sich  nicht  aus  den  einzelnen  Schlägen  zusammengesetzt  haben  kann. 

Helmholtz  ^)  hat  deshalb  die  Frage  nach  den  tiefsten  Tönen  wieder  auf- 
genommen, und  gelangt  zu  einem  wesentlich  andern  Besultat,  er  findet,  dass 
die  Tonempfindung  erst  beginnt  bei  etwa  30  Schwingungen  und  dass  erst  bei 
etwa  40  Schwingungen  der  Ton  eine  bestimmte  musikalische  Höhe  bat 
Helmholtz  schloss  dieses  besonders  aus  einem  Versuch  mit  einer  in  der  Mitie 
belasteten  Saite,  welche  in  Folge  der  Belastung  fast  nur  die  langsamsten 
Schwingungen,  bei  denen  die  Saite  der  ganzen  Länge  nach  schwingt,  voll- 
führt. Die  Saite  wnirde  auf  einen  Resonanzkasten  ausgespannt,  der  nur  eine 
Oeffnung  hatte,  und  diese  konnte  mit  dem  Gehörgange  verbunden  werden, 
so  dass  die  Luft  des  Bcsonanzkastens  nur  in  das  Ohr  hin  entweichen  konnte. 
Die  Töne  einer  Saite  von  gewöhnlicher  Höbe  sind  unter  diesen  Umständen 
von  unerträglicher  Stärke.  Dagegen  war  die  Tonempfindung,  als  die  Sait«* 
37  Schwingungen  machte,  nur  mehr  noch  schwach,  und  hatte  auch  diese 
etwas  knarrendes,  was  darauf  schliessen  lässt,  dass  das  Ohr  anfing,  die  ein- 
zelnen Stösse  zu  fUlilen.  Bei  31  Schwingungen  war  kaum  noch  (>twas  zu 
hören. 

Damach  würde  also  das  r^i  der  tiefste  musikalische  Ton  sein,  und  die 
ganze  Subcontraoctave  der  Orgel  keine  eigentlichen  Töne ,  sondern  nur  noch 
ein  Geräusch  geben,  indem  das  Ohr  die  einzelnen  Stösse  fühlt.  Es  ist  in  der 
That  für  diese  Töne  selbst  einem  musikalisch  gebildeten  Ohre  nicht  möglich, 
eine  bestimmte  Tonhöhe  anzugeben. 

Nach  oben  hin  ist  die  Reihe  der  hörbaren  Töne  weniger  begrenzt,  indess 
findet  sich  hier,    dass  verschiedene  Personen  für  solche  Töne  verschied» 


1)  Sarart,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XLVII.  Poggend.  Annal.  XX. 

2)  Despretz,  Comptes  rendus  de  TAcad^m.  de  France.   Tome  XX.     Poggend. 
Annal.  Bd.  LXV. 

8)  Hehnholti,  Tonempfindungen,  p.  263  ff. 
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empfindlich  sind ,  und  selbst  eine  Person  mit  dem  einen  Ohr  oft  höhere  Töne 
wahrnehmen  kann  als  mit  dem  andern.  So  gibt  Brewster  an,  dass  er  das 
Heimchenzirpen  nar  mit  einem  Ohre  hörte,  während  für  gewöhnliche  Töne 
beide  Ohren  gleich  empfindlich  waren  ^). 

Sind  die  Töne  hinreichend  stark ,  so  können  noch  sehr  hohe  Töne  gehört 
werden;  so  brachte  Savart^)  mit  seinem  gezähnten  Bade  noch  deutlich  das  fi^i 
mit  24000  Schwingungen  hervor,  und  Despretz *^)  fand,  dass  mittels  Stinmi- 
gabeln,  welche  auf  Besonanzkasten  standen,  noch  das  d^  mit  über  36000 
Schwingungen  hörbar  war. 

§.  154. 

Analyse  des  Klanges.  Wir  haben  bereits  im  §.  147  darauf  hin- 
gewiesen, dass  Töne  gleicher  Höhe  sich  durch  Verschiedenheit  ihrer  Klang- 
farbe unterscheiden,  und  bemerkt,  dass  die  Verschiedenheit  des  Klanges  ihren 
Grund  darin  habe,  dass  die  Form  der  Schwingungen  bei  gleicher  Periode 
eine  verschiedene  sei;  eint  Verschiedenheit,  welche  darauf  beruht,  dass  die 
Schwingungen  zusammengesetzt  periodische  sind,  dass  innerhalb  der  durch 
den  Grundton  angegebenen  Periode  die  Lufttheilchen  gleichzeitig  nach  andern 
hohem  Tönen  angehörigen  Perioden  schwingen.  Bei  der  Besprechung  der 
zosammengesetzten  Schwingungen  sahen  wir  schon ,  dass  bei  den  Schwingun- 
gen der  meisten  Körper  nicht  einfache  Schwingungen ,  welche  durch*  die  Glei- 
chung 

^  7/  =  rt  •  am  2%  j, 

dargestellt  sind ,  sich  finden ,  sondern  dass  zu  diesen  stets  solche  hinzutreten, 
deren  Schwingungsdauem  Vielfache  der  ersten  sind ,  dass  also  die  Schwingun- 
gen im  allgemeinen  durch  die  Gleichung 

j^  =  a  •  sin  27r  ^,  -^  h  •  um  Atc  j,  -\-  c  -  Bin  ßn  ^  -\- |>  •  sin  n:r  ^ 

gegeben  sind.  Bei  den  verschiedenen  schwingenden  Körpern  können  die  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Amplituden  der  einzelnen  Schwingungen,  sowie  die 
Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  sehr  verschieden  sein. 

Wie  wir  nun  §.  149  sahen,  stellen  die  einzelnen  Glieder  der  zuletzt  hin- 
geschriebenen Reihe  die  harmonischen  Obertöne  des  durch  das  erste  Glied  dar- 
gestellten Tones  vor,  also  wenn  wir  den  letztem  mit  c  bezeichnen,  die  Reihe 

«1  C|>  ^i>  <^2>  ^2>  9'iy  1'on  7,  C3,  J3  .... 
Ist  demnach  die  vorhin  ausgesprochene  Annahme  über  die  Ursache  der 
Klangverschiedenheit  die  richtige ,  so  würde  das  bedeuten ,  dass  die  verschie- 
denen Klänge  nicht  einfachc^Töne,   sondern  Accorde  sind,   welche  von  der 


1)  Breicster,  Philosophical  Magazin,  vol.  XXV. 

2)  Savart,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XLIV. 

3)  Vesprctz  a.  a.  0. 
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Reihe  der  harmonischen  Töne  gebildet  werden ,  und  dass  ihre  Verschiedenheit 
darin  beruht,  dass  in  diesen  Accorden  mehr  oder  weniger  Töne  der  Beibe 
vorhanden  sind,  und  dass  die  Stärke  der  einzelnen  Töne  eine  verschiedene  ist 

Ohm^)  war  der  erste,  der  den  Satz  aufstellte,  dass  das  Ohr  die  ittiig« 
keit  habe ,  jede  in  einer  zusammengesetzten  vorhandene  einfache  Schwmgong 
als  Ton  gesondert  wahrzunehmen ,  ohne  jedoch  daran  den  Schloss  zu  knApfen, 
dass  in  der  Wahrnehmung  der  verschiedenen  Obertöne  der  Qnrnd  der  Klang* 
Verschiedenheit  liege.  Seebeck  ^)  nahm  dem  gegenüber  an,  dass  in  einer 
zusammengesetzt  periodischen  Schwingung  die  einzelnen  Töne  nicht  zu  unter . 
scheiden  wären,  dass  aber  in  der  durch  das  Hinzutreten  der  weitem  Schwin* 
gungen  bedingten  Veränderung  des  Schwingungsgesetzes  eine  Ursache  der 
Klangverschiedenheit  der  Töne  gleicher  Höhe  zu  suchen  sei.  Erst.  Helmholts') 
war  es ,  der  den  Nachweis  lieferte ,  dass  in  einem  Klange ,  dessen  schwingende 
Bewegung  durch  obige  Gleichung  dargestellt  ist,  alle  die  Töne,  wie  sie  du 
Gesetz  von  Ohm  verlangt,  wirklich  vorhanden  und  dem  Ohre  wahmehmbtf 
sind,  und  dass  die  Verschiedenheit  des  Klanges  wesentlich  von  den  vorhand^ 
nen  Obertönen  bedingt  ist. 

Zum  Nachweis  der  objectiven  Existenz  der  Partialtöne  benutzte  Hdm- 
holtz  das  Phänomen  des  Mittönens,  dessen  Theorie  wir  im  nächsten  Ki^iiei 
etwas  ausführlicher  besprechen  werden.  Die  Erscheinung  besteht  darin,  dass 
wenn  in  der  Nähe  eines  Körpers,  der  Schwingungen  einer  ganz  bestimmten 
Periode  vollführen,  das  heisst  also  einen  einfachen  Ton  bestimmter  Höhe  geben 
kann ,  Schwingungen  dieser  Periode  erzeugt  werden ,  der  Körper  dadurch  mit 
in  Schwingungen  geräth,  welche  man  entweder  direkt  oder  dadurch  wahr 
nehmbar  machen  kann,  dass  man  den  erregenden  Ton  aufhören  lässt,  wodurch 
dann  der  Ton  des  mitschwingenden  Körpers  allein  hörbar  bleibt.  Spannt  man 
z.  B.  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  genau  im  Einklang,  und  bringt  die 
eine  zum  Tönen,  so  tönt  auch  die  andere,  oder  bringt  man  von  zwei  ganz 
genau  gleichen  Stimmgabeln ,  wie  Fig.  244,  die  eine  zum  Tönen ,  so  wird  auch 
die  andere  in  Schwingung  versetzt.  Dieses  Mittönen  tritt  aber  nur  ein,  wenn 
die  Schwingungen  des  mittönenden  Körpers  genau  dieselbe  Dauer  haben,  wie 
die  Schwingungen  des  ursprünglich  tönenden  Körpers,  schon  bei  geringem 
unterschiede  der  Schwingungen  tritt  dasselbe  nicht  ein.  Wenn  man  deshalb 
bei  Erzeugung  eines  Klanges  einen  bestimmten  Körper  zum  Mittönen  bringt^ 
dessen  Schwingungszahl  jener  des  in  dem  Klange  vorhandenen  Grundtoneb 
nicht  entspricht,  so  kann  man  daraus  mit  Sicherheit  schliessen,  dass  neben 
dem  Grundtone  der  dem  mittönenden  Körper  entsprechende  Ton  in  dem  Klange 
vorhanden  ist. 


1)  Ohm,  Poggend.  Annal.  Bd.  LIX  und  LXII. 

2)  Secheck,  Poggend.  Annal.  Bd.  LX  und  LXIII.  Dove's  Repertorium.  Bd.  VIIL 

3)  HelmMtz,  Tonempfindungen.  Abschnitt  II,  III,  IV,  V,  VI. 


i.  ADftlyBe  des  Klunges.  583 

Gin  sehr  bequemes  Mittel,  um  das  Uittönen  zu  zeigen,  sind  Membranen, 
he  wie  Fig.  246  als  Boden  auf  einer  Flasche  ausgespannt  sind.  Der  HbAb 
Flasche  bei  a  ist  offen,    die 

,bran  b  vertritt  die  Stolle  des         ^  "'*'  **"■ 

ins ;  man  nimmt  am  besten  eine 
3  Scfaweinsblase ,  die  gleich- 
ög  aufgespannt  wird,  und  die 
dann  trocknen  lässt.  Bei  c 
mit  Wachs  ein  Coconfaden  be- 
ft,  der  an  seinem  untern  Ende 
iiegellackkügelehen  trSgt,  das  gerade  vor  der  Mitte  der  Membran  hüngt 
n  die  Membran  in  Schwingungen  gerSth,  so  macht  das  Pendelchen  die  hef- 
en  Sprllnge.  Wenn  iiie  Spannung  der  Membran  und  die  Grösse  der  Flasche 
ig  getroffen  sind,  so  gibt  die  Membran  fast  nur  ihren  Grundton  an,  bei 
äcm  sie  als  Ganzes  schwingt,  die  Obertöne  treten  dann  nur  schwach  her- 
Um  dieselben  zu  erkennen  muss  man  die  Flasche  vertical  stellen,  und 
dembran  zur  Beobachtung  der  Klangiigurcn  mit  Sand  bestreuen.  Die 
ichen  Schwingungsformen  der  Membran  mit  den  dazu  gehörigen  Schwin- 
szahlen. zeigt  folgende  kleine  Tabelle: 

Die  Membran  schwingt  Schwingungszahl 

ohne  Knotenlinie 1 

mit  einem  Kreise 2,296 

mit  zwei  Kreisen 3,599 

mit  einem  Durchmesser 1,590 

mit  einem  Durchmesser  und  einem  Kreise. .  2,920 

mit  zwei  Durchmessern 2,1M. 

Bezeichnen  wir  den  Gmndton  der  Membran  mit  c,  so  gibt  dieselbe  als 
töne  rf,  -f"'  ^1  'i'i  ^1  ff]  — 1  ciS],  die  Zeichen  +  und  —  hei  den  T6- 
;ollen  anzeigen,  dase  der  Ton  der  Membran  etwas  höher  oder  etwas  tiefer 
ils  der  hingeschriebene. 

Die  mitschwingenden  Membranen  haben  den  Vorzug,  dass  sie  die  in  einer 
^asse  vorhandenen  EinzeltOne  ganz  ohne  Mithülfe  des  Ohres  zeigen,  sie 
1  indeas  den  Nachtheil,  dass  sie  fllr  schwächere  Töne  nicht  sehr  empfindlich 
In  der  Beziehung  werden  sie  weit  übertroffen  von  den  von  Helmholtz 
^ebenen  Resonatoren.  Es  sind  das  Hohlkugeln  oder  Röhren ,  von  Glas  oder 
ing  Fig.  247  a  und  b,  mit  zwei  Oeffnungen.  Die  eine  Oe&ung  a  hat 
f  alfgeschuittene  RSnder,  die  andere  b  ist  trichterförmig  und  so  geformt, 
man  sie  in  das  Ohr  einsetzen  kann.  Man  umgibt  zu  dem  Ende  die  Oeff- 
b  mit  geschmolzenem  Siegellack ,  und  wenn,  dasselbe  soweit  erkaltet  ist, 
man  es  mit  den  Fingern  ungestraft  berühren  kann,  aber  doch  noch  woich 
IrUckt  man  die  Oefinung  in  den  QebÖrgong.  Das  Siegellack  formt  sich 
nach  der  innem  Oberfläche  des  letztem,  und  wenn  man  dann  spSter 
tesonator  an  das  Ohr  setzt,  so  schliesst  er  leicht  und  vollständig  dicht. 
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Fig.  247  a. 


Ein  solcher  in  das  Ohr  gesetzter  Resonator  gibt  einen  besümmten  Grand- 
ton  und  ausser  dem  mehrere  sehr  viel  höher  liegende  Obertöne.  Wird  der 
Grundton  desselben  ausserhalb  angegeben ,  so  wird  die  Laft  des  Resonator» 
sehr  kräftig  zum  Mittönen  gebracht,  und  der  Ton  dringt  dann  unmittellnr 
und  deshalb  sehr  kräftig  ins  Ohr. 

Verstopft  man  das  eine  Ohr  und  setzt  an  das  andere  den  Resonator,  so 
hört  man  die  meisten  in  der  Umgebung  angegebenen  Töne  sehr  ged&mpft, 
wird  dagegen  der  Ton  des  Resonators  angegeben ,  so  schmettert  derselbe  mit 
gewaltiger  Stärke  in  das  Ohr  hinein. 

Eine  abgestimmte  Reihe  solcher  Resonatoren,  wie  man  sie  jetzt  tos 
König  in  Paris  beziehen  kann ,  die  harmonische  Reihe  der  Töne  von  C  an  ent- 
haltend, ist  deshalb  ein  vor- 
treffliches Mittel,  um  die  in 
einer  Klangmasse  enthaltenen 
Töne  zu  bestimmen.  Es  ist  da- 
bei zu  bemerken,  dass  das  Auf- 
treten des  Tones  im  Resonator 
ganz  ebenso  die  objectire  Exi- 
stenz des  Tones  ausserhalb  de^ 
Resonators  beweist,  als  die  mit- 
schwingende Membran.  Denn 
der  Ton  tritt  in  dem  Resonator 
nur  hervor,  wenn  derselbe  Ton 
Schwingungen  getroffien  wird, 
welche  mit  denen,  welche  die 
Luftmasse  des  Resonators  an- 
nehmen kann,  isochron  äind; 
wird  deshalb  der  Resonator  zum  Tönen  gebracht,  so  beweist  das,  dass  in  den 
zusammengesetzten  Schwingungen,  welche  ihn  zum  Tönen  bringen,  die  dem 
Resonator  entsprechende  einfache  Schwingung  vorhanden  ist,  und  als  solche 
aus  den  zusammengesetzten  abgeschieden  werden  kann. 

Den  Vorzug  der  Membranen,  die  Zusammensetzung  der  KIfinge  unab- 
hängig vom  Ohr  zu  zeigen,  mit  der  Empfindlichkeit  der  Resonatoren,  verbindet 
ein  von  R.  König  in  Paris  construirter  Apparat.  EineReihe  von  abgestimm- 
ten Resonatoren,  8  oder  10  von  c  an  sind  auf  einem  Stative  über  einaiider 
befestigt  B,  li  (Fig.  248).  Das  Ende  der  Resonatoren,  welckes  Bonat  ins 
Ohr  gesteckt  wird,  ist  durch  einen  Kautschukschlauch  mit  einer  Beibe  kfaivr 
Kapseln  AA*  in  Verbindung.  Mit  Ausnahme  der  Eintrittsstolle  des  Kanhwiai^ 
Schlauches  sind  die  Kapseln  rings  geschlossen,  und  zwar  an  den  Seiiumilliw 
und  hinten,  wo  der  Schlauch  eintritt,  fest,  vom,  der  Mündung  desSoUwehi 
gegenüber  durch  eine  sehr  feine  elastische  Membran.  Wird  nun  dnreh  «Mi 
aussen  angegebenen  Ton  die  Luftmasse  des  Resonators  in  Schwingung  venetst 
so  pflanzt  sich  die  Bewegung  bis  in  die  Kapsel  fort,  und  die  die  Kapsel  vom 
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schliessende  Membran  wird  gerade  so  in  Schwingungen  versetat,  wie  doE 
ommelfell,  wenn  man  den  Besouator  in  den  OehOrgang  eiuBchiebt.  Um  nun 
tSB  Schwingungen  sichtbar  zu  machen,  wendet  KSnig  ein  änsserst  einn- 
chee  Mittel  an;  vor  der  Membran  irird  eine  zweite  Kapsel  angebracht,  so 
W  die  Membran  selbst  die  Hinterwand  der  vordem  Kapsel  bildet.  Durch 
1  seitliches  Ansatzrohr  lässt  man  nun  in  die  vordere  Kapsel  Leuchtgas  ein- 
ten, welches  durch  die  Fig.  248  neben  den  Resonatoren  sichtbaren  Brenner, 


I  aus  einer  kleinen  kreisförmigen,  auf  der  «bem  Seite  dUnner  Cylinder  an- 
orachten  Oefiinng  bestehen,  entweicht. 
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Angczttndet  gibt  dieser  Gasstrom  eine  kleine  spitze  leuchtende,  ruhig 
brennende  Flamme.  Sobald  nun  aber  der  mit  dieser  Flamme  in  Verbindung 
stehende  Resonator  durch  einen  Ton  in  Schwingungen  versetzt  wird,  gelangt 
auch  die  Flamme  in  isochrone  Vibrationen,  indem  sie  abwechselnd  grösser 
und  kleiner  wird.  Denn  indem  die  Membran  durch  die  Schwingungen  der 
Luft  im  Besonator  abwechselnd  etwas  in  die  das  Gas  haltende  Kapsel  hinein* 
gedrückt,  abwechselnd  aus  ihr  zurückgezogen  wird,  wird  der  Dmck  des  Gases 
in  der  Kapsel  abwechselnd  etwas  vergrössert,  abwechselnd  etwas  Yerkleinert 
Dem  vergrösserten  Druck  entspricht  ein  verstärktes,  dem  verminderten  ein 
geschwächtes  Ausströmen  des  Gases  und  ersterm  eine  Vergrössernng,  letzterm 
eine  Verkleinerung  der  Flamme.  Diese  Vibrationen  der  Flamme  erfolgen  in- 
dess  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  dass  sie  bei  direkter  Betrachtimg  der 
Flamme  nicht  sichtbar  sind. 

Um  sie  sichtbar  zu  machen ,  benutzt  König  die  schon  mehrfach  erwfihnte 
Eigenthümlichkeit  unseres  Auges,  dass  Lichteindrücke  eine  gewisse  Zeit  dauern 
und  die  aus  dem  BeÜexionsgesetze  sich   ergebende  Erschemung,   dass  das 
Spiegelbild  einer  Flamme  je  nach  der  Stellung  eines  Spiegels  an  verschiedeneo 
Oiien  erscheint.    Das  an  der  Seite  der  Flamme  sich  befindende  Parallelepiped 
ist  auf  seinen  vier  Seitenflächen  mit  Spiegeln  belegt,  so  dass,  wenn  es  in  der 
Stellung  ist ,  welche  die  Figur  zeigt ,  die  Spiegelbilder  der  Flammen ,  wie  es 
in  der  Figur  angedeutet  ist,  sichtbar  sind.    Durch  zwei  mittels  der  Knrbell 
gedrehte  konische  Zahnräder  C  und  C^  kann  das  spiegelnde  Parallelepiped  in 
Rotation  versetzt  werden.    Dreht  man  nun  den  Spiegel  langsam ,  während  ^ 
Flamme  ohne  Vibrationen  brennt,  so  sieht  man  die  Flamme  nach  und  fnA 
an  verschiedenen  Stellen  neben  einander,  dreht  man  ihn  rasch,  so  sieht nui 
alle  diese  Bilder  einer  Flamme  gleichzeitig,  und  in  Folge  dessen  siebt  manae 
als   ein  horizontales  Lichtband,   gerade  wie  man  eine  rasch  im  Kreise  ge- 
schwungene glühende  Kohle  als  leuchtenden  Kreis  sieht. 

Anders  jedoch,  wenn  die  Flamme  vibrirt,  wenn  die  leuchtende  Spit» 
der  Flamme  nur  immer  einen  Moment  sichtbar  ist;  sie  gibt  dann  im  Spieg^^ 
nur  jedesmal  ein  Bild,  wenn  sie  aufzuckt,  diese  Bilder  fallen  aber,  ^^ 
Spiegel  zwischen  dem  jedesmaligen  Aufzucken  gedreht  ist,  neben  einander,  ^d 
man  sieht  dann  im  Spiegel  eine  Beihe  von  Flammenbildem  neben  einander,  vie 
es  Fig.  249  zeigt. 

Der  Abstand  der  einzelnen  Flammenbilder  hängt  ab  von  der  SchnelligkA 
mit  der  die  Vibrationen  erfolgen  und  der  Schnelligkeit  der  Rotation  des  Spie- 
gels, oder  wenn  die  Schnelligheit  der  Botation  des  Spiegels  gegeben  ist,  n^ 
von  der  Schnelligkeit,  mit  der  sich  die  Vibrationen  folgen.  Spiegeln  ack 
z.  B.  in  einem  Spiegel  zwei  Flammen,  von  denen  die  eine  doppelt  so  tvA 
vibrirt  als  die  andere,  so  sieht  man  auch  von  der  erstem  doppelt  so  viel  Rl<kr 
als  von  der  letztem.  So  zeigt  Fig.  249  die  Erscheinung  in  dem  rotirenden 
Spiegel,  wenn  man  gleichzeitig  c  und  Cj  ertönen  lässt,  die  untere  FlamiöC 
gibt  dann  die  halbe  Anzahl  Bilder  als  die  darüber  liegende,   da  die  Luft  iiu 
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I  viel  Schwingungen    macbt   als    im   darlibor- 


itetn  Resonator  nur  halb  i 
^enden. 

Die  Anwendung  des  Apparates  ergibt  sich  darnach  von  selbst;  man  gibt 
n  zu  untersuchenden  Klang  auf  den  Grundton  c  an  \niä  setzt  den  Spiegel  in 


//mm/m//// 


otation.  Alle  äie  in  dem  Klango  enthaltenen  Obertöne  bringen  die  Luft  der 
Jien  entsprechenden  Resonatoren  in  Vibration,  welche  sich  den  zugehSrigcn 
Ummen  mittheilt.  Man  sieht  dann  die  entsprechenden  Flammen  im  rotiren- 
m  Spiegel  als  einzelne  Bilder,  Bhnlicb  wie  Fig.  219,  während  die  Flammen, 
!ren  Resonatoren  nicht  mittönen,  im  Spiegel  als  continnirliche  Lichtbttnder 
Bcheinen. 

Die  Uenibranen  in  den  Kapseln  fl)r  die  manometrischen  Flammen  werden 
>n  einer  solchen  Feinheit  genommen,  dass  sie  jeder  Schwingung,  die  in  der 
e  Umgebenden  Luft  vorhanden  ist,  folgen  und  sie  durch  die  Bewegung  der 
ioinme  migeben.  Es  ist  deshalb,  wie  König*)  gezeigt  hat,  möglich,  anch 
irch  eine  Flamme  die  Klänge  in  ihre  PartialtÖne  in  zerlegen.  Einen  kleinen 
^  geeigneten  Apparat  zeigt  Fig.  250.  An  einem  Stativ  ist  eine  Kapsel  k 
'r  vorhin  beschriebenen  Art  befestigt,  in  die  vordere  HtÜftc  derselben, 
elcbe  von  der  hintern  durch  die  feine  Membran  getrennt  ist,  tritt  durch  r 
te  Leuchtgas  ein,  welches  durch  den  nach  oben  gebogenen  Brenner  f  ent- 
eicht und  dort  angezündet  wird.  In  der  bintem  HUfte  der  Kapsel  mUndct 
18  Kautschukrohr  R,  welches  an  seinem  Ende  mit  einem  Schalltrichter  S  ver- 
ilien  ist.  Jeder  einfache  Ton  versetzt  die  Flamme  in  Schwingungen,  wenn  er 
it  hinreichender  StSrke  in  den  Trichter  und  durch  diesen  in  die  Kapsel  ein- 


1)  König,  l'oggend.  Anoal.  Bil.  CXXII.  p.  666.   Die  Apparate  sind  in  vortreff- 
her  AusfObruug  von  R.  König  in  Paris  (Ruc  de  Hautefeuille  30)  zu  beziehen. 
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dringt;  betrauhtet  man  die  Flamme  ioi  rotirenden  Spiegel,  so  erhilt  mm  m 
Bild,  wie  Fig.  240  a  oder  b.   Dringen  dagegen  gleichzeitig  mehreru  Töne  in  d» 


Rohr,  so  wird  die  Flamme  von  jfUwLi  Tone  in  Schwingung  versetzt,  niiiJ»*' 
Flaramcnbilder   werden   andere.     Treten   z.  B.  Grundton   und  Octa^i:  in 
Kapsel,   30  zeigt   der  Spiegel  das  Bild  Fig.  251,    Dasselbe  besteht  an*  ß 
hohen  Flamme,   die  schmaler  ist,    als  wenn  der  Grundton   allein  lAnl,  '^ 
einer  kleinen  llamme,  welche  regelmässig  abwechsetn.    Die  Entstehung  ^i 
Bildes  ergibt  sich  leicht  aus  der  Uoberiegung,  dass  jode  Bewegung  derlW" 
liran  gegen   die  vordere  HSlfte   der  Kapsel   die  Flamme  auffiackem  mwl»* 
rauss.    Wenn  man  gleichzeitig  ürundton  und  Octave  und  Duodecime  ia  ^ 
Kapsel  eindringen  liüst,  ao  erhält  man  Am  Bild  Fig.  352.     Zwiscben  & 
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ammenbilder  Fig.  251  tritt  jedesmal  noch  eine  kleinere  Flamme.  Das 
ammaibild  Fig.  251  bildet  sich  z.  B.,  wenn  man  das  obere  Ende  einer  ofTe- 
n  Orgelpfeife  nahe  an  die  Oeffnung  des  Schal Itricbters  S  hSlt  und  nicht  zu 
trk  in  die  Pfeife  bläst;  wenn  man  dagegen  stlifker  in  die  Pfeife  hinein  biKst, 
Klorch  neben  dem  Grundton  und  der  Octnvc  die  Duodecimc  deutlich  hörbar 
rd,  so  erhfilt  man  dos  Bild  Fig.  252. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Flaromenbilder  der  KlSnge  einmal  stndirt., 
erkennt  man  leicht,  wie  man  dieses  Mittel  zur  Analyse  eines  Klanges  be- 
tsen  kann;  man  hat  das  durch  ihn  erzeugte  Flammenbild  mit  dem  dnrch 
9send  zusammengesetzte  einfache  Töne  ku  vergleichen,  um  zu  erkennen, 
dcbe  TSne  den  Klang  zusammensetzen. 

Schliesslich  kann  man  auch  die  auf  einem  Monochord  oder  in  einem  Kla- 
ir  oder  Überhaupt  auf  einem  Resonanzboden  anagespannten  Saiten  benutzen, 
1  die  in  einem.  Klange  vorhandenen  Einzeltöne  zu  boRtimmen,  da  die  Saiten 
iir  leicht  und  stark  mitUincn.  Da  indess  die  Saiten  nicht  nur  durch  ihren 
mndton,  sondern  auch  durch  jeden  ihrer  harmonischen  ObertUne  in  Schwin- 
ng  vorsetzt  werden,  so  ISsst  sich  mit  HUlfe  derselben  nicht  direkt  Über  die 
tzelnen  TOne  entecheidon,  welche  in  der  ganzen  Klangmasse  vorhanden  sind. 

Mit  Hälfe  des  einen  oder  des  andern  Verfahrens  kann  nian  nun  zunScbst 
dit  den  Nachweis  fahren,  dass  in  einer  zusammengesetzten  Schwingung  die 
ifachen  Schwingungen  als  solche  angenommen  werden  mtlssen,  dass  also 
9  einzelnen  Partialtöne  eine  objective  Esistenz  haben ,  indem  sie  dos  Mit- 
nen  bewirken ,  also  ihre  Schwingungen  an  andere  Körper  abgeben.  Dass  in 
'  That  alle  TUne,  die  in  einem  Klange  vorhanden  sind,  in  dieser  Weise 
iatiren,  kann  man  mit  Htllfe  von  gezupften  Saiten  zeigen.  Wie  wir  im 
139  bemerkten,  treten  in  gezupften  oder  geschlagenen  Saiten  sehr  ver- 
üedene  Schwingungen  auf,  je  nach  der  Stelle,  die  gezapft  oder  geschlagen 
rd.  Alle  die  Schwingungszahlen  fehlen,  welche  an  der  geschlagenen  Stelle 
(«n  Knotenpunkt  haben,  alle  übrigen  treten  auf.  Wird  eine  Saite  in  der 
tte  geschlagen ,  so  fehlen  die  T6ne  3,  4;  8  u.  s.  f.  Die  Töne  3,  &,  7  etc. 
d  ihre  Vielfachen  treten  auf,  d^  beisst  die  zusammengesetzten  Schwingun- 
n  der  Saite  kann  man  als  aus  diesen  Schwingungen  zusammengesetzt  be- 
whteo.    DasB  nun  in  der  That  diese  zusammengesetzten  Schwingungen  bei 
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ibrer  Ausbreitung  in  der  Luft  sich  wirklich  in  die  in  ihnen  vorhandenen  ein- 
fachen  Schwingungen  zerlegen ,  das  beweisen  die  Versuche  über  das  Mittönen, 
denn  die  denselben  entsprechenden  MenfaraEiieii  ocler  Beaowitorom  werden  in 
Schwingung  versetzt. 

Wie  nun  zuerst  Brandt  ^)  und  dann  im  Verlaufe  seiner  üntersnchnng 
Helmholtz  ^)  nachgewiesen  haben ,  nimmt  das  einigermassen  geübte  Ohr  hei 
dahin  gerichteter  Aufmerksamkeit  diese  einzelnen  Töne  in  einer  Klangmasse 
auch  ohne  Hülfe  der  Resonatoren  wahr,  so  dass  damit  das  Ohm'sche  Gesetz 
vollständig  bewiesen  ist.  Ist  man  in  solchen  Versuchen  nicht  geübt,  so  kann 
man,  wie  Helmholtz  angibt,  das  Ohr  zunächst  mit  Resonatoren  unterstützen. 

Man  schlage  z.  B.  eine  Saite,  die  c  gibt,  ausserhalb  der  liGtte,  etwa  in  Vs 
der  Saitenlänge,  so  liefert  dieselbe  ausser  dem  Orundton  c  auch  C|,  r,  etc. 
Nimmt  man  den  Ton  q  nicht  sofort  wahr ,  so  halte  man  einen  auf  c,  abge- 
stimmten Resonator  an  das  Ohr,  und  man  hört  dän  Ton  sehr  laut.  Ist  so  das 
Ohr  auf  diesen  Ton  aufmerksam  geworden,  so  hört  es  denselben  auch  nach 
Entfernung  des  Resonators ,  allerdings  schwächer  aber  unzweifelhaft  deutlich. 

Da  nun  das  Ohr  in  einer  zusammengesetzten  Schwingung  in  der  That  die 
einzelnen  Töne  wahrnimmt,  so  wird  der  Schluss  berechtigt  sein,  dass  es  in 
der  That  die  verschiedenen  und  verschieden  starken  Obertöne ,  die  den  Grund- 
Ion  begleiten,  sind,  welche  die  Klangfarbe  eines  Tones  ausmachen.  Die  von 
den  musikalischen  Instrumenten  gelieferten  Klänge  sind  deshalb  keine  ein- 
fachen Töne,  diese  können  keine  verschiedene  Klangfarbe  haben,  sondern 
Zusammenklänge  verschiedener  Töne.  Helmholtz  bezeichnet  dieselben  daher 
auch  nicht  als  Töne,  sondern  als  Klänge,  indem  er  das  Wort  Ton  Ar  die 
durch  einfache  Schwingungen  bewirkte  Empfindung  wählt.  Die  Töne  unter- 
scheiden sich  demnach  nur  durch  ihre  Höhe,  die  Klänge,  deren  Höhe  durch 
die  des  Grundtones  bezeichnet  wird,  durch  die  von  ihrer  Zusammensetzung 
abhängige  Klangfarbe. 

Dass  dieser  Schluss  über  das  Wesentliche  der  musikalischen  Klangfark 
berechtigt  ist,  hat  Helmholtz^)  schliesslich  dadurch  nachgewiesen,  dass  er  aus 
einfachen  Tönen  die  Klänge  zusammensetzte,  nachdem  er  vorher  die  in  den- 
selben vorhandenen  Theiltöne  erkannt  hatte.  Wir  werden  auf  die  wichtigsten 
Versuche,  die  künstliche  Zusammensetzung  der  Vocale,  in  einem  spätem  §• 
zu  sprechen  kommen,  hier  erwähnen  wir  nur  einen  dahin  zielenden  Versuch. 
Bläst  man  eine  Glasflasche  an ,  welche  in  der  Weise  wie  Fig.  263  eingerichtet 
ist,  welche  also  mit  einem  Anblaserohr,  am  besten  aus  Guttapercha,  dessen 
am  Halse  der  Flasche  liegende  Mündung  abgeplattet,  versehen  ist,  indem  m» 
das  Rohr  mit  einem  Blasebalge  in  Verbindung  setzt,  so  erhält  man  einen  fast 
einfachen  Ton,  der  in  seinem  Klange  einem  dumpfen  U  sehr  ähnlich  ist. 


1)  Brandt y  Poggend.  Anual.  lid.  CXII. 

2)  IIt'lmlu)Uz,  TüueinpliudungeD.  Abschnitt  IV. 

3)  IlelmhoUz,  Tüiioinpfiiidung^'n.  p.  loy  tt". 
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Stimmt  man  □nn  zwei  solcher  Flaachen  so  ab,  daaa  die  eine  genau  die 
^ve  der  andern  gibt,  so  liefern  sie  zusammen  angeblasen  einen  Klang, 
ssen  H5he  der  des  Onmdtonea  entspricbt,  dessen  Farbe  aber  derjenigen  des 
icales  0  gleich  ist.  Lfisst  man  nun  abwechselnd  bald  die  eine,  bald  beide 
aschen  tönen,  so  kann  man  in  dem  Zusammenklange  zunächst  die  ein- 
nen  Töno  leicht  unterscheiden,  sehr  bald  aber  bei  dauerndem  Znsammen- 


aage  verschmelzen  sie  sich  zu  dem  Klange  0.  Wenn  man  erst  den  hohem 
>n  angegeben  bqt,  dann  den  tiefem  hinzukommen  ISsst,  hört  man  anfangs 
U  hShem  Ton  noch  in  seiner  ganzen  St&rke  weiter,  daneben  klingt  der  tiefe 
seiner  natürlichen  Klangfarbe  wie  ein  U.  Allmählich  aber,  wie  sich  die 
innenmg  des  isolirt  gehörten  Tones  verliert,  wird  jener  immer  undeutlicher 
d  dabei  auch  schwächer,  während  der  tiefe  Ton  scheinbar  stärker  wird  und 
«  0  lautet. 

Gerade  diese  Verschmelzung  eines  Obertones  mit  seinem  Grundtone  unter 
indernng  der  Klangfarbe  beweist,  dass  der  Klang  wesentlich  durch  die  Ober- 
ne  bedingt  ist. 

Wie  wir  im  §.  124  nachwiesen,  hKngt  das  Gesetz  der  Schwingungen  in 
ler  schwingenden  Punktreihe  nicht  alleitl  ab  von  der  Periode  der  Theil- 
hwisgungen,  sondern  auch  von  der  Phase,  mit  welcher  die  Schwingungen 
sammentreten ,  es  wäre  deshalb  auch  möglich,  dass  die  Phase  der  compo- 
renden  TbeiltOne  auf  die  Farbe  eines  Klanges  von  Einfluss  ist.  Helmholtz ') 
.t  gezeigt,  dass  das  nicht  der  Fall  ist.     Er  benutzte  dazu  die  Zusammen- 


ij  HdwhoUz,  Tonemptindungen,  p.  190  If. 
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Setzung  von  Klängen  mit  Hülfe  von  Stimmgabeltönen.  Zwei  im  VerhSltniss 
von  Gh*undton  und  Octave  stehende  Stimmgabeln  geben  zusammen  zum  Tonen 
gebracht  und  durch  Besonanzröhren  verstärkt  (siehe  §.  161)  einen  dem  0 
sehi'  ähnlichen  Klang.  Verstimmt  man  nun  die  eine  Stinmig^bel  nur  sehr  we 
nig ,  so  kommen  die  einzelnen  Stösse  nach  und  nach  in  immer  anderer  Phade 
zusammen;  wie  wir  bereits  §.  139  sahen.  Die  Klangfarbe  ändert  sich  indess 
damit  durchaus  nicht.  Dadurch  ist  dann  bewiesen ,  dass  die  Klangfarbe  da 
musikalischen  Tbcils  eines  Klanges  nur  abhängt  von  der  Zahl  und  Stärke  der 
Partialtönc,  nicht  von  den  Phasenunterschieden  derselben.  Wir  sagen  aus- 
drücklich, des  musikalischen  Theiles  des  Klanges^  denn  ausserdem  wird  auek 
die  Klangfarbe  mit  bestimmt  durch  die  bei  der  Klangerzeugung  eintretend« 
Geräusche ,  auf  welche  wir  im  nächsten  §.  noch  hinweisen  werden. 

§.  156. 

Klänge  durch  Schwingungen  fester  Körper.  Wir  sahen  im  zwei- 
ten Kapitel  des  vorigen  Abschnitts,  dass  die  festen  Körper  in  drei  verschiedene 
Schwingungsarten  versetzt  werden  können,  in  longitudinale,  in  transversale 
und  in  drehende,  entsprechend  den  verschiedenen  Bichtungen,  nach  denen 
sich  die  Elasticität  äussert.  Alle  diese  Schwingungen  bringen  Töne  oder  viel- 
mehr,  da  sie  in  den  seltensten  Fällen  einfache  sind,  Klänge  hervor,  indoD 
durch  sie  die  umgebende  Luft  in  Schwingungen  versetzt  und  durch  diese  der 
Ton  bis  zu  unserm  Ohre  fortgepflanzt  wird. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Schwingungszabi  eines  longitudinal 
schwingenden  Stabes  hatten  wir 
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worin  L  die  Länge,  E  den  ElasticitätscocHicienten ,  s  die  Dichtigkeit  d« 
Stabes  und  A  eine  von  der  Befestigungs weise  und  der  Art  des  Streichens  ab- 
hUngige  Constante  bedeutet. 

Die  Schwingungszahl  und  somit  der  Longitudinalton  eines  Stabes  hiQgi 
also  ausser  von  der  Materie  des  Stabes  bei  gleicher  Befestigungsweisc  nwl 
gleichem  Streichen  nur  von  der  Länge  des  Stabes  ab;  die  Dicke  oder  der 
Querschnitt  des  Stabes  haben  auf  die  Höhe  des  Klanges  keinen  Einfluss. 

Diesen  Satz  bestätigen  schon  die  Versuche  Chladni's,  welcher  dieloi^ 
tudinalen  Schwingungen  der  Stäbe  und  deren  Töne  untersuchte,  bevor  äe 
Theorie  dieser  Bewegungen  entwickelt  war  ^). 

Unter  übrigens  gleichen  Umständen  muss  nach  onserem  Augdmeke  die 
Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von  longitudinal  schwingenden  Sil- 
ben sich  verhalten  wie  die  Quadratwurzel  aus  dem  Quotienten  der  ElaiÜeitis 
und  der  Dichtigkeit;  auch  dieses  wird  schon  durch  die  Versuche  CUitoi 
bestätigt. 


1)  VMadni,  Akustik,  p.  103—109. 
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Chladni  Hess  mehrere  zwei  Fuss  lange  an  beiden  Enden  &eie  Stäbe  frei 
schwingen  und  erhielt  als  Töne : 

Mit  einem  Stabe  151öthigen  Silbers. . .  d^ 
„       „         „  voü         Kupfer. . .  g^ 

„       „         „  von        Eisen. . . .  cis^. 

Die  Schwingungszahlen  dieser  Töne  verhalten  sich,  diejenige  des  vier- 
gestrichenen c  als  Einheit  gesetzt,  wie 

9/     .8/    .  25/ 
/8  •    /2  •      /l2» 

oder  diejenige  des  viergestrichenen  d  als  Einheit  gesetzt,  wie 

1.4/.  60/ 

-"^  •    /3  •      /27i 

oder  wenn  wir  die  temperirten  Töne  wählen,  wie 

1  :  1,33484  :  1,88775. 

Nach  §.  51  ist  nun  der  Elasticitätscoefßcient 

ftlr  Silber  E  =  7 140000  Gramme  5  =  10,47 
„  Kupfer  ^=  10519000  „  8=  8,78 
„   Eisen    JE  =20794000       „        s=    7,74. 

Und  setzen  wir  diese  Werthe  in  unseren  Ausdruck  fttr  N  ein,  so  vorhalten 

sich  die  drei  Schwingungszahlen 

N^  :  JVj  :  JV3  =  2586  :  3427  :  5116, 
oder  wie 

1  :  1,825  :  1,97. 

Die  von  Chladni  beobachteten  Töne  entsprechen  also  der  Theorie;  die 
Abweichung  selbst  beim  höchsten  Tone  beträgt  nur  etwas  mehr  als  ein 
Komma;  Chladni  selbst  gibt  aber  an,  der  Ton  sei  nur  annähernd  eis  gewesen. 
Indess  ist  die  Uebereinstimmung  so  gross,  wie  sie  bei  so  hohen  Tönen  nur 
sein  kann,  wo  geringe  Höhenunterschiede  nur  sehr  schwer  wahrgenommen 
werden  können. 

Fttr  die  Bestimmung  der  Schwingungszahl  longitudinal  schwingender 
Stftbe  hatten  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Der  Stab  ist  an  einem  Ende  ganz  fest.   Dann  wird 

Die  Schwingungszahlen  des  Stabes  verhalten  sich  wie  1  :  3  :  5  u.  s.  w. 

Auch  dieses  bestätigen  die  Versuche  Chladni's,  der  als  Töne  eines  an 
einem  Ende  festen  longitudinal  schwingenden  Stabes,  den  Orundton,  den 
der  langsamsten  Schwingungen  als  c  angenommenan ,  gibt 

c  g^   Cj   ^2""   ^• 

Das  negative  Zeichen  bei  h  bedeutet,  dass  der  Ton  etwas  tiefer  war  als  6, 
es  ist'  eben  der  in  der  Tonleiter  nicht  vorkommende  Ton  7  in  der  zweithöhom 
Octave  von  c. 

2)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  frei. 

3)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  fest. 

WOLum,  Phyiik  I.    S.  Aufl.  3g 


594  Transversaltöne  von  Saiten.  $.  156. 

In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingongszalil 

Die  möglichen  Schwingungen  sind  1 ,  2 ,  3 ,  4  . .  sie  verhalten  sich  wie 
die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe.  Der  Orundton  bei  dieser  Befestigiing»- 
weise  ist  die  Octave  des  Tones,  wenn  der  Stab  an  einem  Ende  fest  ist.  Dem 
entsprechend  gibt  auch  Chladni  als  Töne  an 

wenn  der  Grundton,  der  die  Octave  des  Onmdtones  im  vorigen  Falle  war, 
mit  C|  bezeichnet  wird. 

Wir  können  nun  nach  unserer  Formel  auch  den  Ton  berechnen,  weldwn 
Chladni  an  seinen  Stäben  fand  und  so  eine  neue  Bestätigung  unserer  frühen 
Theorie  erhalten.  Indess  können  wir  hier  keine  absolut  genaue  üebereinstim 
mung  erwarten,  da  wir  einmal  nicht  annehmen  dürfen,  dass  Ghladni's  Längen- 
bestimmung absolut  genau  ist,  und  da  wir  wissen,  dass  E  sowohl  wie  8  selbst 
für  die  gleichen  Substanzen  je  nach  ihrer  Behandlnngsweise  verschiedene 
Werthe  haben  können. 

Chladni  bestimmt  die  absolute  Schwingungszahl  des  c^  zu  4086  Schwin- 
gungen ,  also  kleiner  wie  es  nach  der  jetzigen  Stimmung  ist.  Der  Werth  Ton 
cis^  ergibt  sich  darnach  zu  4296  Schwingungen.  Berechnen  wir  aber  die 
Schwingungszahl  für  den  eisernen  Stab,  so  wird  dieselbe,  wenn  wir  den 
rheinischen  Fuss,  den  Chladni  als  Längeneinheit  zu  Grunde  legt,  gleich 
0,313  Meter  setzen, 

N=---  -5116  =  4093. 

1,25 

Der  von  Chladni  beobachtete  Ton  ist  demnach  nur  um  1,04  gegen  den 
von  uns  berechneten  Ton  zu  hoch,  eine  Uebereinstimmung ,  welche  in  An- 
betracht der  eben  erwähnten  umstände  fast  vollkommen  zu  nennen  ist. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Schwingungszahl  transversal  schwin- 
gender gespannter  S^ten  erhielten  wir,  mit  Beibehaltung  der  frühem  Zei- 
chen (§.  134), 

2/  r  qs 
£s  folgt  daraus ,  die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von  Saiten 
gleicher  Länge  ändert  sich  der  Quadratwurzel  der  Spannung  proportional  and 
bei  gleicher  Spannung  umgekehrt  proportional  dem  Gewichte  der  Llngei' 
einheit  der  Saite.  Die  Erfahrung  bestätigt  dieses  vollkommen,  und  in  der 
praktischen  Akustik  werden  gerade  diese  Sätze  zur  Regelung  der  Tonhöhe  bei 
den  Saiteninstrumenten  angewandt. 

80  sind  bei  allen  Streichinstrumenten  die  Saiten ,  welche  die  tiefem  T5ie 
geben  sollen,  dicker  und  weniger  straff  gespannt,  und  meist  sind  die  tiefem 
Sait^'n,  um  ihr  Gewicht  zu  vergrössem,  mit  einem  feinen  Drahte  umwickelt 
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Bei  allen  diesen  Instrumenten  wird  die  Stimmung  nur  durch  die  Spannung 
der  Saiten  erhalten,  welche  an  dem  einen  Ende  befestigt  sind  und  mit  ihrem 
andern  Ende  in  einem  drehbaren  Wirbel  eingesteckt  sind ,  durch  dessen  Dre- 
hung man  die  Spannung  ändern  kann.  Gleiches  ist  bei  den  Klavieren  der 
Fall,  wo  ausserdem  die  Saiten  noch  eine  verschiedene  Länge  haben.  Bei  den 
Sireichinstrumenten  werden  die  verschiedenen  Töne  ebenfalls  durch  Yer- 
kttiznng  der  Saiten  hervorgebracht,  indem  der  Spieler  die  Saite  an  den  be- 
ireffenden Punkten  auf  das  Griffbrett  niederdrückt. 

Nach  unserer  Gleichung  für  die  Schwingungszahl  gespannter  Saiten  ist 
die  Tonhöhe  bei  einer  und  derselben  Saite  der  Länge  des  schwingenden  Thei- 
les  proportional  und  die  Saite  zerlegt  sich ,  wenn  sie  nicht  ihrer  ganzen  Länge 
nach  schwingt,  in  n  schwingende  Theile.  Die  Versuche  von  Chladni  und 
G.  Weber  geben  die  Tonreihe  einer  gespannten  Saite  genau  der  Theorie  ge- 
mäss. Setzen  wir  den  Grundton  der  Saite  gleich  1  und  bezeichnen  wir  ihn 
mit  Cj  so  ist  nach  Chladni  die  Reihe  der  Töne  ^) : 


1 

2       3       4       6       G       7 

8 

c 

cffCi^i     9\  ^  — 

^2 

9 

10     11     12     13     14     15 

IG 

d. 

^2     /2+    O2    «2         ^2         ^2 

C3. 

G.  Weber  ^)  geht  bis  zu  einer  Theilung  der  Saite  in  Y32 ,  somit  bis  zum 
vier  gestrichenen  c. 

Weil  man  meist  die  Tonreihe  nach  Saitenlängen  des  Monochords  be- 
stimmt, findet  man  auch  häufig  die  Töne  anstatt  durch  die  Schwingungszahlen 
durch  die  Länge  der  Saite  für  den  entsprechenden  Ton  bestimmt;  es  ist  klar, 
dass  dann  die  den  Ton  bezeichnenden  Zahlen  einfach  die  reciproken  Werthe 
der  im  Frühem  angewandten  Zahlen  sind,  oder  dass  nach  dieser  Bezeichnungs- 

weise  werden 

c      d      e       f      g      a       h       C2 

1        »/         4/         3.         2/         3/         8/  1/ 

Die  Klänge  der  Saiteninstrumente  können,  wie  sich  schon  aus  den  Er. 
iahrungen  des  §.  139  ergibt,  äusserst  verschieden  sein  und  auf  dieser  Ver- 
schiedenheit beruht  auch  die  vielfache  Anwendung  der  Saiteninstrumente  in 
der  Musik.  Die  musikalischen  Saiteninstrumente  können  wir  in  zwei  Gruppen 
tbeilen,  in  solche,  deren  Töne  durch  Zupfen  oder  Schlagen  der  Saiten  erregt 
werden,  wie  Guitarre,  Cither  und  besonders  das  Klavier,  und  solche,  deren 
Ttae  durch  Streichen  mit  dem  Bogen  erregt  werden ,  die  sämmtlichen  Streich- 
instrumente. Für  die  wichtigsten  derselben  hat  Helmholtz^)  die  Klänge  ziem- 
lich ausfShrlich  untersucht,  wir  begnügen  uns  hier  damit  als  Ergänzung  zur 


1)  Chladni  a,  a.  O.  p.  67. 

2)  Bindseil,  Akustik,  p.  110. 

8)  Heimholte,  Toueinptiudniigen.  p.  128  If.  und  p.  63G. 
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Besprechnng  der  Saitenschwingungen  des  §.  139,  die  von  Helmholtz  ftir  dis 
Klavier  und  die  Violine  erhaltenen  Resultate  mitzntheilen. 

Wir  erwähnten  in  §.  139  bereits,  dass  die  SlArke  und  Anzahl  der  in  den 
zusammengesetzten  vorhandenen  £inzelschwingungen,  also  der  im  Satten- 
klange  vorhandenen  Obertöne  wesentlich  abhänge  von  der  Art  und  Stelle  d« 
Anschlags,  sowie  von  der  Dicke,  Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite. 

Was  zunächst  die  Art  des  Anschlages  betrifft,  so  ergibt  sich  aus  Helmholli 
Untersuchungen ,  dass  die  Zahl  und  Stärke  der  hohem  Obertöne  desto  bedeu- 
tender wird,  je  mehr  und  schärfere  Discontinuitäten  die  Art  der  Bewegnag 
zeigt.  Wird  die  Saite  gezupft,  entfernt  der  Finger  sie,  ehe  er  sie  loslässt,  ii 
ihrer  ganzen  Länge  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  entsteht  eine  Discontinnitfi 
nur  dadurch,  dass  die  Saite  an  der  Stelle,  wo  sie  gezupft  wird,  eine  mehr 
oder  weniger  scharfe  Ecke  bildet,  schärfer  wenn  sie  wie  bei  der  ZÜhermit 
einem  Stift  als  wenn  sie  wie  bei  der  Guitarre  mit  dem  weichen  runden  Finger 
gerissen  wird.  Deshalb  gibt  die  erste  Art  des  Beissens  auch  einen  schSrfen 
IGang  mit  einer  grossem  Menge  klimpernder  hoher  ObertOne  als  im  leisten; 
die  Intensität  des  Grundtones  ist  aber  immer  grösser  als  die  jedes  Obertooesi 

Wird  die  Saite  mit  einem  scharfkantigen  harten  Hammer  geschlagen,  der 
sofort  wieder  abspringt,  so  wird  nur  der  vom  Schlage  getroffene  Punkt  so- 
fort in  Bewegung  gesetzt.  Unmittelbar  nach  dem  Schlage  ist  der  übrige  TM 
der  Saite  noch  in  Ruhe ,  er  geräth  erst  in  Bewegung ,  indem  die  durch  da 
Schlag  erregte  Welle  auf  der  Saite  hin  und  her  läuft.  Die  Beschränkung  dff 
ursprünglichen  Bewegung  auf  nur  einen  Punkt  gibt  der  Saite  die  sdifirfii^ 
Discontinuität,  und  deshalb  viele  und  hohe  Obertöne,  deren  IntensitStn* 
Theil  die  des  Grundtones  tibertrifft. 

Ist  der  schlagende  Hammer  weich  und  elastisch,  so  hat  die  Bewegvif 
Zeit,  auf  der  Saite  sich  auszubreiten,  ehe  der  Hammer  wieder  zurückspriol^ 
und  zugleich  wird  durch  den  Anschlag  eines  solchen  Hammers  der  geschlagen 
Theil  der  Saite  nicht  ruckweise  in  Bewegung  gesetzt,  sondern  seine  Geechvit* 
digkeit  wächst  allmählig  und  stetig  mit  dem  Drucke  des  Hammers.  Die  BtS" 
continuität  der  Bewegung  ist  deshalb  viel  kleiner  und  dem  entepreclmtd  i^ 
die  Stärke  der  Obertöne  gegen  jene  des  Grundtones  viel  geringer. 

Mit  scharfem  Metall  gerissen  oder  geschlagen  ist  deshalb  der  Kling  dtf 
Saite  schärfer  und  leerer,  indem  die  mit  Leerheit  bezeichnete  Eigenthflmli^ 
keit  des  Klanges  eben  in  der  verhältnissmässigen  Stärke  der  Obertöne  geg^ 
den  Grundton  begründet  ist.  Ist  der  Grundton  kräftig  gegen  die  ObcrtOB* 
und  sind  besonders  die  hohem  unpaarigen  Töne  schwach,  so  ist  der  Biaf 
voll  und  harmonisch. 

Bei  den  Klavieren  wird  deshalb,  um  dies  zu  erreichen,  der  Hammer nat 
einer  dicken  Lage  stark  gepressten  und  dadurch  elastisch  gewordenen  J^ 
bedeckt,  und  gleichzeitig  werden  die  für  die  tiefem  Töne  bestimmten BHoup' 
schwerer  gemacht  als  die  für  die  hohem  Octaven ,  damit  erstere  länger  in  dtf 
Saite  haften  als  letztere.    Denn  einmal  ist  das  längere  Haften  des  HmoMn 
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in  den  tiefem  Lagen  zur  relativen  Verstärkung  des  Grundtons  deshalb  noth- 
wendig,  weil  die  Schwingungsdauer  desselben  grösser  ist  als  in  der  hohem, 
dann  aber  auch  weil  bei  der  stftrkem  Spannung  der  Saiten  in  den  hohem 
Lagen  die  hohem  Obertöne  sich  doch  nicht  so  stark  ausbilden.  -     * 

Um  bei  den  E^lavieren  die  Klttnge  nicht  allein  voll,  sondern  auch  weich 
zu  machen ,  ist  die  Anschlagsstelle  der  Saiten  V?  bis  ^/q  von  dem  einen  Ende. 
Damit  fallen  <die  Töne  7  und  9 ,  die  ersten ,  welche  nicht  in  den  Dreiklang 
hineingehören,  und  welche  mit  den  andern  keine  consonirenden  Intervalle 
haben ,  aus  der  Reihe  der  Obertöne  fort.  Es  treten  dann  nur  die  ersten  sechs 
Töne  auf,  der  ftlnfte  und  sechste  indess  schon  sehr  schwach. 

Folgende  kleine  Tabelle  gibt  die  Intensität  der  Fartialtöne,  von  Heimholt/ 
berechnet,  wenn  in  Y^  der  Saitenlänge  der  Ton  in  der  über  jeder  Columno 
angegebenen  Weise  erregt  wird. 

Tabelle  der  Intensit&t  der  Partialtöne  bei  Saiten. 


/"Y— J 

A                t- 1 

Anschlag  durch  einen  elastischen  Hammer, 

Anschlag 

Ordnungs- 
zahl des 
Partialtones 

Anschlag 

durch 

Beissen 

dessen  Berührung  dauert,  in  Bruchtheilen 

•i.    • 
imt  emem 

der  Schwin 

Vt 

gimgsdauer  des  Grundtones 

Vio                V,i     ' 

ganz  harten 
Hammer 

1 

100 

100 

100 

100 

100 

2 

81,2 

99,7 

189,4 

249 

324,7 

3 

56,1 

8,9 

100,9 

242,9 

504,9 

1 

31,6 

2,3 

17,3               118,9 

504,9 

5 

.     13,0 

1/^ 

0,0                 26,1 

324,7 

6 

2,8 

0,01       1              0,6                       1,3 

100,0 

7 

0,0  : 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

Für  das  Klavier  gelten  die  drei  mittlem  Columnen,  und  Helmholtz  fand, 
dass  die  der  mit  '/^  Uberschricbenen  Spalte  entsprechende  Columne  in  der 
Gegend  des  Cj  und  noch  höher  hinauf  gilt,  dass  indess  in  den  viel  hohem 
Lagen  die  Obertöne  noch  schwächer  werden.  In  der  eingestrichenen  Octavc 
etwa  gilt  die  Columne  Yiq  ,  in  dieser  ist  also  der  erste  Oberton  schon  intensiver 
als  der  Grundton,  in  den  tiefem  Lagen  der  kleinen,  der  grossen  und  der 
Contraoctave  gilt  die  mit  V4  tlberschriebene  Columno.  Diese  Intensitäts- 
▼erhftltnisse  können  indess  je  nach  der  Gtlte%nd  richtigen  Stellung  der  Häm- 
mer beträchtlich  schwanken. 

Dass  in  den  hohem  Lagen  die  Obertöne  so  sehr  weit  zurücktreten,  das 
hat  seinen  Grund  in  der  starkem  Spannung  und  der  Steifigkeit  der  Klavier- 
saiten, denn  bei  steifen  Saiten  von  einiger  Dicke  treten  dieselben  nui*  sehr 
schwach  mehr  hervor,  da  diese  Saiten  sich  nicht  leicht  in  so  viele  Unter- 
abtfaeilungen  zerlegen ,  wie  sie  zu  den  hohen  Obertönen  erforderlich  sind. 
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Dass  der  Klang  der  gestrichenen  Saiten  ein  ganz  anderer  sein  muss  als 
jener  der  geschlagenen,  ergibt  sich  nach  den  ausführlichen  Besprechungen 
der  Schwingungsforiii  von  Violinsaiten  im  §.  139  unmittelbar.  In  den  ge- 
strichenen Saiten  ist  der  Grundton  stärker  als  jeder  der  Obertöne ,  deshalb  ist 
der  Klang  der  Streichinstrumente  auch  ein  viel  vollerer  als  der  des  Klaviers. 
Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  Stärke  der  hohem  Obertöne,  bei  den  meisten 
Tönen  der  Violine  schon  von  dem  dritten  an,  beim  Violoncell  vom  fünften 
an  relativ  grösser  als  beim  Klavier,  und  deshalb  ist  der  vollere  Ton  gleich- 
zeitig ein  schärferer.  An  welcher  Stelle  zwischen  Steg  und  Griffbrett  man 
streicht,  ist  auf  den  Klang  nicht  von  wesentlichem  Einfluss,  wenn  man  dem 
Griffbrett  nur  nicht  zu  nahe  kommt,  die  Stelle,  an  welcher  man  gewöhnlicb 
streicht,  liegt  in  etwa  Y,q  der  Saitenlänge,  rückt  man  bis  an  das  Ghriffbrett, 
so  streicht  man  in  Yj,  und  da  dann  der  fünfte  und  sechste  Ton  mehr  oder 
weniger  fehlen,  so  wird  der  Klang  dumpfer. 

Auf  den  Klang  der  Streichinstrumente  hat  die  Art  des  Streichens  einen 
wesentlichen  Einfluss;  jede  Störung  in  der  Bogenftthrung  hat  eine  Discontinui- 
tät  in  den  Schwingungen  und  damit  ein  kratzendes  Geräusche  zur  Folge.  Des- 
halb hängt  bei  keinem  Instrument  die  Fülle  und  Reinheit  des  Klanges  so  sehr 
von  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  ab,  als  gerade  bei  den  Streichinstru- 
menten. Wesentlich  hängt  dieselbe  indess  auch  ab  von  der  Güte  des  Instru- 
mentes, dem  Bau  des  Resonanzkastens,  ein  Umstand,  auf  den  wir  später  noch 
zu  sprechen  kommen  werden. 

Für  die  transversalen  Schwingungen  elastischer  Stäbe  erhielten  wir  als 
Ausdruck 

^^  ~"  41^  r    8 

Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  demnach  bei  cylindrischen  Stäben 
direkt  wie  der  Radius  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Längen  derselben. 
In  demselben  Verhältnisse  mttssen  daher  die  Tonhöhen  stehen. 

Die  Versuche  von  Savart  über  die  absoluten  Schwingungszahlen  cjlindri- 
scher  Stäbe  haben  wir  bereits  angegeben.  Ein  Messingstab  von  0^,103  Lfinge 
und  2'""^,4  Radius  vollführte  1422  Schwingungen,  ergab  also  einen  Ton,  wel- 
cher etwas  höher  liegt  als  das  dreigestrichene  /*;  ein  cylindrischer  KupfersUb 
von  gleicher  Länge  und  l"^'",?  Radius  ergab  eilten  Ton,  der  etwas  höher  1^ 
als  das  dreigestrichene  c.  Die  Uebereinstimmung  dieser  Zahlen  mit  der  Theorie 
haben  wir  erwähnt. 

Die  Töne,  welche  ein  schlagender  Stab  überhaupt  geben  kann,  sahen 
wir  verschieden,  je  nachdem  der  Stab  verschieden  befestigt  ist;  wir  unter- 
schieden damals  vier  Fälle ,  nämlich : 

1)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  ist  ganz  fest.  Die  möglichen 
Schwingungszahlen  werden  für  die  langsamsten,  wenn  sie  der  Reihe  angehör 
ten,  n  gleich  1  gesetzt: 
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Die  Töne  müssen  sich  demnach  bei  einem  und  demselben  Stabe  ver- 
halten wie 

1  :  9  :  25  :49  :  81, 

wobei  aber,    wie  wir  damals  erwähnten,    die  ersten  drei  Töne  gegen  die 
folgenden  zu  hoch  werden. 

Chladni  *)  erhielt  als  zweiten  Ton  einen  um  zwei  Octaven  und  eine  über- 
mässige Quint  hohem  Ton  als  den  Grundton ,  als  dritten  einen  um  eine  Octave 
und  eine  verminderte  Quint  hohem  als  den  zweiten ,  der  vierte  Ton  war  dann 
wieder  nahe  um  eine  Octave,  der  fünfte  wieder  um  eine  Sexte  höher.  Diese 
Töne  verhallen  sich  von  dem  Contra  C  als  Grundton  gerechnet  wie 

C,   gis  d.^   ^3—    &3  ^  +  , 

deren  Schwingungsverhältnissc  sind 

1      26/       141/       2S8/       V8W/         256/ 

^      /i       /s       /s       /5         /a 
1   6V4    18      36     577^    85  V3. 

Diese  Zahlen  sind  aber  fast  genau  gleich  der  im  §.  136  p.  497  für  den 
gleichen  Fall  aufgefundenen  Zahlenreihe.    Wir  können  dieselben  schreiben: 

1,   0,700.9,   0,702.25,   0,703.49,   0,705.81,    0,705.121, 

von  der  dritten  an  gerechnet  verhalt-en  sich  also  die  Schwingungszahlen  fast 
genau  wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen. 

2)  Beide  Enden  des  Stabes  sind  frei  oder  ganz  fest.  Die  Zahl  der  Schwin- 
gungen ist 

7J  —  (2^  +  0' 
^^  —         4       -• 

Die  Töne  werden  demnach  sich  verhalten  mtlssen  bei  gleicher  Stablänge 
wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  von  3  an ,  wie 

9  :  25  :  49  ... 

Besitzt  der  Stab  demnach  die  gleiche  Länge  und  sonstige  gleiche  Be- 
schaffenheit wie  in  dem  vorigen  Falle,  so  muss  der  tiefste  Ton  mit  dem  zweiten 
bei  der  vorigen  Befestigungsweise  zusammenfallen.  Das  ergeben  auch  die 
Versuche  Chladni' s ,  der  als  Töne  in  diesem  Falle  angibt 

gi^  d.^   ^3—    63   /i  +  , 

die,  wie  wir  soeben  nachwiesen,  Schwingungszahlen  besitzen,  welche  in  dem 
geforderten  Verhältnisse  stehen. 

3)  Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  aufgelegt,  das  andere  ganz  fest  oder  frei. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 

^^  16 

Ihr  Verhältniss  zu  einander  ist  demnach 

25  :81  :  169... 


1)  ChiadM,  Akustik,  p.  94  —  103. 
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I 

und  der  erste  Ton  muss  um  zwei  Octaven  tiefer  sein  als  der  dritte  Ton  im 
ersten  Falle,  wo  ein  Ende  fest,  das  andere  frei  ist,  wenn  der  Stab  dieselbe 
Länge  und  sonstige  gleiche  Beschaffenheit  hat,  da  wir  hier  im  Nenner  noch 

die  Zahl  4  haben. 

• 

Nach  der  Angabo  Chladni's  sind  die  Töne  des  Stabes 

man  sieht,  wie  die  beiden  ersten  Töne  dem  dritten  und  fünften  Tone  des 
ersten  Falles  entsprechen ,  jedoch  um  zwoi  Octaven  tiefer  sind.  Eine  Beredi- 
nung  der  folgenden  Sx^hwingungszahlen  weist  auch  für  diese  das  geforderte 
Yerhältniss  nach. 

4)  Der  vierte  Fall  ist  der  einfachste ,  wenn  beide  Enden  ;iur  angestemmt 
sind ;  der  Stab  schwingt  entweder  seiner  ganzen  Länge  nach ,  oder  theilt  sich 
in  n  Theile ,  die  Schwingungszahl  ist  demnach 

Die  Schwingungszahlcn  und  somit  die  Tonhöhen  müssen  sich  ver- 
halten wie 

1,   4,    9,    16  ... 

Zu  der  ersten  Schwingungsart,  wo  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei 
ist,  würden  sich  die  Schwingungszahlen  des  tiefsten  Tones,  der  1»  =s  1  ent- 
spricht, verhalten  wie  1  :  Y^,  wenn  im  ersten  Falle  der  tiefste  Ton  der 
Schwi'ngungsreihe  angehörte.  Wir  sahen  aber,  dass  im  ersten  Falle  der  tiebte 
Ton  nicht  der  Schwingungszahl  Yi  entspricht,  sondern  dem  Quadrate  von 
0,59686,  oder  nahezu  0,36;  die  Tonhöhe  des  tiefsten  Tones  bei  dieser  Be* 
f es tigungis weise  iiiuss  sich  daher  zu  der  des  ersten  Tones  im  ersten  Falle  ver- 
halten wie  1  :  0,36,  wie  ''Yo-  Bezeichnen  wir  demnach  den  Grundton  im 
ersten  Falle  mit  c—2 ,  so  muss  der  Ton  jetzt  fis  .  1  die  übermässige  Quart  der 
nächsthöheren  Octavc  werden. 

Chladni  bestimmte  ohne  Kenniniss  der  Theorie  die  gehörten  Töne  im 
Verhältniss  zum  Grundtone  r—a  im  ersten  Falle  als 

/fsi  fisi   gis.^   fis^   d^   gis^ 
1       4       0      16    25    36, 

die  Töne  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  und 
sind  um  zwei  Octaven  höher  als  die  entsprechenden  Töne  bei  der  ersten  Be- 
t'estigungsart,  denn  dort  hatten  wir  den  Schwingungsvorhältnissen  9  und  25 
entsprechend  die  Töne  gis  und  d.^ 

Die  Töne  elastischer  Stäbe  werden  selten  in  der  Musik  angewandt;  « 
gibt  ausser  den  später  zu  betrachtenden  Zungenpfeifen  nur  einige  wenige, 
in  der  Orchestennusik  jedoch  nicht  gebräuchliche  Instrumente,  deren  Töne 
durch  transversale  Schwingungen  elastischer  Stäbe  erzeugt  werden.  Einen 
praktischen  Gebrau«h  von  den  Schwingungen  an  einem  Ende  fester,  am  an- 
dern freier  Stiibo  macht  man  in  der  Eisenviolinc ,  welche  aus  eisernen  Stiften 
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besteht,  die  in  einem  halbkreisförmigen  Steg  auf  einem  Resonanzboden  ein- 
geschlagen sind  und  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  werden.  An  beiden 
Enden  freis  Stäbe  lässt  man  in  der  sogenannten  Stroh6edel  schwingen.  Die- 
selbe besteht  aus  Stäben  oder  schmalen  Streifen  von  Holz,  Glas  oder  Stahl, 
die  an  ihren  beiden  Schwingungsknoten,  welche  bei  dem  tiefsten  Tone  auf- 
treten, auf  zusammengedrehtes  Stroh  oder  andere  weiche  Unterlagen  gelegt 
und  mittels  zweier  Klöppel  angeschlagen  werden.  In  deif  Mozart'schen  Oper 
,9  Die  Zauberflöte  *^  wird  gewöhnlich  ein  solches  Instrument  als  Olockenspicl 
des  Papageno  angewandt]). 

Die  Töne  schwingender  Platten  und  Glocken  finden  in  der  Musik  eben- 
falls nur  wenig  Anwendung;  die  Töne  schwingender  Platten  werden  neuer- 
dings bei  der  Militairmusik  gebraucht,  indem  eine  Anzahl  kleiner  Stahlplatten, 
auf  einem  Gestell  in  ihrer  Mitte  befestigt.,  mit  einem  elastischen  Hammer  ge- 
schlagen werden;  die  gespannter  Membranen  bei  den  Pauken  und  Trommeln. 
In  allen  diesen  Fällen  wird  nur  der  Grundton  dieser  Instrumente  benutzt,  der 
bei  einfachen  Schlägen  entsteht. 

Die  Töne  der  Platten  hat  Chladni^)  sehr  ausführlich  untersucht  und  ge- 
funden ,  dass  jedem  andern  Ton  eine  andere  Theilungsart  der  Platte  entspricht, 
nicht  aber  jeder  andern  Theilungsart  auch  ein  anderer  Ton,  oder  zwei  ver- 
schiedene Töne  geben  nie  dieselbe  Klangfigur,  einem  Tone  können  aber  meh- 
rere Klangfiguren  zukommen.  Wir  begnügen  uns  hier  einige  der  Chladni'schen 
Angaben  mitzutheilen.  Bei  einer  kreisförmigen  Scheibe  fand  er  den  tiefsten 
Ton,  wenn  die  Figur  au»  zwei  sich  kreuzenden  Durchmeissem  besteht.  Nannte 
er  den  Ton  C,  so  ergab  die  aus  drei  sich  schneidenden  Durchmessern  be- 
stehende Figur  den  um  eine  Octavo  und  eine  Sekunde  hohem  Ton  d ,  die  aus 
vier  sich  schneidenden  Durchmessern  bestehende  Cj ,  also  die  dritte  Octave  des 
ersten  Tones.  Bei  einem  Kreise  (Fig.  217  y)  gab  die  Scheibe  GiSy  der  Ton 
war  eine  übermässige  Quint  höher  als  der  Grundton,  Figur  217<¥,  zwei  Kreise 
gaben  gis^  -[-,  einen  um  zwei  Oetaven  höhern  Ton.  Ein  Kreis  und  ein  Durch 
messer  Fig.  217£  gab  Z>,  ein  Kreis  und  das  Kreuz  Fig.  217 J  g^]  zwei  Kreise 
und  ein  Durchmesser  oder  die  gleichbedeutende  Figur  217  iy  gab  e.^-^  und  die 
Rgur  217^,  die  mit  zwei  Kreisen  und  zwei  Durchmessern  gleichwerthig  ist, 

gab  &2* 

Wir  haben  diese  Töne  in  ihren  Schwingungszahlen  bereits  mit  den  aus  der 
Theorie  KirchhoflTs  sich  ergebenden  im  §.  137  zusammengestellt,  auch  dort 
gingen  wir  wie  hier  von  der  zwei  Durchmessern  entsprechenden  Schwingungs- 
zahl als  1  aus. 

Die  Folge  der  Töne  war  eine  andere  bei  quadratischen  Scheiben.  Auch 
fttr  diese  entwirft  Chladni  eine  vollständige  Tabelle  der  gehörten  Töne.  Das 
auf  den  Quodrat^eiten  senkrechte  Kreuz  gibt  den  tiefsten  Ton,  den  die  trans- 


1)  Chladni,  Akustik,  p.  98. 

2)  Chladni  a.  a.  0.  p.  117  fi. 
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vcr»al  schwingende  Scheibo  überhaupt  geben  kann.  Das  aus  den  Diagonalen 
bestehende  Kreuz  gibt  die  Quint  des  Tones;  war  der  orstere  G,  so  wird  dieser 
Ton  d.  Fig.  218  |3,  zwei  Linien  parallel  einer  Seite,  eine  Linie  zu  diesen 
senkrecht  gibt  den  Ton  hy  nach  beiden  Richtungen  zwei  Linien,  Fig.  21Syy 
gibt  den  Ton  6,  —  Die  Figur  218«  gibt  den  Ton  gis^  +  '"^^  218  f  die 
höhere  Octave  des  vorigen  giS2-\"  Fig.  218 iy  entsprach  dem  Tone  cis^  und 
Fig.  218^  der  tiefern  Octave  des  letztern  Tones. 

Die  Unbrauchbarkeit  der  durch  Schwingungen  von  Stäben  und  PlatteD 
erzeugten  Klänge  fUr  die  künstlerische  Musik  leuchtet  n^ch-  den  Bestim- 
mungen der  Obei*töne  derselben  unmittelbar  ein;  die  Obertöne  sind  fast 
sämmtlich  unharmonisch  zum  Grundton,  sie  müssen  deshalb  die  Accorde,  in 
welchen  die  Klänge  gebraucht  werden,  dissonirend  machen,  oder  man  moss 
dieselben  so  anwenden ,  dass  die  Obertöno  nicht  auftreten.  Letzteres  geschieht 
bei  der  Pauke  durch  die  Verbindung  der  Membran  mit  einem  grossem  Luft- 
raum ,  indem  dieselbe  über  einen  Kessel  ausgespannt  wird.  Damit  erhält  dann 
der  Klang  das  Dumpfe  eines  einfachen  Tones. 

Zur  Erzeugung  eines  einfachen  Tones  sind  deshalb  die  Schwingungen  von 
Stäben,  wie  die  der  Stimmgabel  sehr  geeignet,  Helmholtz  hat  die  Stinun- 
gabeln,  verbunden  mit  einem  Luftraum,  deshalb  vorzugsweise  zu  diesem 
Zwecke  verwandt,  besonders  weil  man  in  dieser  Weise  am  leichtesten  auch 
alle  Nebengeräusche  vermeiden  kann. 

Schliesslich  sind  unter  den  Tönen  der  festen  Körper  noch  die  durch  dre- 
hende Schwingungen  hervorgebrachten  zu  erwähnen.  Wir  erhielten  als  Aus- 
druck  für  die  Schwingungszahl  so  bewegter  Stäbe  im  §.  138 

*  4/      K2(l +fi)       '^      « 

und  allgemein  für  alle  möglichen  Schwingungen 

wenn  iV,  die  langsamsten  Schwingungen  bedeutet.  Wie  wir  ferner  sahen, 
sind  auch  hier  wieder  die  verschiedenen  Befestigungsweisen  der  Stäbe  in  Be- 
tracht zu  ziehen.  Obige  Gleichung  für  N^  gilt,  wenn  der  Stab  an  einem  Ende 
befestigt  ist.  In  gleichem  Falle  erhalten  wir  für  denselben  Stab  für  den  Lon- 
gitudinalton 

^^      ii    r    s  ' 

somit  für  das  Vcrhältniss  des  Longitudinaltones  und  des  Torsionstones 

Dieses  Verhältniss  gilt  gleichzeitig  für  alle  Töne  und  für  alle  Befest igungs- 
weisen.  Der  Torsionston  inuss  also  jedenfalls  tiefer  sein  als  der  Longitudinal- 
ton ,  um  wie  viel ,  das  hängt  vo»  dem  Werthe  von  fi  ab. 
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Die  Beobachtungen  von  Chladni  *)  führten  ihn  zu  dorn  Schlüsse,  dass 
der  Ton  der  drehenden  Schwingungen  eines  Stabes,  „so  weit  ich  es  habe 
bemerken  können",  um  eine  Quinte  tiefer  sei,  als  der  Ton  bei  entsprechenden 
longitndinalen  Schwingungen.  Nach  Chladni  wären  also  die  drehenden  Schwin- 
gungen genau  '^/^  der  longitudinalen.  Savart  ^)  fand ,  dass  der  Ton  bei  den 
drehenden  Schwingungen  nahezu  eine  Sexte  tiefer  war,  als  bei  den  longitudi- 
nalen ,  oder  dass 

N  =  0,6000  N\ 

Wertheim  '^)  fand  den  Longitudinalton  um  etwas  mehr  als  eine  kleine 
Scxt  höher  wie  den  Torsionston,  JV'  =  1,635  N  im  Mittel.  Auf  die  Bedeu- 
tung dieses  Tonverhältnisses  zur  Bestimmung  des  Werthes  von  ft  haben  wir 
schon  hingewiesen. 

Die  Torsionstöne  werden  in  der  Musik  niemals  angewandt ,  sie  bieten  da- 
her nur  ein  theoretisches  Interesse. 

§.  156. 

Töne  durch  Schwingungen  luftförmiger  Körper.  Eine  Art  Ton- 
erzeugung durch  Schwingungen  luftförmiger  oder  HUssiger  Körper  haben  wir 
bei  Betrachtung  der  Sirene  kennen  gelernt.  Von  viel  höherer  Bedeutung  sind 
aber  die  Töne,  welche  durch  stehende  Schwingungen  von  Luftsäulen  erregt 
werden.  Die  grösste  Zahl  der  Blasinstrumente  und  die  meisten  Begister  der 
Orgel  erzeugen  ihre  Töne  auf  diese  Weise.  Als  Typus  der  Blasinstrumente 
können  wir  die  Orgelpfeifen  betrachten  und  an  diesen  die  Bildung  und  die 
Reihe  der  Töne  untersuchen. 

Die  Orgelpfeifen  zerfallen  in  zwei  Klassen,  die  Labialpfeifen  und  die 
Zungenpfeifen.  In  ersteren  wird  die  schwingende  Bewegung  nur  durch  einen 
LufLstrom  bewirkt  ohne  Zuhülfenahme  eines  festen  Körpers,  der  Ton  ist  daher 
nur  von  der  schwingenden  Luftsäule  abhängig;  letztere  sind  eine  Combination 
elastischer  Streifen  und  schwingender  Luftsäulen,  ihr  Ton  wird  durch  beide 
Schwingungsarten  bedingt;  wir  werden  sie  demnächst  besonders  betrachten. 

Die  Labialpfeifen  (Fig.  254  und  255)  bestehen  aus  einem  Fiissc  a,  wel- 
cher auf  die  Mündung  eines  Windkastens  gesetzt  wird  und  durch  welchen  der 
Luftetrom  in  den  Baum  h  unter  der  Bodenplatte  der  Röhre  eintritt.  Die 
Bodenplatte  lässt  an  der  Seiten  wand  einen  Spalt,  durch  welchen  der  Luft- 
sirom  austritt,  um  sich  an  der  obem  Lippe  /,  welche  die  in  der  Seiten  wand 
gelassene  Mundspalte  Im  nach  ol>en  begrenzt,  zu  theilen.  Durch  den  theil- 
weise  in  die  Röhre  dringenden  Luftstrom  wird  nun  die  in  der  Röhre  zunächst 
Aber  der  Mundspalte  be6ndliche  Luft  nach  oben  getrieben  und  verdichtet. 


1)  UMndniy  Akustik,  p.  HO. 

2)  In  PoisRon ,  Memoire  sur  lc8  MouvementB  des  Corps  älastiques.    Mdmoires  de 
TAcad.  de  BJrance.  Tome  VI II.  p.  456. 

3)  Wertheim,  Aimaleb  de  chim.  et  de  phys.  111.  Serie.  T.  L.  p.  262. 
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Disso  Verdichtung  bewirkt  dann,  daes  die  Lnft  nicht  mehr  in  die  R6bn 
dringt,  sondern  nur  vorbeistroicht,  dadurch  dehnt  sich  dann  die  vorii« 
dichtete  Luft  wieder  aus  und  kehrt 
^'  unt«n  zurtlck,  worauf  dann  neue 

in  die  Bflhre  dringt  und  eine  neue 
dichtung  veranlasst  Die  Lnft  ( 
also  zunächst  an  der  Mundspalte 
hin  und  her  gehende  Bewegung, 
pflanzt  sich  in  der  LuftsKule  der  1 
fort  und  wird  an  der  ohem  G 
reflectirt.  Durch  diese  in  entg 
gesetzter  Richtung  in  der  Bfihre 
fortpflanzenden  Bewegungen  wiri 
LufteAule  der  Röhre  in  stehende  Sei 
gungen  versetzt  und  gibt  einen 
der  verschieden  ist  nach  der  Lfing 
B4hre  und  nach  der  Art  des  Vers< 
ses  an  der  obcm  Grenze. 

Die  Schwingungen  der  Lnft  i 
Röhre  R  sind  longitudinale  Schwii 
gen;  ist  die  Pfeife  gedeckt  (Fig. 
so  tritt  an  der  obem  Grenze 
Reflexion  derselben  mit  Aendi 
des  Vorzeichens  ein,  der  ankomn 
Wellenberg  wird  als  Wellenthal  reflectirt  und  das  dem  ankommenden  1 
folgende  Wellenthal  als  Wellenberg.  Gerade  wie  bei  den  longitudinal  sc! 
geaden,  an  einem  Ende  festen,  ani  andern  Ende  freien  Stfiben  wird  dah( 
ganze  Luftsäule  zugleich  hin  und  her  schwingen  können,  wenn  die  Im 
an  der  Lippe  sich  so  folgen  oder  die  Schwingungsdauer  T  so  ist,  das- 
Wellenberg  bis  zur  Wand  sich  fortgepflanzt  hat,  während  die  Luftscbich 
l  */f  Schwingung  zurtlckgelogt  hat.  Es  entsteht  dann  nach  §.  141  eine 
hende  Weite,  deren  Länge  gleich  ist  dem  Doppelten  der  BShrenlSnge. 
nun  die  stehende  Welle  halb  so  lang  ist  als  eine  gleichzeitig  schwing 
fortschreitende  Welle,  so  ist  die  Länge  der  Pfeife  gleich  ein  Viertel  der  gl 
zeitig  Hchwingenden  fortechreitonden  Welle.  Bezeichnen  wir  daher  die  I* 
der  Röhre  mit  (,  so  wird  die  Schwiugungsdauer  dieser  Welle 


r=4i- 


oder  wenn  wir  die  Bezeichnung  des  §.  140  fllr  d  und  e  einnibren 

worin  H  den  Druck   in  Meter  Quecksilber,    untor   welchem  dieiufl  sl 
ff  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers,  a  die  der  Luft  und  A  =  1,40  den  conftü 
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Coefficienten  bedeutet,  mit  dem  wir  den  Quotienten  j/  -r  multipliciren  muss- 
ten ,  um  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  zu  erhalten. 

Für  die  Schwingungszahl  erhalten  wir  demnach 

AI      r       8  AI 

Da  das  Labialende  der  Bohre  die  Stelle  ist,  wo  die  Bewegung  erzeugt 
wird,  so  kann,  da  an  dem  gedeckten  Ende  immer  ein  Schwingungsknoten 
entstehen  muss,  in  derselben  keine  stehende  Schwingung  bestehen,  deren 
Linge  gleich  ist  der  Länge  der  Bohre ,  indem  dann  in  jedem  Augenblicke  die 
reflectirte  Bewegung  die  neu  erregte  vernichten  würde.  Lassen  wir  nun  durch 
stftrkeres  Blasen  in  dem  Fusse  der  Bohre  die  Impulse  bei  m  rascher  auf  einander 
folgen,  so  wird  keine  stehende  Schwingung  entstehen  können,  wenn  sich 
die  Bewegung  bis  zur  oberen  Wand  fortgepflanzt  hat,  während  -die  erste 
Sdiicht  eine  halbe  Schwingung  zurückgelegt  hat ,  wenn  sich  also  zugleich  von 
der  Wand  und  von  dem  Labium  Wellenthäler  oder  Wellenberge  in  der  Bohre 
fortpflanzen,  da  dann  eine  stehende  Welle  sich  bilden  würde  von  der  Länge 
der  Bohre,  an  dem  Labium  somit  ein  Schwingungsknoten,  ein  Ort  immer- 
währender Buhe  entstände. 

Folgen  sich  aber  die  Impulse  so  rasch  auf  einander,  dass  die  schwingende 
Bewegung  erst  dann  den  Boden  der  Bohre  erreicht  hat,  wenn  die  erste  Schicht 
'/i  ihrer  Schwingung  zurückgelegt  hat,  so  dass  also  zugleich  von  der  festen 
Wand  ein  Wellenberg,  von  dem  Labium  die  zweite  Hälfte  eines  Wellenthals 
ach  fortpflanzt,  so  bilden  sich  stehende  Wellen,  deren  Längen  %  von  der 
Bohrenlänge  betragen,  in  der  Bohre  bildet  sich  V3  ^^^  Länge  vom  Labium 
entfernt  ein  Schwingungsknoten  und  an  dem  Labium  befindet  sich  die  Mitte 
einer  stehenden  Welle,  ein  Schwingungsmaximum.  Die  Schwingungsdauer 
dieser  Welle  wird 


Und  die  Schwingungszahl 


^  =  3-^ 


Weiter  können  Schwingungen  in  der  Bohre  stehende  werden,  deren 
Wellenlänge  Ys»  V?»  V9  ^^^  ^®^  Länge  der  Bohre  beträgt,  aus  denen  also 
durch  die  Interferenz  der  eintretenden  und  der  reflectirten  Bewegung  stehende 
Wellen  von  der  Länge 

A  ^  A  ^i  A  ^  ••• 

entstehen,  wie  man  durch  ähnliche  Betrachtungen  gemäss  §.  132  findet.    Die 
Schwingungszahlen  dieser  Wellen  sind 

^=^47'    ^  ir    ^  AI 
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oder  allgemein,  es  können  sich  in  der  Bohre  stehende  Wellen  bilden  mit  der 
Schwingungszahl 

worin  n  jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Ist  somit  der  Grundton  der  Röhre  (7,  so  sind  die  Töne ,  welche  wir  mit 
dieser  Röhre  erhalten  können , 

13    5      7        9. 

Man  kann  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  dieser  Folgerungen  überzeugea. 
Denn  bläst  man  eine  gedeckte  Pfeife  nur  schwach  an ,  so  erhält  man  den  tief- 
sten Ton,  den  sie  geben  kann,  bläst  man  stärker,  so  erhält  man  die  Qoiit 
der  nächsthöhem  Octave,  weiter  die  Terz  der  folgenden  Octave  u.  s.  L,  wie 
es  die  Entwicklung  der  Schwingungsgesetze  verlangt. 

Die  Grundtöne ,  welche  yerschieden  lange  Pfeifen  geben  können ,  hiogei 
von  der  Länge  der  Pfeife  ab,  und  zwar  sind  nach  den  obigen  BeehmiBga 
sowohl,  wie  nach  der  Erfahrung  die  Schwingungszahlen  der  Länge  der  Pfdfe 
umgekehrt  proportional.  Man  kann  daher  leicht  durch  Herstellen  einer  FUakt 
reihe  von  verschiedener  Länge  sich  die  ganze  Tonleiter  mit  allen  ihren  TQm 
verschaffen. 

Lidess  findet  man ,  dass  in  diesem  Falle  sich  die  Töne  nicht  gen»  od 
gekehrt  wie  die  Längen  der  Pfeifen  verhalten ,  dass  je  nach  der  Grestalt  no^ 
Grösse  des  Mundlochs  und  des  Querschnittes  der  Pfeife  die  Töne  mehr  odff 
weniger  von  der  Theorie  abweichen.  Noch  deutlicher  tritt  das  hervor,  wen 
man  den  Ton  theoretisch  berechnet,  den  die  Pfeife  bei  gegebener  Länge  gebtt 
soll.   Nach  §.  140  ist  

/^•Ä  =  331,2, 

vorausgesetzt,  dass  die  Luft  eine  Temperatur  von  0**  hat. 

Ist  daher  die  Länge  der  Röhre  in  Metern  angegeben  =  l^  so  soll  der 
Ton  der  Röhre  eine  Schwingungszahl  haben 

■KT  331,2 

N  =     -TT' 

Der  Versuch  gibt  aber  stets  einen  etwas  tiefem  Ton,  dessen  Schwingungsr 

zahl 

_33M_^ 

Liscovius  ')  hat  nachgewiesen,  dass  unter  übrigens  gleichen  ümst&a<l<B 
die  Vertiefung  des  Tones  mit  der  Weite  der  Röhre  zunimmt,  und  Wertbeim') 
hat  gefunden,    dass   die  Grösse  x  bei  gleichgearbeitetem   Mundstücke  deio 


1)  Liscovius,  Poggend.  Annal.  Bd.  LVIII  und  LX. 

2)  Wertheim,  Annal.  de  chim.  et  de  phys.    IH.  8^r.    Tome  XXIIT.     Pogsf«»»*. 
Annal.  LXXVII. 
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Durchmesser  der  Pfeife  proportional,  bei  gleichem  Mundstück  und  gleichem 
Durchmesser  aber  von  der  Länge  der  Pfeife  unabhängig  sei.  Der  Einiiuss  auf 
die  Tonhöhe  ist  daher  um  so  grösser,  je  kleiner  l  ist.  Femer  ist  von  wesent- 
lichem Einflüsse  Form  und  Grösse  des  Mundstückes. 

Diese  Angaben  über  die  Umstände,  welche  die  Grösse  x  beeinflussen, 
geben  uns  Aufschluss  über  die  Ursache  der  Abweichung  der  beobachteten 
Töne  von  der  Theorie. 

Die  theoretische  Entwicklung  setzt  nämlich  voraus ,  dass  die  ganze  untere 
Schicht  zugleich  in  Vibrationen  gerathe,  und  sich  die  Schwingungen  dann 
einfach  von  Schicht  zu  Schicht  fortpflanzen,  femer  dass  die  Pfeife  an  ihrem 
imtem  Ende  ganz  ofl'en  sei.  Beides  ist  nun  nicht  der  Fall,  da  der  Luftstrom 
zonächst  nur  die  in  der  Nähe  der  Lippe  liegenden  Theile  der  nächsten  Schicht 
nach  oben  hin  treibt,  und  dann  erst  die  entferntem  in  Schwingung  versetzt 
werden,  und  da  andrerseits  die  Mundspalte  die  Pfeife  unten  nur  theil weise 
ödet.  Durch  letzteren  Umstand  treten  auch  am  Boden  der  Pfeife -partielle 
fieflexionen  ein ,  welche  bewirken ,  dass  sich  nicht  gerade  am  Boden  der  Pfeife 
te  Schwingungsmaximum  bildet  und  dass  deshalb  der  erste  Knoten  nicht  ge- 
nau um  74  ^ )  wenn  wir  mit  L  die  Wellenlänge  der  schwingenden  Bewegung 
beseichnen,  von  der  Mundspalte  entfernt  ist,  sondern  um  etwas  weniger,  oder 
idt  andern  Worten ,  dass  die  beim  Grundtone  sich  bildende  Welle  nicht  genau 
gleich  dem  Vierfachen  der  Pfeifenlänge  ist ,  sondern  etwas  länger. 

Mit  dieser  Entwicklung  stimmen  nun  die  Angaben  von  Wertheim  über 
lie  Grösse  x  vollkommen  überein,  denn  die  einzige  Störung  liegt  sonach  in 
tor  Anwesenheit  des  Bodens ,  es  muss  daher  bei  gleichen  sonstigen  Verhält- 
nissen X  von  der  Länge  der  Pfeife  unabhängig  sein ,  femer  aber  muss  x  um 
o  grösser  sein,  je  grösser  der  Querschnitt  der  Pfeife  ist;  denn  da  das  Mund- 
Och  immer  nur  an  der  einen  Seite  der  Pfeife  ist ,  wird  auch  die  Pfeife  an  der 
^tem  Seite  um  so  weniger  offen ,  je  grösser  der  Querschnitt  der  Pfeife  ist. 
e  vollkommener  aber  das  Mundloch  ist,  um  so  mehr  muss  auch  die  Störung 
^»»ücktreten. 

Man  kann  sich  auch  durch  direkte  Beobachtung  von  der  Richtigkeit  dieser 
Urklftrung  überzeugen.  Bringt  man  eine  Pfeife  zum  Tönen,  welche  anstatt 
n^ies  festen  Deckels  einen  verschiebbaren  Stempel  hat,  und  erzeugt  man  z.  B. 
^^  vierten  Ton  mit  der  Schwingungszahl 

^  erhält' man  daraus 

Vi  (i  +  ^)  =  4^- 

Bestimmt  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  die  Schwingungszahl  N  des 
^liSrten  Tones ,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  berechneten  c  die  Grösse 

V,  (/  +  x)  =  V,  L 
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oder  die  Wellenlänge  L  des  gehörten  Tones  erhalten.    Die  L&nge  der  steheih 
den  Wellen  ist  nun  gleich  V2  ^  ^^^^ 

'A  L  =  V7  (i  +  ^)- 
Dieser  Ton  ist  der  vierte  Ton  der  Bohre  von  der  L&nge  l\  verkürzen  wir 
nun  die  Röhre  um  V7  G  "t"  ^)  <ia<iurch ,  dass  wir  den  Stempel  tiefer  in  die 
Röhre  einschieben ,  so  erhalten  wir  eine  Röhre ,  deren  dritter  Ton  gleich  da 
vorigen  vierten  sein  muss ,  verkürzen  wir  nochmals  um  ^/^  (I  +  a?) ,  so  mos 
jetzt  der  zweite,  und  verkürzen  wir  nochmals  um  ^/^  i}  -\-  x)y  der  Grondtoi 
mit  dem  frühem  übereinstimmen.    Der  Versuch  zeigt  dieses  nun  in  der  Thit, 

so  dass  dadurch  feststeht,   die  einzelnen  Knoten  stehen  um  —  von  einander 

ab;    der  erste  Knoten  aber  um  weniger  als  ^  ^^^  ^®''  Mundöffiiung,  die 

Wellenlänge  des  Grundtones  ist  also  grösser  als  die  vierfache  LSnge  der  ge- 
deckten Pfeife  *). 

Dulong  ^)  wandte  dieses  Verfahren  aii ,  um  die  Grösse  x  experimentell  xi 
bestimmen;  er  nahm  eine  Pfeife  mit  Stempel  und  erzeugte  z.  B.  den  vierteB 
Ton;  dann  verschob  er  den  Stempel,  bis  der  dritte  Ton  gleich  dem  vorigei 
vierten  Ton  war  und  erhielt  durch  Messung  der  Verschiebung  die  Grösse  l-\^t 
oder  die  Länge  der  den  Ton  erzeugenden  stehenden  Welle.  £r  benutzte  diese 
Versuche,  wie  wir  später  sehen  werden,  um  die  Grösse  c  durch  Beobachtuig 
zu  erhalten. 

Wertheim ^)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an,  um  die  Grösse  o;  nbf 
stimmen.  Er  nahm  cylindrische  Pfeifen,  äie  aus  mehreren  Stücken  zosamDiei- 
gesetzt  waren,  welche  mittels  Schrauben  an  einander  befestigt  werden  könnt« 
(Fig.  256).     Der  Deckel  h  war  mit  einem  gleichen  Schraubengewinde  Ter 


sehen,  um  jedes  Stück  der  Pfeife  gedeckt  machen  zu  können.  Auf  diese  Weit 
konnte  also  Wertheim  Pfeifen  herstellen,  welche  bei  genau  gleicher  Weäi 
und  gleichem  Mundstück  sich  nur  durch  ihre  Länge  X| ,  Z/j  •  -  unterschiede!. 

Wurde  nun  die  Pfeife  bei  einer  Länge  L^  zum  Tönen  gebracht,  so 
der  erste  Ton  eine  Schwingungszahl  N^  und  es  war 


4.{L,  +  x) 


1)  Hopkins  Transact.  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.V.  Pogg»^ 
Annal.  XLIV. 

2)  Dulong,  Anuales  de  chim.  et  de  phya.  T.  XLI.   Poggend.  Annal  Bd.  XVI. 

3)  Wertheim  Vi.  ii.O. 
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Wurde  die  Pfeife  nun  durch  Ansatz  eines  Stückes  b  auf  die  Länge  L.^ 
^bracht  und  wieder  der  erste  Ton  erzeugt,  so  hatte  dieser  eine  andere 
ihwingungszahl  ^2  ^^^  ^^  ^^^ 

18  diesen  beiden  Grössen  lilsst  sicli  a*  ohne  Kenntnis«  von  c  direkt  erhalten, 

!nn  daraus  folgt 

ANy  (Z,  +x)  =  AN,  {L,  +  x) 

^-      N,^N,   " 
Wertheim  theilt  in  seiner  Abhandlung  eine  Anzahl  von  solchen  Werthen  x 
ir  verschiedene  Pfeifen  mit,    wir  lassen  einige  folgen,   um  die  Bedeutung 
JTselben  zu  überblicken. 

Werthe  von  x  für  verschiedene  Ffeifeu  in  Luft 
von  der  Temperatur  11,5  Grad  C, 


Material  der  Pfeife 


Durchmesser 


Länge 


Werthe  von  x 


O 
> 

o 

a 
•^« 

T> 

o 


Blei 


Messing 


Glas. 
Zink 
Glas 


Millimeter 

Millimeter 

Millimeter 

20 

02 

30,7 

24 

107 

34,8 

20 

120 

27,1 

42 

120 

G8,l 

40 

298 

G0,0 

20 

281 

28,5  . 

10 

288 

17,0 

20 

25G 

32,0 

50 

GG8 

6G,l 

17 

875 

40,0 

Vorstehende  Tabelle  lässt  erkennen,  dass  der  Werth  der  Berichtigung 
m  der  Weite  der  Röhre  abhängig  ist,  dass  aber  auch  bei  Röhren  gleicher 
''eite  der  Werth  von  x  verschieden  sein  kann ,  in  Folge  verschiedener  Weite 
58  Mundstückes. 

In  einer  weitem  Untersuchung  hat  deshalb  Wertheim  ^)  die  Abhängigkeit 
in  X  von  diesen  Umständen  zu  bestimmen  versucht  und  gelangt  zu  folgender 
eziehnng  für  x.  Nennen  wir  die  Breite  der  Röhre  B,  die  Picke  derselben  2) 
id  den  Querschnitt  B  .  D  =  6',  ferner  den  Querschnitt  der  Mundöffnung  s, 
I  wird  X 


..  =  c(£  +  D)(l-/-J+/|) 


Hat  die  Röhre  anstatt   eines  rechteckigen  einen  cylindrischen  Durch- 
ihnitt,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Summe  B  -{-  D  der  Ausdruck  2  }/S,    Der 


1)   Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.   III.  S^rie.    T.  XXXI.     Krönig'8 
»omaL  Bd.  II. 

WOujrm,  Pliysik  I.    2.  Anfl.  39 
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Factor  c  in  dem  Ausdrucke  bedeutet  eine  Constante,  welche  mit  dem  Mi 
der  Röhre  etwas  veränderlich  ist,  ihr  Werth  ist  für  Metall  oder  Glas 
ftlr  Holz  0,240.   In  wie  weit  die  so  berechneten  Werthe  von  x  mit  den  ac 
Schwingungszahlen  der  beobachteten  Töne  abgeleiteten  übereinstimmeD , 
folgende  kleine  Tabelle;  zu  den  in  ihr  mitgetheilten  Yersuchon  wurden 
drische  Pfeifen  benutzt. 

Werthe  von  x  bei  verschiedenen  Pfeifen  mit  verschiedenen 

MnndölFnangen« 

c  =  0,^10 


Material 
der  Wand 


Vti 


H 


Messing  . . .      35,45         60,0 


M(!ssing  ...      17,72         36,0 


Messing  . . .        8,80         13,7 


Blei 


;  Temijera- 

Lange 

X 

tur 

1  . . 

1    der  Pfeife 

1 

berechn*  t 

bcobi 

9«,0  C- 

1                                   ' 

298,0 



ö* 

631,0 
965,0 

79,C 

8^ 

I 

91 

97,5 

24 

9",9      < 

190,0 

26,9 

21 

281,0 

88,0 

17 

21«,0     . 

188,0 

11,1 

22 

288,0 

U 

100,0 

31 

9»,3      . 

256,1 

29,7 

37 

, 

231,0 

34, 

,  iiv 

62,0 

26,9 

30, 

i       »' 

110,0 

31,4 

32, 

" 

120,0 

20,8 

25, 

1 

120,0 

59,8 

68, 

Glas 17,72         30,0 

I 

17,72  I  36,0 

21,27  54,0 

17,72  ;  63,0 

37,22  '  140,0 

Die  üebereinstimmüng  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ist  a 
dings  nicht  vollkommen ,  jedoch  so  annähernd ,  dass  man  diese  aus  des 
suchen  abgeleitete  Formel  zu  den  Rechnungen  benutzen  kann. 

Dass  die  berechneten  Werthe  meist  kleiner  sind  als  die  beobachteten, 
seinen  Grund  zum  Theil  darin ,  dass  Wertheim  die  Geschwindigkeit  des  Sc 
les  in  Röhren  jener  in  freier  Luft  gleich  setzt,  was  nach  den  neuem,  ^ 
zu  besprechenden  Erfahrungen  von  Kundt  und  Regnault  nicht  mehr  gw 
tet  ist. 

Den  Einfluss  der  Form  und  Grösse  der  MundÖfihung  benutzt  man  bti< 
Orgelpfeifen  dazu ,  um  den  Ton  der  Pfeife  etwas  zu  stimmen ,  wenn  die  Pf* 
nahezu  den  richtigen  Ton  angibt.  Zu  dem  Ende  sind  neben  der  Mundölh' 
an  den  Seiton  zwei  verschiebbare  Lappen  angesetzt,  welche  gostatten,  dic^ 
etwas  breiter  oder  schmaler  zu  machon ,  und  so  die  Tonhöhe  zu  verfindern- 


ö.  166.  Töne  offener  Pfeifen.  6 1 1 

Die  Töne  einer  offenen  Pfeife  sind  andere ,  als  die  einer  gedeckten  Pfeife 
von  gleicher  Länge ;  der  Grundton  einer  offenen  Pfeife  ist  die  höhere  Octavu 
des  Grundtones  der  gleichen  gedeckten  Pfeife ,  so  dass  also  die  Schwingungs- 
zahl N  des  Tones  gleich  ist 

Ausser  dem  Grundtone  können  auch  alle  Töne  erzeugt  werden,  welche 
der  Beihe 

entsprechen ,  also  wenn  wir  den  Grundton  mit  C  bezeichnen ,  die  Töne 

C    c    g     c^     Cy     gy 
1     2     3     4      5      G 

oder  gehen  wir  von  dem  Grundtone  der  gedeckten  Pfeife  gleicher  Länge  C, 

als  1  aus,  die  Tönp 

2   4    6   8    10    12. 

Der  erste,  dritte,  fttnfte,  überhaupt  (2w  —  1)  Ton  ist  also  die  nächst 
höhere  Octave  des  ersten,  zweiten  etc.  (2n  —  1)  Tones  der  gedeckten  Pfeife; 
ausserdem  gibt  dann  aber  auch  die  offene  Pfeife  die  dazwischen  liegenden 
Töne  2n. 

Die  offene  Pfeife  ist  dem  longitudinal  schwingenden,  an  beiden  Enden 
freien  Stabe  zu  vergleichen;  die  an  das  offene  Ende  gelangenden  Schwingun- 
gen werden  reflectirt,  weil  die  Luft  ausserhalb  der  Pfeife  freier  beweglich 
and  deshalb  gewissermassen  dünner  ist  als  im  Innern  der  Pfeife.  Die  Be- 
wegung wird  demnach  ohne  Aenderung  des  Vorzeichens,  der  ankommende 
Wellenberg  als  Wellenberg,  das  ankommende  Wellenthal  als  Wellenthal  re- 
flectirt. Die  erste  mögliche  Schwingungsart,  welche  in  der  Bohre  stehende 
Wellen  erzeugen  kann ,  ist  daher  diejenige ,  deren  Wellenlänge  gleich  ist  dem 
DopxHjIten  der  Röhrenlänge.  Eine  Schwingung  z.  B. ,  deren  Länge  wie  bei  den 
gedeckten  Pfeifen  die  vierfache  Pfeifenlänge  hätte,  würde,  wie  man  leicht 
nach  §.  132  und  141  entwickelt,  an  der  Mundöffnung  einen  Schwingungs- 
knoten zur  Folge  haben,  würde  also  als  stehende  Welle  in  der  Pfeife  sich  nicht 
erhalten  können. 

Diejenige  Schwingungsbewegung,  deren  Länge  die  doppelte  Pfeifenlänge 
beträgt,  erzeugt  dagegen  in  der  Mitte  der  Pfeife  einen  Schwingungsknoten 
und  bildet  als  stehende  Welle  in  der  Pfeife  zwei  halbe  Wellen ,  deren  Länge 
gleich  der  Länge  der  Pf(?ifen  ist.  Die  Schwingungsdauer  und  Schwingimgs- 
zabl  ist  demnach 

^  c  '    ^^        2/ 

Eino  Hchwingende  Bewegung,  deren  Welle  so  lang  ist,  als  die  Länge  der 

'^kj'fOf   erzeugt,  in  der  Pfeife  zwei  Schwingungsknot(*n,  welche  von  den  Enden 

^er  Pft'ifii    II ni   '/,  Pfeifenlänge  entfernt  sind.     Zwischen  ihnen  befindet  sich 

^'l»e  ifteh€*tii\{i  Welle  von  der  Länge  7?  '»  ""^^  von  jedem  S*-hwingungKknot4m 
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bis  zum  Ende  eine  halbe  Welle  von  der  Länge  ^/^l\  an  beiden  Enden  befinden 
sich  also  Schwingungsmaxima.  Es  wird  überflüssig  sein,  die  weitem  Thei- 
lungen  der  Pfeife ,  welche  den  Tönen  ^f, ,  Tj  . .  entsprechen ,  abzuleiten ,  da  die- 
selben nach  den  Entwicklungen  des  §.  132  und  141  unmittelbar  hervortreten. 
Für  die  offenen  Pfeifen  gilt  das  früher  über  den  Einfluss  des  Mundlochs 
Gesagte  gerade  wie  für  die  gedeckte  Pfeife,  auch  bei  diesen  ist  demnach  die 
Länge  der  Welle  länger  als  das  Doppelte  der  Röhre  oder 

^^      ^{i  +  xy 

und  zwar  rauss  diese  Grösse  x  hier  ganz  dieselbe  sein ,  wie  bei  der  gedeckten 
Pfeife.  Vergleicht  man  nun  so  die  berichtigte  Schwingungszahl  N  mit  der- 
jenigen N'  der  gedeckten  Pfeife ,  so  müsste 

oder  der  Ton  der  gedeckten  Pfeife  soll  genau  die  tiefere  Octave  des  Ton^ 
der  offenen  Pfeife  sein.  Indess  hört  man  bald  bei  einem  Versuche,  dass  dia 
nicht  der  Fall  ist ,  dass  der  Ton  der  offenen  Pfeife  immer  etwas  tiefer  ist  aL 
die  höhere  Octave.  So  fand  Wertheim  bei  einigen  Vei-suchen,  dass  bei  eintff 
Pfeife  von  24'""'  Durchmesser  der  gehörte  Ton  bei  der  offenen  Pfeife  sich  zu 
dem  Tone  2N'  verhielt  wie  23  zu  24,  und  in  einem  andern  Falle  bei  einem 
Durchmesser  von  50"""  wie  43,9  :  46,1 ,  den  Ton  also  verhältnissmässig  noch 
tiefer. 

Es  muss  daher  bei  der  offenen  Pfeife  noch  ein  anderer  Umstand  storoMi 
einwirken,  der  die  gehöi*ten  Töne  von  der  Theorie  abweichend  macht.  Wertheiiii 
sieht  denselben  darin ,  dass  die  Reflexion  der  schwingenden  Bewegung  nidit 
ganz  genau  in  dem  obem  Querschnitt  der  Röhre  stattfindet,  sondern  dasssiek 
die  schwingende  Bewegung  noch  ein  klein  wenig  über  diesen  QuerBcfanitt 
hinaus  erstreckt,  die  schwingende  und  tönende  Luftsäule  also  etwas  Unger 
wird^  als  die  Theorie  annimmt.  Dass  diese  kleine  Verlängerung  stattfindet, 
davon  kann  man  sich  durch  den  Versuch  überzeugen ,  denn  hält  man  gui 
nahe  über  die  Oeffnung  der  Röhre  eine  feine  schwach  gespannte  und  mit  Sio^ 
bestreute  Membran ,  so  sieht  man  an  dem  Hüpfen  des  Sandes  die  Ausdehnoii; 
der  Bewegung  über  der  Pfeife.  Um  den  Ton  der  offenen  Pfeife  genau  im  Ver- 
hältniss  zur  Länge  der  Pfeife  zu  bestimmen ,  muss  man  daher  für  die  Schwis- 
gungszahl  desselben  setzen 

jj  c 

^  —  2(1  +  x  +  y)' 

Um  die  Summe  der  beiden  Berichtigungen  x  -\-  p  zu  bestimmen,  verfoir 
Wertheim  gerade  so ,  wie  bei  den  gedeckten  Pfeifen. 

Sind  X,  und  L^  die  Längen  zweier  verschiedener  Pfeifen  von  genau  gl«* 
chem  Durchmesser,  N^  und  N2  die  Schwingungszahlen  ihrer  Grondtöne,  ?* 
hat  man  gerade  wie  vorhin 

c  =  2J^,  (i,  +  a;  +  y) 
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and  daraus  nach  Elimination  von  c 


x  +  tß  = 


_  JVTjL,  ~NtL 


N,-N, 


ein  Ausdruck ,  der  dem  vorigen  für  x  ganz  analog  ist. 

Für  den  Werth  x  -{-  y  gelang  es  Worthoim  ebenfalls  *)  eine  von  dem 
Querschnitt  der  Röhre  und  der  Grösse  der  Mundöffnung  abhängige  Beziehung 
aufzufinden.  Bedeuten  wieder  B  die  Breite,  D  die  Dicke  der  Bohre,  ist  S  der 
Querschnitt  derselben  und  s  der  Querschnitt  der  Mundöffnung,  so  gibt  er  für 
die  Correction  der  Pfeifenlänge  den  Ausdruck 


X 


+  y  =  c,  (B  +  D)  (2  -  /i  +  /f), 


worin  c'i  eine  von  dem  Material  der  Röhre  unabhängige  Constante  ist ,  nämlich 
C,  =  0,187. 

In  folgender  Tabelle  ist  eine  Anzahl  von  Versuchen  Wertheim's  zusammen- 
gestellt, welche  zeigen,  dass  die  für  offene  Pfeifen  an  der  Länge  derselben 
anzubringende  Correction  in  der  That  mit  grosser  Annäherung  durch  obige 
Gleichung  wiedergegeben  ist.  Die  benutzten  Pfeifen  sind  auch  hier  cylindri- 
scLe ,  so  dass  an  Stelle  von  B  -{-  D  in  jener  Gleichung  einzusetzen  ist  p/^S. 


Tabelle  der  Correctionen  an  offenen  Pfeifen« 


Material 
der  Röhre 


Messing  . 


Messing  . 


Messing  . 


Messing  . 

Glas 

Blei  .... 


V's 


H,86 

17,72 
21,27 


8 


Tempera- 
tur 


35,45        120,0         8",oC. 


35,45  60,0       26<',6 


17,72  36,0         9",9 


13,7       21",0 


30,0 
54,0 


17'\o 

11  »,5 


) 


Länge 
der  Pfeife 


332,5 
666,0 

1000,5 
332,6 
666,0 

1000,5 
97,5 
190,0 
281,0 
88,0 
188,0* 
288,0 
l(X),o 
245,0 
110,0 


Correction 

berechnet     beob»chict 


65,4 


84,2 


30,6 


13,2 

32,7 
36,6 


65,1 
67,4 
68,6 
88,9 
84,8 
87,8 
28,0 
28,0 
28,1 
18,0 
22,1 
19,0 
39,1 
35,9 
37,1 


•    1)    Wertheim,  Annale«  de  chim.  et  de  phy».    111.  S^rie.   T.  XXXI.      Krönig*» 
Journal.  Bd.  II. 
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Wie  man  sieht,  stimmen  bei  offenen  Pfeifen  die  nach  jener  Beziehung 
berechneten  Correctionen  mit  den  beobachteten  zum  Theil  noch  besser  als  bei 
gedeckten  Pfeifen ,  so  dass  man  bei  jenen  durch  die  Rechnung  mit  sehr  grosser 
Annäherung  richtige  Resultate  erhält. 

Da  nach  diesen  Erfahrungen  die  schwingende  Bewegung  nicht  in  der 
geometrischen  Endfläche  der  Pfeife  endigt,  so  wird  eine  theilweiso  Schliessung 
der  Endfläche  die  Tonhöhe  der  Pfeife  ebenfalls  verändern,  und  zwar,  wie 
sich  aus  den  Bemerkungen  über  die  Correction  an  gedeckten  Pfeifen  ergibt, 
musö  ein  derartiger  partieller  Verschluss  die  Töne  der  Pfeife  vertiefen.  Dast 
eine  solche  Vertiefung  stattfindet,  hat  die  Erfahrung  die  Orgelbauer  längbt 
gelehrt,  sie  vorsehen  die  offenen  Orgelpfeifen  oben  gewöhnlich  mit  schräg- 
stehenden Blechen,  welche  man  auf  und  abbiegen  kann;  biegt  man  sie  herab, 
so  wird  der  Ton  vertieft. 

Wcrthcim ')  ist  es  gelungen,  auch  für  diesen  Fall  eine  empirische  Rela- 
tion herzustellen,  welche  die  an  der  Länge  der  Pfeife  anzubringende  Correction 
zu  berechnen  gestattet,  so  dass  die  Tonhöhe  sich  durch  die  Gleichung 


c 


berechnen  lässt. 


Haben  ^,  I)  und  S  dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  und  ist  6'|  der  Quer- 
schnitt der  Mundöffnung,  s^  derjenige  der  obern  Oeffnung  der  Pfeife,  so  ist 
nach  Wertheim 

.  =  c(7^  +  D)(l-/j-  +  /|), 

worin  c^  wie  bei  ganz  offenen  Pfeifen  den  Werth  0,187 'hat. 

Nachstehende  Tabelle  enthält  eine  Anzahl  Versuche,  welche  Werthcim 
an  einer  quadratischen  Orgelpfeife  von  Holz  zur  Prüfung  obiger  Rektion  an- 
gestellt hat.  Die  Länge  der  Pfeife  betrug  240""",  die  Seite  des  qua<lrdtischci 
Querschnittes  120""";  dieselbe  Breite  hatte  die  untere,  die  Mundöffhung,  dem 

Höhe  5""",5  betrug.    Das  Verhältniss  ^  ist  darnach  0,0468;  die  TeiDperatar 

war  bei  allen  Versuchen  15*'.  Die  Tabelle  stellt  die  von  Wertheim  beobachiele» 
und  die  mit  den  nach  obigen  Gleichungen  bestimmten  Werthon  von  jondjf 
berechneten  Schwingungszahlen  zusammen. 


1)  Wcrthem  a.  a.  0 
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Sehwingrungszahlen  partiell  gedeckter  Pfeifen. 


h     ' 

ht 

«1 

Schwingungszahl          || 

• 

120 

• 

s 

berechnet 

644,0 

beobachtet 

120 

1,0000 

679,0 

100 

96 

0,6667 

622,5 

640,0 

100 

72 

0,5000 

607,6 

606,6 

10<J 

60 

0,4167 

597,2 

592,6      ; 

80 

60 

0,3333 

586,7 

579,2 

60 

60 

0,2600 

571,4 

550,5 

60 

40 

0,1667 

549,1 

522,5 

40 

30 

0,C833 

507,5 

481,2 

30 

20 

0,0417 

460,9 

449,1 

20 

15 

0,0208 

408,0 

423,1 

12 

10 

0,0083 

335,4 

343,6 

0 

0    : 

0,0000 

307,7 

320,0 

)ie  Spalten  ho  und  Äj  enthalten  die  Seitenflächen  der  obem  OelFnung  der 
.  Wie  die  Tabelle  zeigt,  stimmen  auch  hier  die  berechneten  Zahlen  mit 
eobachteten  ziemlich  gut  tiberein ,  indess  doch  nur  soweit ,  dass  wir  die 
^ertheim  gegebene  Relation  nur  als  eine  angenähert  richtige  betrachten 
1. 

)ie  letzten  Erfahrungen  zeigen,  dass  die  einfache  von  uns  vorgetragene 
ie  der  Luftschwingungen  in  Pfeifen  nur  ftlr  sehr  enge  Bohren  Gültigkeit 
lass  sobald  der  Querschnitt  der  Röhren  einigermassen  gross  ist,  die  an- 
igenden  Correctionsglieder  sehr  beträchtlich  sind.  Es  tritt  das  noch  mehr 
*,  wenn  die  Länge  der  Pfeifen  gegen  die  Dimensionen  des  Querschnitts 
mehr  sehr  gross  ist,  wenn  die  Länge  der  Pfeife  nicht  grösser  oder 
einer  ist  als  die  Breite  der  Röhre  oder  bei  cylindrischen  Röhren ,  als  der 
messer.  Würde  man  bei  solchen  Röhren  den  Ton  einfach  aus  der  Länge 
tnen ,  so  würde  man  sie  oft  mehr  als  eine  Octave  höher  finden ,  als  der 
sh  sie  ergibt.  Für  derartige  Röhren  lässt  sich  indess  wiederum  mit  sehr 
r  Annäherung  die  Tonhöhe  nach  den  Wertheim'schen  Gleichungen  be- 
in,  wie  sich  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Versuchen,  welche  Wertheim 
Öhren  der  verschiedensten  Form  angestellt  und  in  der  schon  mehrfach 
a  Abhandlung  mitgetheilt  hat,  deutlich  ergibt.  Wir  begnügen  uns  hier 
,  um  zu  zeigen,  wie  weit  die  Versuche  mit  den  Formeln  Wertheim's 
nstimmen ,  eine  Versuchsreihe  an  Holzpfeifen  mitzutheilen.    Die  Pfeifen 

Röhren  von  rechteckigem  Querschnitt,  deren  Länge  350*""*  und  deren 
eite  des  Querschnitts  H  =  200*'""  betrug.  Parallel  dieser  Seite  konnten 
1  Kasten  Schieber  eingesttzt  werden,    welche  so  den  Querschnitt  der 

zu  ändern  gestatteten,  indem  man  die  Breite  B  desselben  verkleinerte. 
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Die  Bohre  war  unten  geschlossen,  oben  offen,  und  der  untere  Querschnitt 
konnte  durch  einen  parallel  der  Kante  II  beweglichen  Schieber,  der  die  ganze 
Breite  der  Röhre  einnahm ,  mehr  oder  weniger  verkleinert  werden.  Die  Pfeife 
wurde  dann  durch  ein  mit  einem  platten  Mundstück  von  Messing  versehenes 
Blaserohr,  ähnlich  wie  Fig.  253,  und  in  der  dort  dargestellten  Weise  an- 
geblasen. 

In  nachfolgender  Tabelle  gibt  die  mit  h  überschriebene  Spalte  die  der 

•  

Seite  H  parallele  Ausdehnung  der  Oeffnung,  deren  Breite  h  immer  gleich 
jener  der  Röhre  war.  Die  zur  Berechnung  der  Töne  benutzte  Constante  c  iit 
==  0,240,  da  die  Pfeife  von  Holz  war. 


Töne  kubischer  rfeifcn. 


Hreite  B 

=  200""" 

Breite  B 

=  100""" 

Breite  B  =  50" 

h 

s 

Seh  wingungszahl 

Schwingungszahl 

Schwingongszahl 

o 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

beobAchtet 

berechnet  ;b«>ba^ttt 

200 

1,000 

382,5 

382,1 

404,3 

404,4 

1 

416,2        414,9 

180 

0,900 

374,3 

379,8 

397,2 

398,7 

409.9       409,9 

160 

0,800 

365,0 

364,7 

389,5 

384,4 

403,0 

405,7 

140 

0,700 

355,2 

353,1 

381,0 

381,0 

395,4 

386,7 

120 

0,600 

344,3 

336,8 

371,6 

368,9 

386,9 

366,S 

100 

0,500 

332,0 

314,5 

361,6 

558,5 

377,2       355,5 

80 

0,400 

317,7 

304,0 

348,0 

348,8 

365,5       339,1 

60 

0,300 

;    299,9 

299,4 

334,5 

336,3 

350,5       315,3 

40 

0,aoo 

276,2 

264,5 

309,8 

281,3 

329,8 

288,3 

20 

1     0,100 

237,2 

1    224,6 

!    272,2 

261,2 

293,8 

263,9 

1       10 

1     0,050 

199,8 

203,2 

234,4 

220,7 

256,6 

243,8 

Für  sehr  kleine  Mundöffnungen  weichen  die  beobachteten  und  berechnete! 
Zahlen  nicht  unbeträchtlich  von  einander  ab,  für  grössere  MundOfihange> 
stimmen  die  Resultate  ziemlich  gut. 

Als  ein  allgemeines  Resultat  ergibt  sich  aus  diesen  Versuchen,  dassdie 
Töne  kubischer  Pfeifen  mit  abnehmendem  Volumen  der  Bohre  höher  werden, 
und  weiter  lässt  sich  aus  den  Versuchen  und  der  Formel  Wertheim's  der  SiU 
ableiten ,  dass  bei  ähnlichen  Formen  der  Pfeife  und  der  Mundöfihung  die  Tfioe 
der  Pfeife  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Längen  der  homologen  Seiten. 

Es  genüge  an  diesen  kurzen  Andeutungen  über  das  Verhalten  kahisdier 
Pfeifen'),  da  dieselben  ausreichend  sind,  in  den  wenigen  Fällen,  in  deaei 
wir  diese  Pfeifen  benutzen,  uns  die  erforderliche  Kenntniss  derselben  zulie* 


1)  Man  sehe  auch  Sonilhauss,  Poggend.  Annal.  Bd.  LXXIX  und  LXXXl.  Jf««»» 
Anuales  de  chim.  et  de  phys.  III.  S(5rie.  T.  XL*  Zamminer,  Poggend.  Annak* 
Bd.  XCVll. 
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fern.  Das  ergibt  sich*  aus  diesen  Erfahrungen  zur  Genüge ,  dass  die  einfache 
Theorie  der  Pfeifentöno  zur  Bestimmung  derselben  nicht  ausreicht,  und  zwar 
deshalb  nicht,  weil  die  in  Pfeifen  schwingenden  Luftsäulen  nicht  so  isolirte 
für  sich  schwingende  Körper  sind,  wie  longitudinal  schwingende  Stäbe,  weil 
vielmehr  die  schwingende  Bewegung  auch  der  ausserhalb  der  Pfeifen  vorhan- 
denen Luft  sich  mittheilt  und  dadurch  die  Schwingungen  der  Luftsäulen  in 
den  Pfeifen  selbst  modificirt  wird. 

Helmholtz  ^)  hat  deshalb  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren 
einer  neuen  Behandlung  unterzogen ,  bei  welcher  auf  den  eben  hervorgehobe- 
nen Umstand,  dass  die  Luftsäule  in  Röhren  nicht  ein  ganz  selbständig  schwin- 
gender Körper  ist,  Rücksicht  genommen  ist.  Er  behandelt  gleichzeitig  die 
Schwingungen  im  Linem  der  Röhre  und  in  der  umgebenden  Luft,  und  es  ist 
ihm  dadurch  gelungen ,  mehrere  der  vorhin  besprochenen  Erfahrungen  theils 
theoretisch  zu  begründen ,  theils  näher  zu  bestimmen.  Es  ist  uns  indess  durch 
die  hier  uns  gesteckten  Grenzen  versagt,  auf  diese  Untersuchungen  Helmholtz's 
näher  einzugehen. 

Das  Tonbildende  in  den  Pfeifen  ist  die  schwingende  Luftsäule,  die  Wände 
dtr  Pfeifen  dürfen  deshalb  auf  die  Tonhöhe  von  keinem  wesentlichen  Einfluss 
sein.  So  lange  die  Wände  aus  ganz  festem  Material  bestehen,  ist  das  auch 
nicht  der  Fall ,  die  Tonhöhe  ist  wesentlich  dieselbe  in  metallischen ,  gläsernen 
oder  hölzernen  Pfeifen. 

Sind  jedoch  die  Wände  der  Pfeifen  nicht  aus  festem  Material ,  so  ändern 
sie  die  Höhe  des  Tones  ab,  und  zwar  wird  der  Ton  bei  weichen  Wänden  tiefer. 
Savart^)  hat  gezeigt,  dass  Pfeifen  mit  PergamentwUnden  tiefer  tönen  als 
solche  mit  starren  Wänden,  und  dass  der  Ton  um  so  tiefer  wird,  je  mehr  man 
die  Wände  durch  Benetzen  erschlafft.  Dasselbe  zeigte  Liscovius^),  welcher 
gleichzeitig  nachwies,  dass  man  durch  verstärkte  Spannung  des  Pergaments 
den  Ton  erhöhe.  Wird  eine  Pergamentwand  derart  gedrückt,  dass  sie  nicht 
mitschwingen  kann,  wenn  die  Luftsäule  schwingt,  so  gibt  die  Pfeife  den- 
selben Ton  als  eine  solche  mit  starren  Wänden. 

Gerade  dieser  letzte  Versuch  beweist,  dass  der  Einfluss  einer  nicht  ganz 
festen  Wand  darin  begründet  ist,  dass  die  Wand  gleichzeitig  mit  der  Luft- 
sftole  schwingt,  und  dass  die  Schwingungszahl  der  Luftsäule  dadurch,  dass 
die  schwingende  Wand  auf  sie  einwirkt,  eine  andere  wird.  Die  Einzelnheiten 
der  Erscheinung  lassen  sich  indess  noch  nicht  näher  übersehen. 

Wenn  feste  Wände  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einfluss  haben,  so  sind  sie 
doch  von  wesentlicher  Bedeutung  für  den  Klang  der  Pfeifen  *).  Bei  engen 
cylindrischen  oder  rechteckigen  offenen  Pfeifen  bildet  sich  neben  dem  Grund- 


1)  Helmholtz,  Crelle^s  Journal.  Bd.  LVII.  p.  1. 

2)  Savart,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXX. 

3)  lAscovius,  Poggend.  Annal.  Bd.  LVII. 
4)^  Helmholtz ,  Tonempfiudungcn.  p.  150. 
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ton  auch  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  den 
gestrichenen  Saiten  aus,  deshalb  haben  sie  einen  vollen  und  scharfem,  dem 
der  gestrichenen  Saiten  ähnlichen  Klang,  bei  weitem  offenen  Pfeifen,  den 
Principalstimmen  der  Orgel,  besonders  den  hölzernen,  tritt  nur  die  Octave 
noch  deutlich  zum  Grundton,  die  höhere  fast  gar  nicht ,  deshalb  ist  der  Ton 
dieser  Pfeifen  viel  dumpfer.  Die  gedeckten  Pfeifen  geben  die  Töne  1,  3,  5  .... 
indess  sind  die  ObcrtönQ  nur  bei  engen  Pfeifen  deutlich,  bei  weiten  tritt  iad 
nur  der  Grund  ton  auf,  woher  der  dumpfe  Klang  der  gedeckten  Register  rtlhrt 
Der  Klang  in  Holzpfeifen  ist  immer  dumpfer  und  weicher  als  in  Motall- 
pfeifen,  hauptsächlich,  weil  die  raschem  Schwingungen  der  Obertöne  sich 
dem  Holz  mittheilen  und  deshalb  rasch  verschwinden. 

§.  157. 

Töne  durch  Sohwingiing  von  Flüssigkeitssäulen.  Wir  haben  er- 
wähnt, dass  man  durch  einen  Flfissigkeitsstrom ,  der  durch  die  durchlöcbeiie 
Scheibe  einer  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  Sirene  getrieben  wird,  einen 
Ton  erzeugen  kann.  Cagniard  Latour  und  später  in  noch  ausgezeichneterer 
Weise  Wertheim  ist  es  gelungen,  in  Flüssigkeiten  stehende  Wellen  und  da- 
durch Töne  hervorzubringen. 

Cagniard  Latour^)  brachte  Flüssigkeitssäulen,  welche  in  Glasröhren  ein- 
geschlossen waren,  dadurch  zum  Tönen,  dass  er  die  Glasröhren  longitudinal 
rieb.  Die  Höhe  des  erzeugten  Tones  bewies,  dass  nicht  die  longitudinalen 
Schwingungen  des  Glases  es  waren ,  welche  gehört  wurden ,  sondern  die  der 
Flüssigkeitssäule.  Er  wies  durch  den  Versuch  nach ,  dass  der  Ton  die  höhere 
Octave  ist ,  wenn  die  Röhre  an  beiden  Seiten  offen ,  die  Flüssigkeitss&ulo  also 
an  beiden  Enden  frei  ist,  von  dem  Tone,  den  eine  Flüssigkeitssäole  gibt, 
welche  in  einer  an  einem  Ende  geschlossenen  Röhre  schwingt,  deren  eiofö 
Ende  also  an  einer  festen  Wand  anliegt.  Die  Töne  einer  an  beiden  £nde& 
freien  Flüssigkeitssäulo  konnten  nicht  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  eine 
an  beiden  Enden  offene  Röhre  einfach  in  Wasser  tauchte  und  longitudinal 
rieb,  sondern  wurden  dadurch  erzeugt,  dass  man  ein  Rohr  heberflBnnig. 
gleichschenklig  bog  und  dann  longitudinal  rieb.  Wurde  das  .eine  Ende  deg 
Hebers  zugcschmolzen  und  derselbe  bis  zur  gleichen  Höhe  mit  Wasser  gefüllt» 
als  der  offene,  so  war  der  Ton  eine  Octave  tiefer  als  bei  dem  offenen  Hober. 

Auch  gelang  es  Cagniard  Latour  eine  Pfeife  unter  Wasser  zum  Tönen  » 
bringen.  Dies  gelang  aber  in  viel  vollkommnerer  Weise  Wertheim,  dcrifl 
einer  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Röhre  durch  einen  Flüssigkeitsstrom  den  Grond- 
ton  und  die  harmonischen  Töne  erzeugte^). 

Der  Apparat,  welchen  Wertheim  zu  seinen  Versuchen  mit  Wasser »a- 
wandte,  ist  Fig.  257  abgebildet. 


1)  Cagniard  Latour,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  LVI. 

2)  WertJmm,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  Sär.  Tome  XXIIl.  PoggendorlH 
Annalen.  Bd.LXXVII. 
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Die  offene  Orgelpfeife  bh  liegt  horizontal  auf  den  Stutzen  a  in  dem  grousen 
Iten  Wasserbehälter  Ä.  Der  Fuiis  der  Pfeife  ist  in  c  angosohraubt  an  eine 
iT  Wand  befestigte  Mutter,  welche  der  Pumpe  gegenübersitzt.  Eine 
ilpumpuij,  welche  durch  den  davor  buRndlichen  Hebel  getrieben  wird, 
t  die  Flüssigkeit  durch  da»  weite  Rohr  h  aus  dem  Behilltor  und  pumpt  es 
s  davorstehende  Reservoir  C. 


Vig.  *SJ. 


Du»  Inncro  des  Resei'voirs  C  steht  durch  den  Huhn  m  und  dutt  Rohr  v  mit 
ion  QefUssen  voll  comprimirter  Luft  in  Verbindung.  Durch  dun  Druck 
r  Luft  bei  gcöfTnctuiii  Huhn  m  wird  Aas  im  liobUlter  C  angesammelte 
^er  durch  den  Hahn  t  und  dos  Rohr  ss'  in  die  unter  Wasser  befindliche 
e  getrieben.  Mittels  des  Huhnes  t  ist  man  im  i^tundu,  den  Zufluss  des 
jers  beliebig  zu  reguliren. 

Auf  dem  Behälter  C  befindet  eich  noch  ein  zweiter  Hahn  »,  der  geöffnet 
»mprinürto  Luft  des  Behälters  in  die  Atmosphäre  entweichen  lUtiät,  und 
len  man  bei  r  eine  i^irenu  aufstellen  kann,  um  die  absolute  Schwingungs- 
des  in  der  Wosaerpfeifo  gehörten  Tones,  also  die  Tonhöhe,  nu  boütimmon. 
erdem  dient  dieser  Hahn  dazu.  Versuche  mit  gewöhnlichen  Orgelpfeifen 
jft  anzustellen. 

Um  den  Druck  zu  messen,  unter  welchem  das  Wasser  in  die  Pfeifen  ein- 
,  communicirt  die  Röhre  ss'  durch  den  Hahn  «  und  die  ROhrenleitnng  x 
lern  Manometer  il  und  ausserdem  die  Luft  im  Gefllsse  C  durch  den  Hahn  n 
die  Röhre  mo  mit  dem  Manometer  D. 

Ist  nun  der  Apparat  eingerichtet,  so  beginnt  man  die  Versuche  damit, 
man  bei  geschlossenen  Hähnen  m,  n,  /,  mittels  der  Pumpe  £  Vfaaatii 
lein  Buliäller  A  in  den  Behälter  C  pumpt.    Ist  die  Wassermasse  dort  bin- 
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reichend,  so  setzt  man  den  Behälter  C  durch  Oeffnen  des  Hahnes  n  mit  den 
mit  comprimirter  Luft  gefüllten  Behältern  in  Verbindung.  Der  Druck  dieser 
Luft  ist  es  dann,  der  bei  geöffnetem  Hahne  /  das  Wasser  in  die  Orgelpfeife 
treibt  und  ferneres  Pumpen  während  des  Versuches  dient  nur  dazu,  das  Wasser 
in  C  auf  constantem  Niveau  zu  erhalten. 

Damit  die  Versuche  gelingen,  muss  auf  die  Constmction  der  Orgelpfeife 
besondere  Aufmerksamkeit  verwandt  werden. 

Wertheim  wandte  dazu  die  aus  mehreren  Stücken  zusammengesetzte 
Pfeife  (Fig.  258)  an.     Das  erste  Stück  besteht  aus  der  Schraube  c,  passend 


0 


für  die  Mutter  bei  c  im  Behälter  Ä  (Fig.  257)  geschnitten,  in  deren  hmen 
ein  feines  Drahtnetz  angebracht  ist,  um  zu  verhindern,  dass  allenfalls  feste 
im  Wasser  schwebende  Körpertheilchen  in  die  Pfeife  eintreten  können,  ferner 
aus  dem  Mundstücke  d  und  der  Bohre  h ,  an  deren  Ende  sich  der  Schrauben- 
gang h  befindet,  um  daran  die  folgenden  RöhrenstUcke  h  oder  den  Deckel  1: 
anzuschrauben.  Die  beiden  Labien  des  Mundlochs  bestehen  aus  den  Platten 
d  und  e,  welche  mit  den  Klammem  /*  befestigt  werden. 

Man  kann  die  Platten,  welche  die  Labien  bilden,  nicht  sogleich  dnrch 
Löthen  unveränderlich  fest  mit  der  Pfeife  verbinden,  da  di^  Stellung  der 
Labien  von  wesentlichem  Einfluss  auf  die  Leichtigkeit  ist ,  mit  der  die  Pfeife 
anspricht,  und  man  deshalb  durch  den  Versuch  erst  die  Lage  ermitteln  muss, 
bei  der  die  Pfeife  in  den  Flüssigkeiten  tönt.  Für  Flüssigkeiten  muss  im  all- 
gemeinen der  Aufschnitt  weniger  breit  und  lang  sein  als  für  Luft,  das  Lichte 
die  Mündung  des  Fusses  in  der  Pfeife  grösser  und  der  Strom  etwas  mehr 
gegen  das  Innere  der  Pfeife  gerichtet  sein. 

Mit  diesem  Apparate  ist  es  Wertheim  gelungen ,  Orgelpfeifen  unter  Was- 
ser mittels  eines  Wasserstromes  zum  Tönen  zu  bringen,  und  er  fand,  wie  ff 
nach  §.  141  zu  erwarten  ist,  dass  die  Töne  derselben  Reihe  folgen  wie  Iw 
Pfeifen,  welche  mit  Luft  angeblasen  werden.  Bei  offenen  Pfeifen,  nur  diese 
gaben  ein  gutes  Resultat,  waren  die  Töne 


C    c    g    c^     ß| 
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Die  Schwingungszahlcn  allgemein 
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wenn  l  die  Länge  der  Pfeife  bedeutet.    Oder  vielmehr  genauer 

2V^= ^ 

^{l  +  x-^yV 

das  heisst,  es  mussten  dieselben  Berichtigungen  angebracht  werden,  wie» 

den  in  Luft  angeblasenen  Pfeifen. 
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Nach  dem  Bisherigen  hat  c  den  Werth 

Jrin  H  den  Druck  einer  Atmosphäre  in  Metern  Quecksilber,  g  die  Dichtig- 
it  des  Quecksilbers,  fc  die  Compressibilität  des  Wassere  und  s  die  Dichtigkeit 
s  Wassers  bedeutet.   Der  Werth  dieses  Ausdruckes  war  nach  §.  140 

,.,  =  /^  =  1424,5. 

Die  Schwingungszahl  N  des  Gnindtones  einer  offenen  Pfeife  von  der 
Inge  l  sollte  demnach  sein 

^  ~      2/ 

Die  Versuche  von  Wertheim  gaben  indess  einen  viel  kleinem  Werth,  die 
me  wai'en,  tiefer  als  sie  hiemach  sein  sollten  und  zwar  so,  dass  die  beobach- 
:.e  Schwingungszahl  N'  war 

m 

Den  Grund  dieser  Abweichung  werden  wir  im  nächsten  Kapitel  ableiten; 
jr  genüge  die  Bemerkung,  dass  nach  der  Ansicht  von  Wertheim  die  Grösse  c, 
dche  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  dem 
asser  bedeutet ,  hier  einen  andern  Werth  hat  als  den  von  uns  berechneten, 
SS  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  andere  ist  in  FlUssigkeitssäulen, 
iB  in  Orgelpfeifen,  als  in  einer  unbegi'enzten  Flüssigkeit  und  zwar,  dass  die 
3sch windigkeit  c'  in  FlUssigkeitssäulen  gleich  ist 


c 


■  -  /!  '• 


§.  158. 

Von  den  Zungenpfeifen.  Die  gewöhnlichen  Zungenpfeifen  unter- 
beiden  sich  von  den  Labialpfeifen  dadurch,  dass  die  Schwingungen  nicht 
rch  einen  sich  theilenden  Luftstrom,  sondern  ähnlich  wie  bei  der  Sirene 
»"ch  einen  intermittirenden  Luftstrom  erregt  werden.  Die  Zungenpfeife 
ig.  259  und  2G0)  besteht  aus  dem  Mundstück  oder  Rohrwerk  ahcd^  welches 
dem  Fusse  der  Pfeife  F  sich  befindet  und  welches,  wie  Fig.  259  zeigt,  in 
i  Mündung  der  meist  kegelförmig  nach  oben  sich  erweiternden  Röhre  li 
^eingesteckt  ist. 

Das  Rohrwerk  besteht  aus  einem  Halbcylinder  von  starkem  Messing- 
^ch,  der  an  seiner  Basis  bei  a  geschlossen,  oben  jedoch  offen  ist,  Fig.  260. 
^  Schnittfläche  des  Messinghalbcylinders  ist  durch  eine  ebene  Metallplatte 
^eckt,  welche  jedoch  nur  ungefähr  auf  V3  <lcr  Länge  der  Röhre  fest  und 
n  da  ab  frei  beweglich  ist  und  als  schwingende  Zunge  in  die  Höhlung  des 
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CylinUurs  binein  und  hertivs  treten  kann  wie  Fig.  259 ,  oder  die  Oeffoung  des 
C^linders  beim  Hin-  und  Herschwingen  öffnen  und  vorschliesscn  kann  wit 
Fig.  260.    Die  Rohrwerke  der  erstem  Art  mit  durchschlagender  Zunge,  welche 
einen  weniger  rauben  Ton  geben  als  die 
'''"■  *'"■  Bobrwerke  der  Eweit«n  Art  mit  anfechla- 

gendor  Zunge,  mttssen  so  gearbeitet  sein, 
dass  die  Zunge  beim  Eintreten  in  den 
Mesaingcylinder  das  Bobr  vollkommts 
verscbliesst,  ebne  die  Bfinder  der  Tiar- 
ecldgen  Oeffnung  zu  berdbren.  Im  rubra- 
den  Zustande  ist  die  Zunge  bo  gebogen, 
ilass  sie  etwas  von  den  Bändern  der  Oeff- 
nung absteht,  BO  dass  die  Luft  des  Vnsea 
F  mit  derjenigen  im  Innern  des  Hesaing- 
rohres  und  des  Scballbechers'der  BObref 
communicirt.  DerFussf  istrings,  oaswr 
an  der  Durchtrittsstelle  des  Rohres  r, 
welches  den  Luftstrom  aus  dem  Wiad- 
kasten  eintreten  l&sst,  geschlossen,  ffic 
Röhre  Jt  ist  oben  stets  offen,  damit  die 
durch  das  Bobrwerk  eintretende  Lnft  cnt- 
weicben  kann. 

um  die  Zungenpfeife  zum  Tönen  n 
bringen,  setzt  man  nur  das  Rohr  r  uT 
den  Kanal  einer  Windlade  und  lagst  Lnft 
einblasen.  Die  Jn  den  Fuss  der  Pfeift 
itinlretende  Luft  dringt  dann  zunächst  durch  die  von  der  Znnge  gelassot 
Spalte  in  die  Pfeile  ein;  allein  da  nicht  schnell  genug  alle  Luft  durch  dl» 
Spalte  dringen  kann,  verdichtet  sich  dieselbe  im  Fuss  und  treibt  die  Zunge ii 
diu  Rühre  hinein,  so  dass  auf  einen  Augenblick  die  Röhre  ganz  geschloawi 
und  keine  Luft  aus  dem  Fusse  mehr  in  die  Röhre  dringen  kann.  Durcfa  du 
erste  Eindringen  der  Luft  in  die  Röhre  ger&th  nun  die  Luft  in  derselben  ii 
Schwingung  und  die  Zunge  dringt  dann  so  weit  in  die  Röhre  ein,  bis  tha 
eigene  ElasticitSt  und  der  von  der  schwingenden  Bewegung  der  Lufl  is  def 
Röhre  sie  trelTonde  Impuls  sie  KurUcklreibt  und  nun  die  Oefinnng  von  nenen 
frei  l&sst.  Darauf  winl  dann  neuerdings  die  Zunge  an  oder  in  die  Böbre  wi 
wieder  zurückgetrieben  und  dos  Spiel  wiederholt  sich  so  lange  als  der  Luft- 
strom anhält. 

Durch  diese  Vorrichtungen  entstehen  also  Schwingungen  der  Luft  in  dff 
Kiöhn!,  Schwingungen  der  Zunge  und  ebenso  ein  intermittirender  Luftrfn» 
gerade  wie  bei  der  Sirene,  indem  bei  jeder  Oefinnng  des  BofareK  i-in  ha"" 
ström  in  die  Pfeife  dringt.,  bei  jedem  Schlüsse  desselben  der  Strom  oBlff" 
brechen  wii-d. 
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Nach  den  Versuchen  von  Wilhelm  Weber  ^)  sind  es  nun  weder  die  Schwin- 
gungen der  Platte,  welche  den  lauten  und  starken  Ton  der  Zungenpfeife 
geben,  noch  die  Schwingungen  der  Luftsäule,  sondern  die  Stösse  des  inter- 
mittirenden  Luftstromes  wie  bei  der  Sirene ,  der  bei  jeder  Oeffhung  der  Zunge 
in  das  Bohr  eintritt,  bei  jedem  Yerschliessen  des  Bohres  durch  die  Zunge 
unterbrochen  wird.  Die  Zahl  der  Luftstösse  und  somit  die  Tonhöhe  aber  hSngt 
in  der  Pfeife  nur  von  den  Schwingungen  der  Zunge  ab ,  wie  in  der  Sirene  von 
der  Geschvnndigkeit  der  Scheibe,  indem  die  Schwingungen  der  Zunge  es  sind, 
welche  das  Bohr  abwechselnd  öffnen  und  schliessen. 

Die  Schwingungen  der  Platte  werden  aber  ausser  durch  die  Elasticität 
derselben  wesentlich  mit  bestimmt  durch  die  stehenden  Schwingungen  der 
Luftsäule  in  der  Pfeife  R,  durch  den  abwechselnd  zu-  und  abnehmenden 
Druck  der  dort  schwingenden  Luft. 

Dass  diese  Anschauung  von  der  Tonbildung  in  der  Zungenpfeife  die  rich- 
tige ist,  begründet  Weber  durch  folgende  Versuche.  Würde  der  Ton  in  der 
Zungenpfeife  nicht  von  den  Stössen  der  Luft ,  sondern  von  den  Schwingungen 
der  Luftsäule  in  der  Pfeife  oder  den  vereinten  Schwingungen  der  Luft  und 
der  Zunge  erzeugt,  so  müsste  der  Ton  aufhören,  wenn  man  die  Bohre  B 
fortnähme;  man  weiss  aber,  dass  das  nicht  der  Fall  ist.  Bläst  man  das  Bohr- 
werk allein  an,  wie  es  z.  B.  in  der  Mundharmonika  immer  geschieht,  so  ist 
der  Ton  der  Höhe  noch  fast  ganz  derselbe,  seinem  Klange  nach  völlig  der- 
selbe, als  wenn  eine  kurze  Luftsäule  mit  schwingt. 

Dass  der  Ton  nicht  von  den  Schwingungen  der  Platte  herrührt ,  zeigte 
sich  daraus,  dass,  wenn  die  Platte  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  wurde, 
also  ohne  die  Luftstösse  in  Schwingungen  versetzt  wurde,  ein  nur  ganz  schwa- 
cher und  in  unmittelbarer  Nähe  hörbarer  Ton  entstand,  der  keinenfalls  mit 
dem  vollen  und  starken  Tone  der  Zungenpfeife  vergleichbar  war.  Selbst  als 
er  die  Zunge  vor  einer  Bohre  in  Schwingung  versetzte,  in  der  die  stehenden 
Schwingungen  der  Luft  denselben  Ton  gaben  wie  die  Zunge,  fand  Weber  den 
Ton  nur  matt  und  viel  schwächer. 

Also  nur  durch  den  intermittirenden  Luftstrom,  durch  die  von  diesem 
wie  bei  der  Sirene  erzeugten  und  durch  die  umgebende  Luft  fortgepflanzten 
StOsse  entsteht  jener  laute  und  volle  Ton,  welcher  bei  dem  Anblasen  der 
Zungenpfeife  gehört  wird. 

Da  indess  ein  Stoss  nur  beim  Oeffhen  des  Bohres  entsteht,  so  sind  die 
Stösse  mit  den  Schwingungen  der  Zunge  gleichzeitig  und  man  kann  aus  der 
Höhe  des  gehörten  Tones  auf  die  Schwingungszahl  der  Zunge  schliessen  und 
diese  mit  den  Schwingungen  vergleichen,  welche  die  für  sich  schwingende 
Platte  vollführen  würde.  Eine  solche  Vergleichung  beweist  dann  den  zweiton 
Satz  von  Weber,  dass  die  Schwingungen  der  Zunge  bedingt  werden  durch 
die  eigene  Elasticitüt  der  Zunge   und  durch  die  in  der  Bohre  auftretenden 


1)   \V.  Weber,  PoggendorlTs  Annaion.  XVI. 
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stehenden  Schwingungen  der  Luftsäule.  Die  Tonhöhe  und  somit  die  Scbwm- 
gungszahl  der  Platte  wird  nämlich  eine  andere ,  wenn  verschieden  lange  Röh- 
ren mit  der  Zunge  zur  Pfeife  verbunden  sind. 

Um  die  Aenderungen  der  Tonhöhe  zu  erkennen ,  ist  es  nothwendig  zu 
beachten,  dass  die  Pfeife  auf  doppelte  Weise  zum  Tönen  gebracht  werden 
kann,  durch  Blasen  von  unten,  so  dass  also  in  dem  Puss  F  der  Pfeife  die 
Luft  dichter  ist  als  im  Innern  der  Pfeife  und  durch  Saugen  oder  Blasen  von 
oben ,  so  dass  die  Luft  ausserhalb  der  Röhre  im  Pusse  F  der  Pfeife  dünner  i< 
als  innerhalb. 

Der  Vergleich  der  Töne  der  Zung^npfeife  mit  dem  Tone  der  isolirt 
schwingenden  Zunge  ergibt  nun  folgendes. 

1)  Ist  die  Pfeife  so  lang,  dass  die  in  ihr  erregten  stehenden  Sehwingon- 
gen  genau  den  Ton  der  isolirt  schwingenden  Zunge  geben ,  so  wird  durch  den 
Ansatz  der  Pfeife  an  das  Rohr  werk  der  Ton  seiner  Höhe  nach  nicht  wesentlieb 
anders  als  der  Ton  der  isolirt  schwingenden  Zunge.  Es  ist  das  sowohl  der 
Fall ,  wenn  der  Grund  ton  der  Röhre  als  wenn  einer  ihrer  harmonischen  Ober- 
töne mit  dem  Tone  der  Zunge  übereinstimmt.  Ist  also  l  die  Länge  der  B5hre, 
deren  Gnindton  mit  dem  Tone  der  Zunge  gleiche  Höhe  hat,  so  hat  es  der 
zweite  Ton  der  Röhre  2i,  der  dritte  derjenigen  von  der  Länge  3?  u.  s.  f.  Alk 
diese  Röhren,  deren  Länge  l  oder  irgend  ein  Vielfaches  von  l  ist,  ändern  mit 
dem  Rohrwerke  zur  Zungenpfeife  verbunden  die  Höhe  des  Tones,  den  die 
Zunge  für  sich  geben  würde ,  nicht  ab ,  die  Schwingungen  der  Zunge  erfcdgea 
also  unter  vereinigter  Wirkung  der  Elasticität  der  Zunge  und  der  wechselndeo 
Drucke  der  Luft  gerade  so ,  als  bewogte  sie  sich  nur  in  Folge  ihrer  eigena 
Elasticität.  Das  ist  sowohl  der  Fall,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen,  als  wen 
sie  durch  Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird. 

Hat  die  Röhre  aber  irgend  eine  andere  Länge  als  Z,  2/,  3{  ...  so  wird 
die  Tonhöhe  der  Zunge  geändert,  sie  wird  tiefer,  die  Schwingungszahl  klei- 
ner, die  Schwingungsdaucr  grösser,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen  zum  TÖnea 
gebracht  wird,  sie  wird  höher,  die  Schwingungszahl  grösser,  die  Dauer  klei- 
ner, wenn  die  Röhre  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht  wird. 

Setzt  man  eine  kurze  Röhre  an  die  Zunge,  so  wird  beim  Anblasen  tob 
unten  der  Ton  nur  unmerklich  tiefer,  wenn  man  die  Röhre  bis  zu  Vi  ^  ^^ 
längert,  bei  weiterm  Verlängern  wird  er  merklich  tiefer,  bis  die  Länge  der 
Röhre  ^/^l  ist,  bei  noch  weiterm  Verlängern  sinkt  der  Ton  immer  rascher  bis 
y^  /,  fast  ebenso  rasch  als  die  Länge  der  Röhre  zunimmt,  und  zwischen  '/«' 
und  l  sinkt  die  Tonhöhe  der  Verlängerung  proportional.  Ist  die  Länge  der 
Röhre  nahe  l ,  so  ist  der  Ton  fast  eine  Octave  tiefer  als  der  Ton  der  fOr  odi 
schwingenden  Zunge. 

So  fand  Weber  bei  einer  Zunge,  welche  denselben  Ton  gab  als  «b* 
Pfeife  von  195,3  Pariser  Linien  oder  44,1  Centimeter,  nämlich  das  ein- 
gestrichene f/y  folgende  Tonreihe,  als  die  Zunge  mit  Röhren  von  den  dmebrt 
angegebenen  Längen  zur  Pfeife  verbunden  angeblasen  wurde: 
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Zungenpfeifen. 

Länge  der  Röhre 

Ton 

Tiänge  der  RShre 

Ton 

1"    6'"  <  y^l 

9i 

9"  4'"  >  Vj  J 

«i. 

2"    1'"       „ 

9\ 

10"  9'"        „ 

C| 

3"    5'"       „ 

9i 

12"  3'"  >  7^  Z 

ais 

4"    9'"  >  V4  l 

fiSt 

•       13"  S'"      „ 

gis 

6"  11'"       „ 

fi 

14"  T"       „ 

9 

7"  10"'       „ 

«1 

Bei  weiterer  Verlängerung  sprang  4er  Ton  zum  eingestrichenen  g  zurück, 
dass  bei  der  Länge  l  der  Ton  der  Pfeife  wieder  das  eingestrichene  g^  war. 

Wurde  das  Bohr  über  l  hinaus  verlängert,  so  war  zwischen  l  und  21  der 
mg  des  Tones  derselbe,  nur  reichte  die  Vertiefung  viel  weniger  weit.  Die 
ösfite  Vertiefung  nahe  bei  2 1  betrug  eine  Quarte.  Die  von  Weber  beobach- 
ten Töne  waren  folgende : 


Länge  der  Röhre 

Ton 

Länge  der  Röhre 

Ton 

16"  2'"  —  l 

9\ 

27  "           >  V«  l 

«t 

19"  4'"  >1<^UI 

9\ 

28"  10'"  >  V4  l 

diSf 

21"  4'"  >  %« 

fiS\ 

30"    9'"  >  'U  l 

d^ 

24"         >  V,  / 

/•. 

32"           >  V4  J 

d^. 

Bei  einer  Länge  von  etwas  über  21  wurde  zuweilen  noch  ciSi  erhalten, 
ast  sprang  der  Ton  bei  21  wieder  zu  g^  zurück.  Wurde  die  Böhre  von  2/ 
f  31  verlängert,  so  sank  der  Ton  wieder  anfangs  langsamer,  dann  rascher 
i  zur  tiefem  Terz ,  in  den  Weber'schen  Versuchen  bis  zum  eingestrichenen  e, . 

Man  erkennt  darin  ein  bestimmtes  Gesetz,  nach  welchem  die  Tonhöhe 
irch  den  Ansatz  der  Röhren  sich  ändert.  Jedesmal,  nachdem  die  Röhre 
a  l  verlängert  ist,  springt  der  Ton  zurück,  vor  dem  ersten  Sprunge  war  er 
1  eine  Octave,  vor  dem  zweiten  um  eine  Quart,  vor  dem  dritten  um  eine 
^rz  vertieft,  so  dass  also  das  Schwingungsverhältniss  vor  und  nach  dem 
)runge  sich  verhielt 

beim  ersten  Sprunge  wie  1  :  2 
„     zweiten     „  „    3:4 

„     dritten      „  „5:6, 

r  den  folgenden  Sprüngen  würde  er  demnach  so  vertieft  sein ,  dass  die  Töne 
>r  und. nach  dem  Sprunge  sich  verhielten  wie  7:8,  dann  wie  9  :  10  und  so 
jiter.  Für  einige  weitere  Sprünge  bestätigten  die  Versuche  von  Weber  das 
»etz. 

Weber  folgert  aus  diesen  Erscheinungen,  dass  wirklich  die  Luft  14  den 
ingenpfeifen  in  stehende  Schwingungen  geräth.  Denn  zunächst  tritt  es  her- 
>r,  dass  jedesmal  dann,  wenn  die  Röhre  die  Länge  l  oder  ein  Vielfaches 
m  l  besitzt,  die  Schwingungen  der  Röhre  also  mit  denen  der  Zunge  zusammen- 
Uen ,  der  Ton  wieder  seine  ursprüngliche  Höhe  erhält.  Aehnliches  ist  auch 
d  den  übrigen  Tönen  der  Fall ,  auch  dort  bilden  sich  in  der  Röhre  schwin 
inde  Abtheilungen  und  jedesmal ,  wenn  die  Röhre  um  eine  schwingende  Ab- 
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theilung  grösser  geworden  ist,  wird  der  Ton  der  Znngenpfeife  aoeb  wieder 
derselbe,  und  zwar  ist  die  Länge  dieser  schwingenden  Abtheilungen  gleich 
der  Länge  der  in  stehenden  Schwingungen  befindlichen  Luftsäule ,  welche  die 
selbe  Schwingungszahl  haben  wttrde. 

Setzen  wir  nämlich  in  Pariser  Füssen  die  Grösse  c  des  §.  164,   welch« 
uns  durch 

die  Schwingungszahl  der  Luftsäule  einer  offenen  Pfeife  von  der  Länge  { gibt, 

c=  1052, 
so  erhalten  wir  als  Länge  der  Röhre,  welche  den  Ton  g^  gibt,  den  Weber  zu 
388  Schwingungen  in  der  Sekunde  bestimmte , 

Z  =  ^^  =  1,366  Puss  =  193,3  Linien. 

Für  die  tiefem  Töne  bestimmte  Weber  nun  ebenfalls  die  Schwingangs- 
zahlen  und  zugehörigen  Böhrenlängen  und  verglich  dann  die  Längen  d«r 
Zungenpfeifen,  bei  denen  diese  Töne  jedesmal  auftraten.  So  fand  er  z.  E,  das 
ein  Ton  auftrat  von  305  Schwingungen  bei  der  Länge  der  Röhre  87,3  Linien, 
dann  bei  293,0  und  504,0  Linien,  also  jedesmal,  wenn  die  Länge  derBSbre 
um  205,7  und  um  41G,7  Linien  zugenommen  hatte.  Berechnen  wir  nun  iber 
die  Länge  l  der  diesen  Ton  gebenden  offenen  Röhre,  so  wird 

Z  =  ^  =  1,441  Puss  =;  207,6  Linien. 

Die  beobachteten  Längenzunahmen  weichen  von  diesem  berechne  i 
imd  21  nur  um  1,9  und  1,6  Linien  ab,  erstere  ist  um  so  viel  zu  klein,  letdere 
zu  gross. 

Man  sieht  also ,  wie  die  Luftsäule  der  Röhre  in  gleichzeitige  SchwingiD* 
gen  mit  denen  der  Zunge  versetzt  wird ,  indem  jedesmal ,  wenn  die  Länge  der 
Röhre  um  die  Länge  einer  mit  dem  Tone  gleichen  stehenden  Welle  vergritescft 
wird,  derselbe  Ton  wiederkehrt. 

Der  Vorgang  der  Bewegungen  in  den  Zungenpfeifen  wird  durch  di« 
Erfahrungen  so  festgestellt,  wie  wir  ihn  vorhin  aussprachen.  Der  Toniflbii 
her  von  dem  intermittirenden  Luftstrome ,  der  durch  das  abwechselnde  Od- 
nen  und  Schliessen  der  Zunge  hervorgebracht  wird.  Die  Schwingungen  der 
Zunge  werden  aber  bedingt  durch  die  Elasticität  der  Zunge  und  die  mit  da 
Schwingungen  der  Zunge  isochronen  und  synchronen  Schwingungen  der  Loft* 
Säule  in  den  Pfeifen.  Diese  ändern  die  Schwingungdauer  der  Zunge  ab  rai 
bewirken ,  dass  dieselbe  entweder  langsamer  schwingt,  wenn  die  Pfeiie  tt* 
geblasen  wird,  oder  rascher  als  die  Zunge  allein,  wenn  sie  durch  Sangen sbb 
Tönen  gebracht  wird. 

Um  diese  Wechselwirkung  der  schwingenden  tiuftsfiule  und  der  schw* 
genden  Platte  zu  verstehen ,  denken  wir  uns  mit  W.  Weber  ^)  eine  Znngtf' 

1)  W,  Weber,  Poggendorö^B  Annalen.  XVII. 
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pfeife,    wo  die  Zunge  in  einer  zur  Längsaxe  der  Röhre  senkrechten  Platte 
besteht.    Sei  nun  ad  Fig.  261  eine  an  beiden  Seiten  ofifene  Röhre,  deren  Luft- 

Fig.  261. 
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sftnle  in  stehende  Schwingungen  versetzt  ist,  so  dass  bei  or,  ß,  y  Schwingungs- 
knoten  und  bei  a,  &,  r,  d  Schwingungsmaxima  sich  befinden;  bei  m  sei  in 
derselben  eine  Zunge,  welche,  wie  in  den  Zungenpfeifen,  genau  dieselben 
Bewegungen  besitzt,  wie  eine  an  dieser  Stelle  befindliche  Luftschicht,  wenn 
wir  eine  einfache  offene  Röhre  hätten.  Eine  solche  Platte  wird  die  Schwin- 
gungen der  Luft  durchaus  nicht  stören,  wenn  sie  unserer  Annahme  gemäss 
wegen  ihrer  eigenen  Elasticität  und  wegen  des,  sie  gerade  so  wie  eine  dort 
befindliche  Luftschicht  treffenden,  Druckes  der  mitschwingenden  Luft  genau 
dieselbe  Bewegung  besitzt,  als  eine  dort  befindliche  Luftschicht.  Wenn  aber 
eine  solche  Platte  sich  in  m  befindet,  so  kann  die  Luft  sowohl  in  dem  Röhren- 
atücke  md  gerade  so  schwingen  als  vorher ,  wenn  das  Röhrenstück  nm  ganz 
fortgenommen  ist  und  die  Platte  m  die  Rolle  einer  Zunge  in  der  Zungenpfeife 
spielt,  als  auch  in  der  Röhre  iiMiy  wenn  das  Stück  md  ganz  fortgenommen 
W"ird.  Diese  beiden  Zungenpfeifen  werden  dann  genau  denselben  Ton  geben, 
da  die  Schwingungen  in  beiden  gleich  sind,  obwohl  sie  verschiedene  Längen 
haben;  die  Pfeife  ma  aber  nur,  wenn  sie  von  innen,  die  Pfeife  wd,  wenn  sie 
Von  aussen  angeblasen  wird. 

In  den  Schwingungsknoten  der  stehenden  Schwingungen  ist  die  Luft 
immerfort  in  Ruhe,  in  den  Längen  uß  . .  hat  die  Luft  eine  hin  und  her  gehende 
Bewegung,  so  dass  sie  z.  B.  zugleich  von  or  und  y  sich  nach  ß  und  in  der 
lolgenden  Zeit  von  ß  nach  a  und  y  hin  bewegt.  Dabei  haben  dann  die  Theil- 
i^len  a,  &,  c,  d  die  schnellste  Bewegung  und  die  grössten  Excursionen,  in 
^ ,  j3  und  y  dagegen  treten  abwechselnd  Verdichtungen  und  Verdünnungen 
Acr  Lnfb  ein. 

Wenn  wir  nun  statt  der  ganzen  Röhre  od  nur  das  mit  der  Zunge  m  ver- 
BK^ossene  Stück  md  nehmen ,  so  muss ,  wenn  die  Bewegung  genau  so  bleiben 
i^cD  wie  vorher,  durch  Anbringen  der  Zunge  also  keine  Aenderung  stattfinden 
e*qI1,  die' Zunge  m  nach  aussen  schwingen,  wenn  die  Lufbtheilchen  zwischen  m 
*siid  y  nach  aussen  schwingen ,  wenn  also  bei  nicht  vorhandener  Zunge  bei  ß 
^üie  Verdichtung  einträte ;  dagegen  nach  innen ,  das  heisst  sie  muss  die  Röhre 
^«rschließsen ,  wenn  die  Luft  zwischen  m  und  y  nach  innen  schwingt,  also 
**«i  y  eine  Verdichtung  eintreten  würde. 

Wenn  wir  dagegen  das  mit  der  Zunge  m  verschlossene  Röhrenstück  ma 
^hmen,  so  bewegt  sich  dort  die  Zunge  nach  aussen,  das  heisst  sie  öffnet  die 
^Öhre,  wenn  bei  ß  und  auf  der  Strecke  /3c  eine  Verdünnung  eintritt,  indem 
^^ch  dann  die  Schwingungen  der  Platte  mit  denen  der  durch  sie  ersetzten 
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Liifbächlcht  gleich  :^ein  mQsseu.  Im  ersten  Falle  öfiiiet  sich  daher  die  Zange, 
wenn  vor  ihr  bei  ß  and  in  ihrer  ganzen  Umgebung,  da  auch  die  Strecke  cf 
dann  vHriiichcet  wird,  eine  Verdichtung  eintritt;  im  zweiten  Falle  aber,  wem 
die  Luftcchwingungen  verdOnnend  sind,  wenn  bei  m  eine  YerdQnnung  der 
Lutt  einen  ct. 

Wenn  wir  nun  eine  Zungenpfeife  anblasen,  das  heisst  die  Luft  in  den 
Beüulter  äe:^  Fu:«;^?^  F  verdichten,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass  die  Pfeife 
<uü  verualten  uiusä  wie  die  Röhre  tyd,  dass  die  B5hre  sich  öffnen  muss,  wen 
iit>  >.-hwin|Cun^n  der  Luft  in  der  Nähe  der  Platte  verdichtende  sind,  den 
vvt'uu  iie  :k'uw*n^ungen  in  der  Pfeife  md  ganz  dieselben  sein  sollen  wieindff 
.-dfvuvu  FteitV*  rd\  ;^o  mu&s  die  die  Zunge  umgebende  Luft  sich  gerade  so  Ter 
'uiitcQ.  \«*e  iie  an  ihrer  Stelle  befindliche  Luft  in  der  offenen  Pfeife. 

':^lafrt*u  wir  :iber  die  Pfeife  von  innen  an  oder  bringen  wir  sie  durch  Su- 
aivu  :.uut  t'*3a«.'Q.  vta:>  heL^;^t  machen  wir  die  Luft  im  Behälter  des  Fusses  dflncr 
kls^  -111  *:uicnt  Jer  t^iie«  so  muss  die  Oef&iung  der  Pfeife  mit  einer  Ter 
iiUuivuvLtit  >v'aw*ji^:un^  der  Luftsäule  zusammenfallen,  die  Luft  mnss,  yn 
*<i  itm  '4Xit  itr  Ldn^  verbundenen  Rohrenstücke  ttia,  in  der  Umgebung  dff 
'.uu^*  iUniMr  ^«nien.  sie  muss  sieh  von  dem  Schwingungsknoten  ß  Mr 
.•«.^v^tt«  ^n<im  iie  £un^  die  Röhrv  öffnet.  Denn  auch  hier  wieder  muss  & 
*..ait  u  iv'c  Vui^'buo^  der  Zunge  sich  gerade  so  verhalten,  wie  in  aBdercr 
'.>(uü*  ni ,  vkvtui  iie  Zungv*  m  die  Pfeife  mki  abschliessen  und  die  Beir^gia| 
.iv\ä  iiv  .>:*u*.'cv  blei*>fB  soll. 

^^x  x'^i  i>l>v.  iänuis .  diss «   wenn  eine  Zangenpfeife  durch  Blasen  zn 
V'.u4'&%vacu  ^cckra:  wird,  im  Innern  der  Pfeife  der  Zunge  ein  SchwinguiV- 
ti.i.viitaut  iviSik-ass  liegt,  wenn  aber  durch  Sangen,  ein  Schwingnngsknotai 
ivt  ^\iix^\f  ^undcost  liegt. 

Pice«'  Folgerung  hat  Weber  durch  folgende  beiden  ErfahrungsäU»  U- 

1 )  Bei  einer  angeblasenen  Pfeife  bestens  die  Lnfts&ule  der  Pfeife  tf 
ointT  beliebigen  Anzahl  stehender  Wellen  plns  einem  Reste,  der  grOsso'iii 
Null,  aber  kleiner  als  eine  halbe  stehende  Welle  ist 

2)  Bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen  gebrachten  Znngenpfeife  heiHM 
die  schwingende  Luftsäule  aus  einer  beliebigen  Aniahl  ganzer  stehender  Welkt 
plus  einem  Beste,  der  grösser  als  eine  halbe,  aber  kleiner  als  eine  jvueii»' 
hüude  Welle  ist. 

Da  nun  immer  an  dem  obem  offenen  Ende  der  Pfeife  bei  a  oder  d  «fl 
Hohwingungsmaximum  sich  befindet,  so  folgt  ans  diesen  beiden  SStien  ^ 
vorige  Folgerung ,  bei  einer  angeblasenen  Pfeife  befindet  sich  zunächst  bei  dff 
Znnge  ein  Schwingungsmaximum,  bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen  gebiefli^ 
im  ein  Schwingungsknoten. 

Einen  Zahlenbeleg  fCb-  den  ersten  Er&hrungssatE  haben  wir  bereits  ob« 
Igetheilt. 
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Die  Zungenpfeife  gab  beim  Anblasen  einen  Ton  von  365  Schwingungen 
einer  Pfeifenlänge 

l  =  87,3  Linien  =  0  .  207,6  +  87,3 
l  =  29S  „  =  1  .  207,5  +  85,5 
i  =  504         „      =  2  .  207,5  +  89. 

Jedesmal  bleibt  ein  Best,  der  kleiner  ist  als  103,75  der  Länge  einer 
)en  stehenden  Welle. 

Ans  dieser  Art ,  wie  die  Schwingungen  der  Luft  mit  denen  der  Platte  zu- 
imentreffen ,  folgt  nun  auch ,  dass  die  Schwingungen  der  Zunge  beim  An- 
)en  langsamer ,  der  Ton  also  tiefer ,  beim  Ansaugen  aber  rascher ,  der  Ton 
Pfeife  abo  höher  werden  muss. 

Beim  Anblasen  ist  nämlich ,  wenn  die  Zunge  gegen  das  Innere  der  Pfeife 
«ringt,  die  Endabtheilung  der  schwingenden  Luft  in  jenem  Best  verdünnt; 
beschleunigt  daher  die  Zunge  nach  dem  Innern  der  Pfeife^,  während  die 
me  Elasticität  der  Zunge  derselben ,  da  sie  nach  innen  zu  von  ihrer  Gleich- 
ichtslage  sich  entfernt  hat,  eine  Beschleunigung  nach  aussen  ertheilt.  Die 
dünnong  der  Luft  in  der  Bohre  hält  folglich  einem  Theile  der  Elasticität 
Zunge  das  Gleichgewicht.  Während  die  Zunge  nach  aussen  schwingt,  ist 
Endabtheilung  der  Luft  verdichtet,  sie  beschleunigt  daher  die  Zunge  nach 
sen,  während  die  Elasticität  der  Zunge  die  Platte  wieder  nach  der  entgegen- 
atzten  Bichtung  beschleunigt;  also  auch  hier  wieder  wirkt  der  Luftdruck 
Elasticität  der  Platte  entgegen. 

Da  also  der  Einfluss  der  schwingenden  Luftsäule  der  Elasticität  der  Platte 
^egenwirkt,  so  schwingt  die  Platte  langsamer,  gerade  so,  als  wenn  ihre 
sticität  vermindert  wäre.  Der  Ton  der  Zungenpfeife  ist  daher  stets  tiefer 
der  der  isolirt  schwingenden  Zunge  und  kann  höchstens ,  wenn  die  Zunge 

gerade  an  der  Stelle  des  Schwingungsmaximums  befindet,  wo  die  Luft  eine 
und  her  gehende  Bewegung  ohne  Verdichtung  oder  Verdünnung  besitzt, 
Tonhöhe  der  isolirt  schwingenden  Platte  erhalten. 

Wird  die  Pfeife  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht,  so  ist  die  End- 
leilnng  der  schwingenden  Luftsäule,  wenn  die  Zunge  nach  innen  sich  von 
r  Gleichgewichtslage  entfernt  hat,  verdichtet,  und  zwar  am  meisten,  wenn 
Zunge  gerade  ihre  äusserste  Stellung  nach  innen  erreicht  hat.  Zugleich 
ben  sie  also  der  Druck  der  verdichteten  Luft  und  ihre  eigene  Elasticität 
li  aussen  hin ;  die  Wirkung  der  Luft  kommt  also  mit  der  einer  Vermehrung 

Elasticität  der  Zunge  überein.  Dasselbe  ist  bei  der  Abweichung  der 
ge  von  ihrer  Gleichgewichtslage  nach  aussen  der  Fall.  Die  Luft  ist  dann 
ler  Endabtheilung  verdünnt ,  und  zwar  am  meisten ,  wenn  die  Platte  ihre 
lerste  Lage  nach  aussen  erreicht  hat.  Auch  dort  treibt  dann  sowohl  der 
ck  der  Luft  als  die  Elasticität  der  Zunge  dieselbe  zurück ;  der  Druck  der 
t  wirkt  also  wieder  wie  eine  Vermehrung  der  Elasticität  der  Zunge. 

Die  Schwingungen  der  Zunge  müssen  also  in  diesem  Falle  rascher,  der 

höhuf  sein  als  der  der  isolirt  schwingenden  Zunge.    Die  Grenze  ist  wie 
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der  die  Tonhöhe  der  Zunge ,  wenn  sie  gerade  an  der  Stelle  eines  SchwingoDgs- 
maximum  sich  hefindet. 

Je  näher  nun  die  Zunge  ^inem  Schwingungsknoten  rückt,  um  so  grösser 
ist  der  Einfluss  der  Luft,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  an  der 
Platte  immer  grösser  werden.  Wenn  man  nun  die  Länge  der  BGhre  ver- 
grössert,  so  rückt  dadurch  in  heidon  fallen  die  Platte  dem  Schwingungsknotei 
näher,  der  Ton  muss  sich  beim  Anblasen  von  unten  daher  vertiefen,  bis  die 
Pfeife  sich  soweit  verlängert  hat ,  dass  sie  wieder  ein  Vielfaches  der  Wellen- 
länge des  ursprünglichen  Tones  ist;  dann  thcilt  sie  sich  wieder  in  schwingende 
dem  Tone  der  Zunge  entsprechende  Abtheilungen  und  an  der  Zange  büdet 
sich  wieder  ein  Schwingungsmaximum. 

Wir  müssen  uns  begnügen,  soweit  die  Aendorung  der  Tonhöhe  nack- 
gewiesen  zu  haben;  die  Grösse  derselben,  wie  sie  sich  aus  Weber's  Versuchen 
ergibt,  lässt  sich  ohne  die  vollständige  Theorie  von  Weber,  die  uns  hier  zn 
weit  führen  würde,  nicht  ableiten. 

Während  bei  den  bisher  besprochenen  Zungen  durch  den  Einfluss  der  in 
der  Röhre  schwingenden  Luftsäule  der  Ton  der  freien  Zunge  nur  mehr  oder 
weniger  modificirt  wird ,  hängt  bei  einer  andern  Gattung  von  Zangen  der  Tot 
lediglich  von  den  Schwingungen  der  mit  Hülfe  der  Zungen  bewegten  LaftsiBk 
ab ,  bei  den  sogenannten  weichen  Zungen.  Weiche  Zungen  sind  die  ans  elasti- 
schen llohrplatten  geschnitzten  Zungen  der  Holzblaseinstmmente ,  Qarinette, 
Oboe  und  Fagott ,  sowie  die  zur  Tonerzeugung  der  BlechblaseinstranieBte  be- 
nutzten menschlichen  Lippen.  Die  Clarinette  hat  eine  breite  Zonge,  welche 
im  Mundstücke  derselben  ähnlich  befestigt  ist,  wie  die  Zungen  in  den  Bohr 
werken  der  Zungenpfeifen,  Oboe  und  Fagott  haben  zwei  Zungen,  welche  im 
Ende  des  Mundstückes  einander  gegenüber  gestellt  and  nar  durch  einen 
schmalen  Spalt  von  einander  getrennt  sind.  Bläst  man  hinein,  so  wird  der 
Spalt  durch  den  Druck  der  im  Munde  zusammengepressten  Luft  abwechscbd 
geschlossen,  abwechselnd  durch  die  Elasticität  der  Zungen  geöffnet,  and  dieser 
interinittirendc  Luftstrom  erzeugt  die  Schwingimgen  in  den  mit  den  Zungen 
verbundenen  Röhren,  die  wir  dann  als  Ton  wahrnehmen. 

Bei  den  Blcchblaseinstrumenten  wird  die  schwingende  Bewegung  der  Lnft 
an  dem  Mundstücke  durch  rasch  folgendos  abwechselndes  Schliessen  und  Oeff- 
nen  der  Lippen  erzeugt.   Das  Mundstück  hat  dort  eine  trichterförmige  Gestalt 
(Fig.  2(>2).    Die  Lippen  des  Bläsers  liegen  in  der  obem  Höhlung  und  sind  im 
Fig.  •-'»;-'.  Ruhezustande  geschlossen.     Durch  den  Druck   der  in  der 

Mundhöhle  angesammelten  Luft  werden  sie  dann  geC^finet, 
und  der  Luftstrom  dringt  in  das  Instrument.  Ist  eine  ge- 
ringe Menge  Luft  aus  dem  Munde  entwichen,  so  schliessen 
.sich  die  Lippen  wieder,  da  die  Spimnung  der  Luft  dann  kleiner  geworden  i^1- 
l>a  dann  die  Luft  keinen  Ausweg  hat,  öffnet  ihr  Druck  die  Lip|ion  wieder, 
und  si>  crnouert  sich  dik>  Spiel  der  Lippen  immerfort.     Der  inter^ttirendf 
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Luftstrom  erzeugt  in  dorn  Bohro  stehende  Schwingungen,  und  diese  sind  es 
dann,  die  wir  als  Ton  wahrnehmen. 

Damit  tiun  aber  diese  stehenden  Schwingungen  existiren  können ,  müssen 
die  Stösso  bei  den  Holz-  und  Blechblaseinstrumenten  in  derselben  Periode 
erfolgen ,  es  müssen  also  die  Zungen  mit  denselben  isochron  schwingen.    Die 
•  Schwingungen  der  weichen  Zungen  hängen  nun  nach  der  von  Helmholtz  *) 
entwickelten  Theorie  derselben  nicht  wesentlich  von  der  Elasticität  der  Zungen 
ab,  sondern  von  der  in  der  Röhre  schwingenden  Luft,  sie  schwingen  mit  der 
Luftsäule  isochron ,  wenn  der  durch  die  in  der  Tiefe  des  Rohres  vorhandenen 
Luftwellen  bewirkte  Wechsel  des  Luftdruckes  hinreichend  ist,  um  die  Zungen 
in  eine  schwingende  Bewegung  zu  vorsetzen.   In  einer  schwingenden  Luftsäule 
ist  aber  der  Druck  Wechsel  am  grössten  in  den  Schwingungsknoton,   wie  an 
dem  geschlossenen  Ende  einer  gedeckten  Pfeife ;  deshalb  gibt  eine  solche  mit 
einer  weichen  Zunge  versehene  Röhre  diejenigen  Töne,   welche  die  Röhre 
geben  würde,  wenn  sie  an  der  Stelle  der  Zunge  geschlossen  und  unten  an- 
geblasen würde. 

Befindet  sich  doshalb  die  Zunge,  wie  bei  der  Clarinetto,  an  dem  einen 
£ndc  eines  cylindrischen  engen  Rohres,  so  sind  die  Töne  der  Grundton  der 
Bohre,  die  Quint  seiner  Octave,  die  Terz  der  folgenden  Octave  u.  s.  f.,  wie 
bei  einer  gedeckten  Pfeife  derselben  Länge.  Man  kann  alle  die  Töne  erzeugen, 
indem  man  das  Rohr  in  verschiedener  Stärke  anbläst. 

Ist  das  Rohr  kegelförmig,  so  ist  die  Reihe  der  Töne  eine  andere.  Für  an 
beiden  Seiten  offene  konische  Röhren,  oder  für  solche,  welche  vollständige 
Kegel  und  an  der  Spitze  geschlossen  sind,  ergibt  sich  sowohl  aus  den  Ver- 
suchen Zanuniner's  ^)  als  aus  der  Theorie  von  Helmholtz  ^),  dass  die  in  ihnen 
möglichen  Töne  genau  übereinstimmen  mit  denen  einer  ihnen  an  Länge  genau 
gleichen  offenen  cylindrischen  Röhre.  Ist  dagegen  da»  Rohr  ein  abgestumpfter 
Kegel,  und  die  schmalere  Fläche  verschlossen,  so  stimmt  die  Reihe  der  Töne 
weder  mit  der  einer  offenen  noch  mit  der  einer  gedeckten  Pfeife  überein,  sie 
nähert  sich  derjenigen  einer  offenen  Pfeife  indess  um  so  mehr,  je  kleiner  das 
Stück  ist,  welches  au  einem  vollständigen  Kegel  fehlt.  Die  Tonreihe  lässt 
sich  dann  nur  durch  eine  transcendente  Gleichung  berechnen.  Ganz  ebenso 
verhält  es  sich  nun  mit  den  kegelförmigen  Röhren,  die  mit  Zungen  versehen 
sind,  also  mit  Oboe  und  den  Blechblaseinstrumenten.  Setzt  man  die  Länge 
des  Rohres  l  und  die  an  derselben  anzubringende  Correction  für  das  untere 
offene  Ende  a ,  so  erhält  man  die  Schwingungszahlen  n  aus  der  Gleichung 

,         2nn  (l  +  ä)              2nnr 
tang .-^ -^, 

worin  r  der  Abstand  der  Zunge  von  der  ideellen  Spitze  dos  Kegels  und  c  die 


1)' Helmholtz,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXIV. 

2)  Zamminer,  Poggend.  Annal.  Bd.  XCVII. 

3}  IlelmhoUz,  Poggend.  AnnaL  Bd.  CXIV.  Tonompfindungen.  p.  580. 
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Geschwindigkeit  des  Schalles  bedeutet*).  Um  die  entstehenden  Töne  zu  flber- 
sehen ,  geben  wir  im  Folgenden  die  Reihenfolge ,  welche  Helmholtz  f&r  eine 
konische  Rölire  von  Zink  beobachtet  und  berechnet  hat,  deren  Länge  122,7 
oder  mit  der  Correction  124,77  Cm.  war,  der^n  untere  Oe&ung  5,5,  derai 
obere  0,7  Cm.  war,  für  welche  also  r,  der  Abstand  des  obem  Endes  Yon  der 
ideellen  Spitze  des  Kegels  18*™,2  war. 

Die  Tabelle  gibt  die  Wellenlängen ,  also  die  Werthe  —  und  daneben  die 

Länge  der  offenen  oder  gedeckten  Pfeife ,  in  welchen  der  betreffende  Ton  ak 
Grund-  oder  Oberton  bestehen  kann. 


Ton 


Wellenlänge 


Länge  der  entsprechenden 
Pfeife 

offen  I  gedeekt 


1 

2 
3 
4 
5 

7 

8 
9 


H  — 

h  —  . 


ff2 


c 


3 


dis^ 


283,61 

141,80 

70,90 

139,83 

139,84 

104,88 

91,81 

137,71 

114,76 

67,94 

135,88 

118,89 

53,76 

134,39 

120,95 

44,40 

133,21 

122,11 

37,79 

132,26 

122,82 

32,87 

131,50 

123,28 

29,22 

131,47 

124,17 

Die*  in  den  beiden  letzten  Spalten  gemachten  Angaben  sind  so  zu  Ter- 
stehen ,  dass  die  in  einer  Horizontalreihe  angegebene  Pfeifpnlänge  den  in  der- 
selben Reihe  angegebenen  Ton  als  den  sovielten  Oberton  hat,  als  dieser  Tos 
der  Oberton  in  der  Zungenpfeife  ist.  JBine  offene  Pfeife  z.  B.,  deren  LSnge 
134<^'",30  ist,  gibt  als  fünften  Ton  dasselbe  Ji$2>  welches  als  fünfter  Ton  in 
der  Zungenpfeife  entsteht,  und  ebenso  würde  es  der  fünfte  Ton  einer  ge- 
deckten Pfeife  von  120^™,95  Länge  sein,  also  neunmal  soviel  Schwingonga 
haben,  wie  der  Grundton  einer  solchen  Pfeife. 

Wie  man  sieht,  Vürden  bei  dieser  B5hre  die  ersten  Töne,  wenn  man  dk 
Reihe  als  diejenige  einer  offenen  Pfeife  betrachten  wollte ,  g^^n  die  späten 
viel  zu  tief  sein,  erst  die  letzten  würde  man  als  einer  offenen  Pfeife  angebQrig 
betrachten  können ,  deren  Länge  dann  aber  grösser  ist  als  die  der  koniscken 
Röhre  und  kleiner  als  die  Länge  des  ganzen  Kegels.  Andererseits  kann  mas 
die  letzten  Töne  als  jene  einer  gedeckten  Pfeife  auffEiSsen,  deren  Länge  gleidi 
jener  der  konischen  Röhre  ist. 

Je  kleiner  übrigens  der  Werth  von  r  ist,  das  heisst,  je  näher  die  Zange 
sich  der  Spitze  des  Kegels  befindet,  um  so  näher  rückt  die  Reihe  der  T&e 


1)  HdmhoUz,  Poggend.  AnnaL  Bd.  CXIV.  p.  326. 
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denen  einer  ofifenen  Pfeife ,  welche  sie  auch  nach  der  Gleichung  für  r  =  0 
erreicht,  denn  die  Werthe,  für  welche 

2nn  (l  4-  a) 


tang 


c  ' 


Bind 


2n 


(/  +  a)  =  l,  2,  3 


Fig.  ißS. 


also  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen.  Ist  r  klein ,  so  kann  man  die  Tonreihe 
als  jene  einer  offenen  Pfeife  betrachten ,  deren  erste  Töne  gegen  die  folgenden 
etwas  zu  tief  sind. 

§.  159. 

Die  Blaseinstrumente.  Die  sSmmtlichen  Blaseinstrumente  lassen  sich 
als  Anwendungen  der  Labialpfeifen  und  Zungenpfeifen  betrachten.  Die  Orgel- 
pfeifen sind  geradezu  solche  Apparate,  das  Flageolet  und  die  Flöten  sind 
Labialpfeifen,  die  Harmonika  und  das  Aeolodicon  Zungen  ohne  Pfeifen,  die 
Clarinetten,  Bassethömer,  Oboen,  Fagotte  sind  Zungenpfeifen  mit  weichen 
Zungen ,  Clarinetten  und  Bassethom  mit  cjlindrischem ,  Oboe  und  Fagott  mit 
kegelförmigem  Ansatzrohr,  bei  denen  die  Zunge  der  Spitze  des  Kegels  sehr 
nahe  liegt;  die  Erzeugung  des  Tones,  ist  daher  bei  allen  diesen 
Instrumenten  nach  dem  Vorigen  klar. 

Wir  haben  nur  Einiges  hinzuzusetzen,  um  die  Mittel  zu  er- 
klären, durch  welche  man  auf  diesen  Listrumenten  anstatt  des 
Omndtones  und  der  harmonischen  Töne  eine  ausgedehnte  Reihe 
Ton  Tönen  erzeugt. 

Wenn  man  in  die  Wand  einer  Pfeife  (Fig.  263)  an  irgend 
einer  Stelle  ein  Loch  einbohrt,  so  kann  an  dieser  Stelle  die  Luft 
aach  nach  andern  Richtungen  als  nach  der  Längsaxe  der  Röhre  bei 
einer  ankommenden  Bewegung  entweichen ,  es  tritt  demnach  auch 
dort  eine  Reflexion  ein  wie  an  dem  Ende  einer  offenen  Pfeife;  es 
muss  bei  stehenden  Schwingungen  dort  sich  ein  Schwingungs- 
maximum  bilden.  Blasen  wir  eine  offene  Pfeife  so  an,  dass  sie 
ihren  zweiten  Ton  gibt,  also  mit  zwei  Knoten,  jeder  74  '^om  Ende 
der  Röhren  und  einem  Schwingungsmaximum  in  der  Mitte,  so  vrird 
68  demnach  keine  Aenderung  in  dem  Tone  der  Pfeife  machen, 
wenn  wir  in  der  Mitte  der  Wand  eine  Oe&iung  herstellen ,  da  sich 
dort  schon  ein  Schwingungsmaximum  befindet.  Durch  die  Oeff- 
nung  in  der  Wand  wird  die  Pfeife  gewissermassen  halbirt  und  der 
Ton  wird  der  Grundton  dieser  halb  so  langen  Pfeife.  Oeffnen  wir 
dagegen  die  Pfeife  bei  a  oder  an  der  Stelle  des  untern  Schwingungsknotens 
bei  e  Fig.  263 ,  so  muss  jetzt  an  diesen  Stellen  ein  Schwingungsmaximum  ent- 
stehen und  der  Ton  springt  in  die  höhere  Octave  über,  die  Luftsäule  zerlogt 
sich  in  sechs  schwingende  Abtheilungen,  deren  Knoten  Vg»  %>  "V3»  Vs  ^®' 
Länge  der  Röhre  von  dem  Boden  der  Pfeife  entfernt  sind. 
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Ebenso  würde  eine  A^idcrung  des  Tones  entstehen  müssen,  wenn  wir 
an  irgend  einer  andern  Stelle  der  Wand  ausser  bei  h  eine  Oe&ung  anbringen, 
da  stets  an  dieser  Stelle  ein  Schwingiingrimaiiinnm  eintreten  muss,  die  Länge 
der  schwingenden  Abtheiliingen  also  geändert  wird.  Je  nach  der  Stelle  der 
Oefi&iung  wird  dann  der  Ton  ein  anderer. 

Ganz  dasselbe  ist  der  Fall ,  wenn  wir  durch  verändertes  Anblasen  einen 
der  andern  Töne  der  Pfeife  hervorbringen;  auch  dann  wird  eine  angebrachte 
Oeffhung  im  Allgemeinen  den  Ton  ändern  und  durch  eine  OefTnung  an  einer 
bestimmten  Stelle  köimen  wir  einen  bestimmten  Ton  hervorrufen.  Diesen 
Kunstgriff  wendet  man  bei  den  meisten  Blaseinstrumenten  an,  um  eine  be- 
stimmte Tonreihe  zu  erhalten,  sowohl  bei  den  Flöten  als  den  Zungeninstni- 
menten,  den  Clarinetten  etc. 

Haben  wir  zum  Beispiel  eine  Flöte ,  deren  Bohr  als  Grundton  den  Ton  (^, 
angibt  und  versehen  wir  dieselbe  in  passenden  Abständen  mit  sechs  Oeffhungen 
von  ihrem  Ende  zur  Mundöffnung  hin,  so  wird  die  Flöte  beim  Verschlösse 
aller  der  Löcher  den  Ton  dj  geben;  Öffnen  wir  sie  nun  nach  und  nach,  so 
werden  wir  dadurch  die  Beihe  der  Töne  e| ,  /*)  >  <7| ,  Oj ,  A, ,  C3  erhalten  können. 

Um  z.  B.  den  Ton  a^  zu  erhalten ,  bedarf  es  nicht  einmal  einer  Oeffimng 
der  weiter  von  dem  Mundloch  entfernten  Löcher,  bleiben  die  drei  letzten 
Löcher^geschlossen  und  wir  ö&en  nur  das  dritte  Loch ,  von  der  Mundöfinong 
an  gerechnet,  so  muss  schon  der  Ton  a^  entstehen. 

Durch  verstärktes  Anblasen  erhalten  wir  dann  bei  geschlossenen  Löchern 
den  zweiten  Ton  der  Bohre  dj,  und  bei  reihen  weiser  Oefinung  erhalten  wir 
dann  die  Octaven  der  vorigen  Töne  Cj,  f2  u.  s.  w.  Werden  dann  noch  weitere 
Oeffhungen  oder  Klappen  zwischen  den  vorigen  angebracht,  um  die  erhöhten 
oder  vertieften  Töne  dis^  fis  ..  zu  erzeugen,  so  sind  wir  im  Stande ,  mit  diesem 
Instrumente  die  Töne  der  chromatischen  Tonleiter  durch  die  zwei  Octaven  d^ 
bis  (I3  und  andere  höhere  Töne  zu  erzeugen. 

Bei  den  Blechblaseinstrumenten,  Trompete,  Hom,  Posaune  hat  man 
diese  Hülfsmittel  der  Tonerhöhung  nicht,  sie  sind  deshalb  auf  ihre  natfir- 
liehen  Töne  beschränkt.  Da  diese  Instrumente  aus  langen  kegelförmigen  Boh- 
ren bestehen ,  bei  welchen  das  Mundstück  der  Spitze  des  Kegels  ziemlich  nahe 
liegt,  so  ist  die  Tonreihe  dieser  Instrumente  sehr  nahe  derjenigen  einer  offe- 
nen Pfeife  gleich.  Um  die  verschiedenen  hohen  Töne  hervorzubringen,  hat 
der  Bläser  hier  nur  das  Mittel,  die  Stärke  des  Luftstromes  und  damit  die 
Schnelligkeit,  mit  denen  die  Oofoungen  des  Mundes  sich  folgen ,  zu  ändern. 
Je  stärker  der  Luftdruck  ist,  um  so  rascher  folgen  sich  die  einzelnen  Stösäc, 
ein  um  so  höherer  Ton  tritt  aus  dem  Instrumente  hervor.  Die  Kunst  des  BU* 
sers  ist  es,  die  betreffenden  Drucke  für  die  einzelnen  Töne  im  Gefühl  zu  haben 
und  hervorzubringen. 

Um  eine  grosso  Anzahl  von  Tönen  auf  diesen  Instrumenten  zu  habei) 
macht  man  sie  sehr  lang  und  gibt  ihnen  nur  eine  kleine  Weite,  da  die  Erfah- 
rung gelehrt  hat,  dass  die  engen  Bohren  leichter  ansprechen.    Das  Hörn  hat 
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nach  Zamminer  eine  Länge  von  27  Fuss,  sein  Grundton  ist  daher  ^^-2,  und 
die  Reihe  der  Töne  ist 


1    CS_2 

9/-, 

17  e^ 

2    €S-.i 

10^, 

18  f. 

3  b-i 

11  as^-\- 

19  ^^2  + 

4  es 

12  6, 

20  g. 

^g 

13  Ä,  + 

21  <7m- 

6  h 

14  c,  + 

22  osj  + 

7  (ksi  — 

15  d^ 

23  flj    + 

8  eSt 

16  cs^ 

24  ho 

Die  ersten  beiden  Töne  werden  nicht  gebraucht,  in  den  hohem  Lagen 
sieht  man,  liegen  die  Töne  ziemlich  nahe  beisammen,  sie  sind  indess  zum 
TheU  höher  als  die  hingeschriebenen.  Um  diese  Töne  brauchbar  zu  machen, 
wendet  man  dieselbe  Art  des  Stimmens  an ,  wie  bei  den  offenen  Pfeifen ,  man 
macht  die  Instrumente  zu  theilwois  gedeckten ,  indem  der  Spieler  die  geballte 
Faust  in  die  trichterförmige  Erweiterung  bringt.  Bei  den  Posaunen  helfen  die 
Auszüge  des  Rohres  nach,  die  gleichzeitig  den  Zweck  haben,  die  Instrumente 
in  verschiedenen  Tonarten  brauchen  zu  können.  Bei.  den  Hörnern  erreicht 
man  letzteres  durch  Einschieben  von  Röhrenstücken  in  die  Windungen. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  auch  an  den  Blechinstrumenten  Klappen  zur 
Veränderung  der  Tonhöhe  angebracht,  der  Klang  solcher  Instrumente  hat  in- 
dess eine  viel  geringere  Fülle. 

Die  Klänge  der  Zungeninstrumente  sind  viel  schärfer  als  jene  der  Labial- 
pfoifen  und  Streichinstrumente,  da  in  ihnen  wegen  der  scharfen  Discontinuität 
bei  der  Tonerzeugung,  der  einzelnen  durch  den  Schluss  der  Zungen  unter- 
brochenen Stösse ,  viel  mehr  und  höhere  ObertÖne  vorhanden  sind.  Die  schärf- 
sten Klänge  haben  die  Blechblaseinstrumente,  da  in  diesen  die  schnellern 
Schwingungen  der  hohen  Töne  nicht  so  rasch  vernichtet  werden.  Darin  be- 
ruht im  Wesentlichen  die  Klangverschiedenheit  zwischen  den  Blechinstrumen- 
ten und  den  theoretisch  ähnlich  gebauten  Holzblaseinstrumenten  wie  Oboe 
und  Fagott.  Der  Unterschied  letzterer  gegen  die  Clarinetto  beruht  in  der 
Verschiedenheit  der  Obertöne,  die  Clarinette  hat  nur  die  ungeradzahligen, 
Oboe  und  Fagott  haben  auch  die  geradzahligen. 

§.  160. 

Die  menschliche  Stimme.  Das  menschliche  Stimmorgan  ist  nach  den 
Untersuchungen  von  Johannes  Müller^)  als  eine  Zungenpfeife  anzusehen,  da 
der* Vorgang ,  mittels  dessen  wir  die  Töne  erzeugen,  sowie  die  Mittel,  um 
ihre  Höhe  zu  ändern,  wesentlich  mit  denen  der  Zungenpfeifen  übereinstimmen. 


1)  Johannes  Müller,  Handbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Bd.  IL  p.  179  ff. 
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Das  Stimmorgan  des  Menschen  befindet  sieb  im  Kehlkopf!;  aa  dem  oben 
Ende  des  die  Lungen  mit  der  Mund  -  und  NasenbOhle  M  und  N  in  Verbindung 

setzenden  Luftweges,  der  Luftröhre  L  (Fig.  264  und  Fig.  265). 


Der  Kehlkopf  ist  aus  einer  Anzahl  fester  Knorpel  gebildet, 
denen  die  StimmhBnder  ausgespannt  sind.  Die  feste  Basis  des  Kehlkopfes  Ii 
der  Ringknorpel,  cartilaga  cricoidos ,  ein  fester  Ring ,  der  das  obere  Ende  d 
Luftröhre  umscbliesst;  a  Fig,  364  im  Durchschnitt,  und  Fig.  265  Ton  i 
Seite  gesehen,  nnd  neluher  hinten  höher  ist  als  vorn.  Auf  diesem  ruht  i 
grössere,  aber  nach  hinten  offene  ünibUllung  des  Kehlkopfes  der  Schildknoi 
uartilago  thyreoides,  b  Fig.  264  und  Fig.  265,  bestehend  autt  zwei  PUtten,  i 
mit  ihren  vordem  RSndem  in  einer  nach  vom  am  Halse  bervorepringiendl 
Kante  fest  verwachsen  zusammenstossen ,  wie  Fig,  264  bei  b  h 
265  bei  b  von  der  Seite  und  Pig.  266  von  oben  gesehen  xeigt. 

Der  Schildknorpel  ist  um  eine  Axe  drehbar,  d  Fig.  265  und  266,. 
sich  an  einem  Fortsatze  befindet,    welcher  von  der  unt«m  Ecke  des  hinto 
freien  Randes   der  Schildknorpel  platt«  an  jeder  Seite  ausgeht,    und  ' 
andererseits  im  Ringknorpel  befestigt  ist.    Die  Richtung  der  Aic,  nm  weldke 
sich  der  Schildknorpol  drehen  kann,   ist  Fig.  266  durch  die  Linie  ae  ur 
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gedeutet,  die  Bewegung ,  welche  er  also  omiehiDen  kann,  ist  nach  vorn  and 
herab  gerichtet  und  nach  hinten  und  hinauf.  Der  Kante  des  Schildknorpels, 
in  welcher  die  beiden  Platten  zusammenstossen,  gegenüber,  stehen  auf  dem 
erhöhten  hintern  Rande  des  Ringknorpels  dicht  neben  einander,  die  beiden 
Oieasbeckenlcnorpel ,  cartilagines  ary taenoides ,  c  Fig.  265  von  der  Seite  und 
2C6  von  oben  gesehen.  Ihre  Basis  steht  mit  dem  Ringknorpel  dnrch  ein  Ge- 
lenk in  Verbindung,  das  ihnen  gestattet,'  sich  erstens  vor-  und  rückwärts  zu 
bewegen,  also  sich  dem  Scbiltlknorpel  zu  nähern  und  von  ihm  zu  entfernen, 
zweitens  nach  rechts  oder  links  zu  bewegen,  also  einander  zu  nähern  oder  von 
einander  zu  entfernen. 

Von  der  Basis  jedes  der  Giessb ecken knorpel  springt  eine  Ecke  nach  vorn 
vor,   der  processus  vocalie.      Zwischen    diesen  beiden  Ecken  und   der  ein- 
springenden Kante,  in  welcher  die  beiden  Plalten  des  Scbildknorpela  zusammen- 
stossen, sind  die  Stimmbänder  I  Fig.  264,  266,  267  ausgespannt.    Dieselben 
fia  iee.  na-  wr. 


sperren  die  Luftröhre  bis  auf  eine  schmale  Ritze,  die  Stimmritze,  welche  in 
der  Ansicht  von  oben  (Fig.  266)  dunkel  gehalten  ist,  ab.  Nur  noch  eine 
kleine  Oefinung  befindet  sich  als  Verlängerung  der  Stimmritze  zwischen  den 
B&odem  der  Giessbeckenknorpel ,  die  sogenannte  Athemritze.  FOr  gewöhn- 
lich sind  wahrscheinlich  die  Stimmbänder  ganz  zusammengelegt,  und  die  Stimm- 
ritze geschlossen,  so  dass  der  Luftweg  nur  durch  die  Athemritze  geOfoet  ist. 

Die  Stimmbänder  sind  die  Zungen  des  mit  der  Znngenpfeife  zu  verglei- 
chenden Stimmapparates,  über  ihnen  befindet  sich  nun  als  Ansatzröhre  die 
Fortsetzung  des  Luftweges.  Zunächst  Über  den  StimmlAndem  befindet  sich 
eine  nach  oben  von  zwei  parallel  mit  den  Stimmbändern  verlaufenden  Schleim- 
hantfalten, den  falschen  Stimmendem  m  (Fig.  267)  verschlossene  HOhlung, 
der  ventricnlus  Uorg^ni  n  (Fig.  264  und  Fig.  267).  Die  falschen  Stimm- 
bänder verbinden  die  Qiesbeckenknorpel  mit  dem  Kehldeckel,  der  epiglottis; 
und  Uher  ihaen  endet  sich  der  Luftweg  in  den  Schlund,  der  in  der  Mundhöhle 
und  Nasenhöhle  ausläuft 

Das  Stimmorgan  vervollständigen  die  Muskeln,  welche  durch  Bew^ung 
des  Schildknorpels  und  der  Giessbeckenknorpel  die  Stimmbänder  schliessen 
oder  Offnen,  spannen  oder  erschlaffen.     Die  Stimmbänder  werden  gespannt 
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durch  den  musculus  cricoihjreoideas  f  (Fig.  265) ,  welcher  den  Schildknorpel 
nach  vom ,  und  den  cricoarytaenoideus  posterior  g  (Fig.  265  und  Fig.  206)t 
der  den  Giessbeckenknorpel  nach  hinten  herunter  ziehL  Die  Stimmbänder 
werden  erschlafft  durch  den  musculus  thjreoarjtaenoideus  i  (Fig.  266),  wel- 
cher den  Schildknorpel  und  Giessbeckenknorpel  gegen  einander  und  den 
musculus  cricoarytaenoideus  anterior  h  (f4g.  266),  welcher  den  Giessbecken- 
knorpel nach  vom  zieht. 

Die  Stimmritze  wird  geschlossen  durch  die  mnscnli  arjrtaenoidei  l 
(Fig.  266),  welche  an  beiden  Giessbeckenknorpeln  inseriren  und  dieselben 
gegen  einander  ziehen ,  sie  wird  geöffnet  durch  die  beiden  mnsculi  cricoarjtae- 
noidei  g  und  h  (Fig.  266),  welche,  indem  sie  zusammenwirken,  die  Giess- 
beckenknorpel seitwärts  herabziehen. 

Durch  Versuche  an  aufgescHhittenen  Kehlköpfen  sowohl,  als  an  lebenden 
Menschen,  welche  eine  Luftröhrenfistel  besassen  und  durch  Beobachtungen 
mit  dem  Kehlkopfspiegel  ist  es  nun  erwiesen ,  dass  zur  Tonbildung  die  Athem- 
ritzc  vollständig  geschlossen  und  ebenso  'die  Ränder  der  SÜmmbänder  fast 
vollständig  an  einander  gelegt  werden.  Zugleich  müssen  die  Stimmbänder 
durch  die  betreffenden  Muskeln  in  einem  gewissen  Grade  gespannt  sein. 

# 

Der  aus  den  Lungen  dringende  kräftige  Luftstrom  öffnet  dann  die  Stinun* 
ritze,  deren  Bänder  dann  gerade  so  wie  die  Zunge  der  Zungenpfeife  in  Schwin- 
gungen gerathen.  Diese  Schwingungen  sieht  dann  Johannes  MüUer  als  das 
Tongebende  an,  nicht  die  durch  das  abwechselnde  Schliessen  oder  mehr  oder 
weniger  Oeffhen  derselben  entstehenden  Luftstösse.  Die  Grflnde,  welche  ihn 
bestimmen,  von  der  Weber'schen  Ansicht  der  Tonbildung  bei  den  Zungen- 
pfeifen abzugehen^),  sind  indess  nach  Seebeck's  Kritik  derselben^)  nicht  ganz 
beweisend. 

Was  indess  als  das  eigentlich  Tonbildende  anzusehen  sei,  ist  im  Effect 
ziemlich  einerlei,  da  so  wie  so  die  Tonhöhe  nach  beiden  Ansichten  von  der 
Schwingungszahl  der  Bänder  abhängt,  indem  jeder  ganzen  Schwingung  der- 
selben auch  ein  Stoss  der  austretenden  Luft  entspricht. 

Bei  der  menschlichen  Stimme  haben  wir  nun  einen  doppelten  Apparat  xo 
unterscheiden,  den  tongebenden,  der  die  Höhe  der  Töne  bestimmt,  und  den 
Sprechapparat ,  der  sie  zu  articulirten  Lauten  macht. 

Die  hohem  Theile  der  Luftwege,  der  ventriculus  Morgagni  und  der 
Schlund  dienen  in  Bezug  auf  die  Töne  der  menschlichen  Stimme  nur  wie  ein 
Schallbecher  bei  der  Zungenpfeife,  sie  dienen,  indem  die  in  ihnen  emthaüeBr 
Luftsäule  und  die  umgebenden  Weichtheile  mitschwingen,  nur  zur  Verstlr- 
kung  des  Tones.  Müller  zeigte  das  an  ausgeschnittenen  Kehlköpfen.  Bom 
Anblasen  von  unten  gaben  die  untern  Stimmbänder  bei  enger  Stinmiritie  einen 
vollen  und  reinen  Ton,  der  den  Tönen  der  menschlichen  Stimme  nahe  kam, 


1)  J.  Müller  a.  a.  O.  p.  175. 

2)  Seebeck,  in  Dove's  liepertorium.  Bd.  VI. 
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und  die  sich  von  den  Tonen,  welche  man  bei  Anwesenheit  des  vcntriculus 
Morgagni,  der  obem  Stimmbänder  und  der  epiglottis  erhielt,  nur  durch  ge- 
ringere Stärke  unterschieden. 

Die  Tonhöhe  hängt  nur  von  der  Spannung  der  Stimmbänder  ab  und  von 
ihrer  Länge,  nicht  aber  davon,  ob  die  Stimmritze  etwas  mehr  oder  weniger 
geöffnet  ist,  jedoch  spricht  der  Ton  leichter  an  bei  enger  Stimmritze. 

Die  menschliche  Stimme  hat  überhaupt  einen  umfang  von  nicht  ganz 
vier  Octaven,  die  sich  aber  niemals  in  einem  Individuum  vereinigt  finden,  sie 
reicht  vom  grossen  E  bis  zum  dreigestrichenen  C'  Man  unterscheidet  Männer- 
und'  Frauenstimmen ,  und  bei  erstem  Bass  und  Tenor ,  bei  letztem  Alt  und 
Sopran. 

Der  Umfang  der  Stimmen  ist  in  der  Regel 

Bass e_i  — .  /*, 

Tenor c      —  h^  oder  c.^ 

Alt f     -f2 

Sopran Tj    —  c^. 

Die  Stimmapparate  unterscheiden  sich  bei  diesen  Stimmen  durch  die 
Länge  der  Stimmbänder.  Bei  den  Männern  springt  die  Kante  des  Schild- 
knorpels viel  weiter  vor  als  bei  den  Frauen,  und  von  den  Männern  besitzen 
die  Bassisten  die  grössten  Kehlköpfe.  Einige  wenige  Messungen  von  Johannes 
Müller  haben  als  mittlere  Länge  der  männlichen  Stimmbänder  18  und  der 
weiblicheh  Stimmbänder  etwas  über  12  Millimeter,  also  ein  Yerhältniss  von 
3  :  2  ergeben. 

An  einem  und  demselben  Individuum  werden  die  verschiedenen  Töne 
durch  verschiedene  Spannung  der  Stimmbänder  hervorgebracht.  An  aus- 
geschnittenen Kehlköpfen  hat  Müller  durch  Steigerung  der  Spannung  von 
y2  bis  zu  37  Loth  den  Ton  um  mehr  als  zwei  Octaven  erhöht,  nämlich  bei 
einem  männlichen  Kehlkopf  von  ais  bis  dis^.  Die  verstärkte  Spannung,  die 
wir  bei  den  hohen  Tönen  durch  die  rasche  Ermüdung  der  Stimme  fühlen,  ist 
indess  nicht  das  Einzige,  welches  die  Höhe  des  Tones  bestimmt.  Versuche  von 
Müller  und  die  bekannte  Erfahrung,  dass  wir  die  höchsten  Töne  nur  im  Forte, 
die  tiefsten  nur  im  Piano  singen  können,  beweisen,  dass  die  Tonhöhe  auch 
durch  die  Stärke  des  Luftstromes  verändert  wird. 

Beobachtungen  von  Gbrcia  mit  dem  Kehlkopfspiegel  haben  femer  gezeigt, 
dass  bei  verschieden  hohen  Tönen  auch  die  Länge  der  schwingenden  Theile  sich 
Sndert.  Bei  einem  Tenoristen  fand  er,  dass  bei  d,  e,  /*die  Band-  und  Knorpel- 
rftnder  der  glottis  ihrer  ganzen  Länge  nach  schwingen,  bei  c, ,  d^  beginnen 
die  hintern  Enden  der  processus  vocales  sich  an  einander  zu  legen  und  bei  f^ 
nnd  g^  haben  sich  die  proc.  voc.  ihrer  ganzen  Länge  nach  an  einander  gelegt, 
es  schwingen  nur  noch  die  Bänder  allein  ^). 

1)  Ludwig,  Lehrbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Bd.  I.  p.  572.  In  MüUer's 
Handbuch  sind  dessen  sämmtliche  Versuche  und  ältere  Erfahrungen,  in  Ludwig*B 
Lehrbuch  auch  die  neuem  über  die  menschliche  Stimme  zusammengestellt. 
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Man  sieht,  alle  diese  Erfahrungssätze  über  die  verschiedene  Tonhöhe 
stimmen  mit  den  Schwingungsgesetzen  elastischer  Streifen  überein,  verst&rkte 
Spannung  und  Verkürzung  der  schwingenden  Theile  vergrOssem  ihre  Schwin* 
gungszahl  und  somit  die  Tonhöhe,  die  Tonbildung  des  menschlichen  Stimm- 
Organs  stimmt  demnach  mit  derjenigen  der  Zungenpfeifen  überein. 

Wegen  der  weitem  Erfahrungen  über  die  menschliche  Stimme,  besonden 
über  die  verschiedenen  Register,  die  Brust-  und  Fistelstimme  müssen  wir 
auf  die  Lehrbücher  der  Physiologie  verweisen,  da  sie  in  physikalisdi •  akusti- 
scher Beziehung  nichts  neues  darbieten. 

§.  161. 

Die  menschliche  Sprache.  Wenn  die  Endignngen  des  Luftweges,  der 
Schlund  und  die  Mundhöhle,  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einflnss  haben,  so  sind 
sie  das  allein  Bedingende  bei  der  Articulation,  bei  der  Modifioation  der  Töne 
zu  Lauten ;  es  ist  nun  die  Aufgabe  der  Physik ,  das  Wesen  der  Laute  akostiaeh 
zu  definiren,  und  die  der  Physiologie  zu  zeigen,  wie  durch  geftnderte  SteUung 
der  Sprachwerkzeuge  diese  Klangverschiedenheiten  zu  Stande  kommen« 

Dass  die  verschiedenen  VocalV^ne  nichts  sind  als  Klangverschiedenheiten, 
und  dass  sie  somit  den  verschiedenen  den  Grundton  begleitenden  ObertÖnen 
zuzuschreiben  sind,  hat  zuerst  Wheatstone^)  behauptet,  der  volle  Nachweis 
iät  indess  erst  Helmholtz^)  gelungen,  indem  er  einmal  mit  Hülfe  der  Resona- 
toren die  die  verschiedenenen  Yocalklänge  zusammensetzenden  Pariialtöne  be- 
stimmte, und  ganz  besonders,  indem  es  ihm  gelungen  ist,  mit  Hülfe  einfacher 
Töne  die  Yocalklängc  zusammenzusetzen. 

Das  Mittel,  um  die  einfachen  Töne  zu  erzeugen,  lieferten  ihm  Stimm- 
gabeln, welche  in  der  Weise  wie  Fig.  268  es  zeigt,  vor  Resonanzröhren  auf- 
gestellt waren.  Die  Stiiumgabel  a  Fig.  268  ist  mit  ihrem  Stiel  in  das  Fussbrett 
dd  eingeschraubt,  welches  auf  untergeklebten  Stücken  von  Oummischl&uehen 
ruht,  damit  die  Schwingungen  der  (hhoi  nicht  direkt  auf  den  Tisch  übertragen 
werden.  Die  obem  Enden  der  Stimmgabelzinken  befinden  sich  zwischen  den 
Schenkeln  des  Elektromagnotes  hb,  gerade  den  PolflSchen  desselben  gegen- 
ilber  gestellt.  Die  Schwingungen  der  Gabel  werden  durch  intermittirende 
elektrische  Ströme  erregt,  welche  den  Elektromagnet  während  jeder  Schwin- 
gung der  Gabel  und  zwar  in  dem  Momente ,  in  welchem  die  Zinken  der  Gabel 
sich  von  einander  zu  entfernen  begiimen,  magnetisch  machen.  Um  den  elek- 
trischen Strom  genau  in  dieser  Weise  zu  unterbrechen ,  wandte  Heimholte  ab 
Stromunterbrecher  ebenfalls  eine  Stimmgabel  an,  in  der  Weise  wie  Fig.  26? 
angeordnet.    Der  von  der  galvanischen  Batterie  gelieferte  Strom  tritt  in  die 


1)  Wlieatstane,  iii  »einer  Kritik  über  Versuche  von  Willia,  der  tuent  mit 
Zuugenpfeifeu  die  Vocale  künstlich  zu  bilden  versuchte  (Poggend.Aunal.  Bd.  XXIV  . 
London  and  Westiuinater  Review  1837  October. 

)>)  Heimholte,  Tünempfindungen.  p.  163  tf.  und  p.  184  tt'. 
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t ,  welche  obeo  ein  zur  UKlft«  mit  Quecksilber,  zur  Hälfte  mit 
Alkohol  gefDltteB  N&pfchen  d  entlAlt.    In  das  Quecksilber  dieses  Näpfchens 


t«ucht  ein  Platindraht  c,  der  an  der  obem  Zinke  der  Stimmgabel  befestigt  ist, 
eo  eben  hinein,   so  dass  der  Strom  aus  dem  Quecksilber  in  die  Stimmgabel 

tlk  L    I.  Aufl.  41 
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tritt  und  durch  diese  bis  zur  Elemme  e  geleitet  wird.  Von  der  IQemme  e  tritt 
der*  Strom  dann  in  die  den  Elektromagnet  umgebenden  Drtthte  und  von  diesen 
aus  weiter  in  die  Drahtleitung,  welche  die  Elektromagnete  der  tönenden 
Stimmgabeln  enthält.  Dadurch,  dass  der  Strom  den  Draht  des  Elektro- 
magnets  hh  (Fig.  269)  durchläuft,  wird  der  Magnet  erregt,  und  mit  ihm  alle 
Magnete  der  tönenden  Stimmgabel.  Der  Magnet  hh  zieht  dann  die  Zinken  der 
Stimmgabel  an,  damit  den  Draht  c  aus  dem  Quecksilber  empor  und  unter- 
bricht an  dieser  Stelle  den  Stromkreis  und  damit  den  Strom.  Sofort  aber 
verlieren  auch  die  Magnete  ihren  Magnetismus,  und  die  Zinken  der  Gabel 
schwingen  mit  der  durch  ihre  Dimensionen  bedingten  Geschwindigkeit  gegen 
ihre  Gleichgewichtslage  hin  und  darüber  hinaus.  Der  Draht  c  taucht  in  Folge 
dessen  wieder  in  das  Quecksilber,  der  Strom  wird  neuerdings  geschlossen  nnd 
das  Spiel  wiederholt  sich  in  der  angegebenen  Weise. 

Ist  die  ünterbrechungsgabel  mit  der  Gabel  Fig.  268  genan  isochron,  so 
wird  die  Gabel  a  jedesmal,  wenn  die  Zinken  durch  die  Gleichgewichtslage 
nach  aussen  sich  bewegen ,  eine  kurze  Zeit  vom  Magnete  angezogen ,  sie  erh&tt 
also  bei  jeder  Schwingung  einen  neuen  Antrieb ,  und  ihre  Bewegung  daneft 
ungeschwftcht  fort,  so  lange  der  ünterbrechungsapparat  in  ThStigkeit  bleibt 
Dasselbe  ist  aber  auch  der  Fall,  wenn  die  Gabel  a  Fig.  268  genau  2,  3  .  n  mal 
öfter  schwingt  als  die  ünterbrechungsgabel ,  nur  dass  diese  Gabeln  dann  erst 
nach  je  2,  3  ...  n  Schwingungen  einen  neuen  Anstoss  erhalten. 

Um  diesen  genauen  Isochronismus  der  Gabeln  herzustellen ,  ist  auf  da 
Gabel  a  Fig.  269  ein  kleiner  Schieber  h  angebracht,  durch  dessen  Stellmig 
man  die  Schwingungsdauer  der  Gabel  etwas  verändern  kann;  wird  der  Schie- 
ber dem  Ende  der  Gabel  näher  gebracht,  so  wird  dadurch  das  TrSgfaeits- 
moment  der  schwingenden  Masse  etwas  vergrössert,  und  die  Schwingongoi 
werden  langsamer. 

Die  auf  diese  Weise  erregten  Schwingungen  der  Gabel  a  Fig.  268  gebes 
keinen  hörbaren  Ton,  wie  ja  überhaupt  eine  in  freier  Luft  schwingende  Gabel 
nur  gehört  werden  kann,  wenn  man  sie  unmittelbar  vor  das  Ohr  hält  Um 
den  Ton  hörbar  zu  machen,  ist  vor  der  Gabel  eine  Besonanzröhre  i  angebnebt, 
eine  gedeckte  Pfeife,  welche  in  der  Mitte  des  der  Oabel  zugewandten  Bodcis 
eine  kreisförmige  in  der  Höhe  der  Zinkenenden  befindliche ,  mit  dem  Deekd  e 
verschliessbare  Oe&ung  hat.  Befindet  sich  die  Röhre  mit  geöffnetem  DecU 
nahe  vor  der  Gabel,  so  wird  sie,  wenn  ihr  Grundton  mit  dem  der  Oabd 
übereinstimmt,  wie  eine  Pfeife  zum  Tönen  gebracht;  und  der  Ton  der  Gibd 
tritt  ohne  Oberton  deutlich  hervor,  um  die  Bohre  i  passend  zu  stimmen,  oad 
die  Dimensionen  derselben  und  der  Oeffiiung  nach  den  Sfttzen  des  §•  156  pa^ 
send  zu  wählen.  Um  den  Ton  der  Gabel  stärker  und  schw&cher  machen  n 
können,  ist  die  Bohre  i  auf  einem  Schlitten  Je  befestigt,  so  dass  man  die  B0bn 
der  Gabel  näher  oder  entfernter  stellen  kann.  Andererseits  Ita««  man  d« 
Ton  auch  dadurch  schwächen,    dass  man  durch  theilweise  Bedeckung  der 
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Oefinung  die  Bohre  etwas  verstimmt,  wodurch  der  Ton  der  Röhre  beträchtlich 
geschwächt  wird. 

Zu  seinen  ersten  Versuchen  wandte  Helmholtz  acht  Gabeln  der  beschrie- 
benen Art  an,  die  tiefste  gab  den  Ton  &.i,  die  übrigen  gaben  die  sieben  ersten 
ObertOne,  &,  f^^  &],  dj?  /s,  üs^  nnd  &21  spSter  Hess  er  zu  diesen  noch  ^3, 
/j,  0^3  und  &4  hinzutreten  und  benutzte  dann  als  Grundton  den  der  zweiten 
Qabel,  &. 

Ist  der  Apparat  in  Gang  gebracht  mit  geschlossenen  Besonanzröhren,  so 
hört  man  zunächst  nur  ein  leises  Summen.  Oeffiiet  man  dann  die  Bohre  mit 
dem  Ton  &.i ,  so  hört  man  ein  dumpfes  U^  viel  dumpfer  als  das  U  der  mensch- 
lichen Sprache.  Der  Klang  wird  dem  gesungenen  U  ähnlicher,  wenn  man 
schwach  den  zweiten  und  dritten  Ton  h  und  f^  mittönen  lässt. 

Der  Yocal  0  entstand,  wenn  bei  etwas  gedämpftem  &.i  der  erste  Ober- 
ton h  sehr  stark  und  schwächer  &| ,  /\  und  d^  angegeben  wurden. 

o 

Ein  nach  0  gezogenes  A^  das  schwedische  A  entstand,  als  die  Töne  dj? 
/*2 1  ^2  nnd  &2  9  ^0  ^0  Töne  von  5  —  8  möglichst  stark  genommen  wnrden, 
die  tiefem  dagegen  geschwächt  waren. 

A^  Ä  und  E  gelang  es  Helmholtz  mit  den  zwölf  Gabeln  vom  h  an  her- 
zustellen. Dann  gibt  h  allein  U*,  dasselbe  stark  von  &j ,  schwächer  von  /l^ 
begleitet  0.  A  erhält  man,  wenn  man  zu  b  zunächst  &,  und  /!{  massig  stark, 
dagegen  &2  ^^^^  ^3  ^^  charakteristische  Töne  kräftig  tönen  lässt.  Um  A'mÄ 
ttberzuftlhren,  muss  man  h^  und  f^y  die  Nachbarn  des  tiefem  charakteristi- 
schen Tones  dj  etwas  verstärken,  ^^  dämpfen,  dagegen  d;^  und  f^  möglichst 
st-ark  hervortreten  lassen.  Für  E  muss  man  die  beiden  tiefsten  Töne  der  Beihe 
b  und  &)  massig  stark  halten  als  Nachbarn  des  tiefem  Verstärkungstones  f^j 
und  die  höchsten  f^,  0^3,  h^  möglichst  heraustreten  lassen. 

I  und  Ü  herzustellen,  gelang  nicht,  da  die  diese  Vocale  charakterisiren- 
den  sehr  hohen  Obertöne  sich  nicht  mit  Gabeln  herstellen  Hessen. 

Dass  die  zur  künstlichen  Darstellung  benutzten  Bestandtheile  der  Vocale 
mit  Hülfe  der  Besonatoren  in  den  gesungenen  oder  gesprochenen  Vocalen  be- 
obachtet wurden,  ja  dass  man  gerade  durch  derartige  Beobachtungen  die 
Bestandtheile  kennen  lernte ,  braucht  wohl  nicht  besonders  hervorgehoben  zu 
werden.  Es  mag  nur  in  Bezug  auf  die  Analyse  der  Vocale  bemerkt  werden, 
dass  die  in  §.  154  beschriebenen  Flammenapparate  von  König  für  dieselbe 
TOsTZiigsweise  geeignet  sind.  Eine  interessante  Anwendung  hat  König  von 
dem  ¥ig.  248  angegebenen  Apparate  gemacht.  Da  die  verschiedenen  Vocale 
durch  Combination  der  verschiedenen  Partialtöne  charakterisirt  sind ,  so  liefert 
natürlich  jeder  Vocal  ein  eigenthümliches  Flammenbild ,  welches  bei  der  ge- 
ringsten Aenderung  des  Vocalklanges  sich  ebenfalls  ändert.  König  hat  nun 
durch  solche  Flammenbilder  nicht  nur  die  einzelnen  Vocale,  sondern  auch 
die  yerschiedenen  Nuancen  derselben  in  den  verschiedenen  Sprachen  gezeich- 
net, 60  dass  man  mit  Hülfe  der  Bilder  genauer  als  auf  irgend  einem  andern 
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Bilder  für  diu  Vocalu  ü  und  0,  wiu  icli  aie  erhielt,  jedon  auf  c  gesungL-n  unJ 
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mit  möglichster  Sorgfalt  im  reinen  Vocalklang  gehalten; 
die  geiingste  NUancirung  ein  anderes  Bild. 

Ehe  wir  aur  Bosiireehung  der  Bildung  der  Vocale  in  der  mei 
Sprache  übergehen,  wird  es  gut  sein,  darauf  hinzuweisen,  dasa  gerade  1 
Hülfe  dieses  StimntgabelapparateH  von  Helmholtz  der  bereite  §.  154  erwShntv 
Nachweis  geliefert  wurde,  dass  die  Phase  der  componirenden  Theiltöne  aof 
den  Klang  ohne  Eiu&uss  ist.  Wir  erwElhnten  soeben,  dass  man  die  SchwSchung 
eines  Stimmgabeltones  durch  weitere  Entfernung  der  BtsouanzrChre  oder 
dorch  theilweises  Schliesstin  des  Deckels  erhalten  kann;  letzteres  Uitt«l  be- 
wirkt eine  kleine  Verstimmung  des  Tones  und  bewirkt  dadurch ,  dasi  Sti 
Schwingungen  etwas  rascher  oder  langsamer  werden,  somit  dass  die  8UtM> 
einer  verstimmten  Gabel  mit  den  andern  nach  und  nach  in  immer  aadvrir 
Periode  zusammentreffen.  Wurde  nun  ein  Vocalklang  deutlich  vrhalt«n,  da- 
durch dass  der  Ton  einer  Gabel  durch  Terschiubung  der  ResonanzrGhro  gv 
schwächt  wurde,  so  erhielt  man  genau  denselben  Klang,  wenn  der  Ton  durcb 
Schliessung  des  Deckels  goschwBcht  wurde;  da  aber  im  letzten  Falle  diePbiM 
der  componirenden  Töne  eine  relativ  immer  andere  wurde,  so  folgt  aus  diesen 
Versuche,  dass  die  Phase  auf  die  Klangfarbe  von  keinem  Einflüsse  ist. 

Die  Mijglichkeit  einer  eo  reichhaltigen  Klangbitdung  durch  di«  nuiur^i 
liehe  Stimme  ist  dui-ch  die  Form  unseres  Sprachorganes  gegeben.  Wir  lml"-i 
vorhin  unser  Sprachorgan  als  eine  Zungenpfeifo  mit  weichen  Zangen  becelcbnt.- 
Von  den  gewöhnlichen  Zungenpfeifen  dieser  Art  unterscheidet  oe  t 
wesentlich  dadurch,  dass  diu  Pfeife,  das  Scballiohr  nicht  eine  nnverftiidiir 
Gestalt  hat,  uondei-n  durch  unsern  Willen  willhuhrliob  geSndert  n 


L-t  oe  sicli  ■H^l 

inveritiidiiril^^l 

werdtn  hi^H 
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Das  SchaHrohr  der  menschlichen  Stimme  sind  die  hohem  Theile  der  Luftwege 
über  dem  Kehlkopf  und  ganz  besonders  die  Bachenhöhle  und  Mundhöhle. 
Durch  die  Beweglichkeit  der  weichen  Theilq.  ^  <^6n  Umgebungen  dieser  Höh- 
len, den  weichen  Gaumen,  die  Zunge  und  die  Lippen  können  wir  diesen  Höhlen 
die  verschiedensten  Gestalten  geben ,  und  es  ist  nach  den  Bemerkungen  über 
die  Tonbildung  bei  den  weichen  Zungen  klar,  dass  es  wesentlich  von  der  Form 
der  Bachen  •  und  Mundhöhle  abhängig  ist,  welche  von  den  harmonischen  Ober- 
tönen eines  von  der  Stimme  gebildeten  Grundtones  verstärkt  werden,  welche 
nicht.  Denn  wie  wir  am  Schluss  des  §.  159  erwähnten,  sind  in  jedem  durch 
Zungen  gebildeten  Klange  die  Obertöno  in  grosser  Zahl  vorhanden,  alle,  die 
deshalb  bei  einer  bestimmten  Stellung  der  Mundhöhle  in  Folge  der  Besonanz 
verstärkt  werden,  finden  sich  in  dem  Klange,  welcher  dieser  Stellung  der 
Mundhöhle  entspricht.  Es  sind  das  vorzugsweise  die  Töne ,  welche  die  Mund- 
höhle in  der  bestimmten  Form  als  einfache  Pfeife  angeblasen  geben  würde. 
Welche  Töne  das  sind,  bestimmte  Helmholtz^)  im  Allgemeinen  dadurch,  dass 
er  vor  die  Mundöffhnng  Stimmgabeln  hielt,  und  den  Ton  aufsuchte,  der  bei 
einer  bestimmten  Vocalstellung  des  Mundes  die  stärkste  Besonanz  gab. 

Dass  in  der  That  die  der  Mundhöhle  gegebene  Form  für  die  Bildung  der 
Vocale  von  wesentlichem  Einfluss  ist,  hat  man  schon  früher  erkannt^),  indem 
schon  der  ältere  Du  Bois  Beymond  die  Vocale  in  drei  Beihen  ordnete ,  je  noch 
der  Stellung  des  Mundes.   Die  drei  Beihen  sind 

t 


ü 


u 


Der  Vocal  Ä  ist  der  gemeinsame  Ausgangspunkt  für  alle  drei  Beihen. 
Bei  seiner  Bildung  nimmt  die  Mundhöhle  eine  ziemlich  gleichförmig  trichter- 
artig erweiterte  Gestalt  an.  Bei  0  und  U  wird  die  Mundhöhle  vom  mit  den 
Lippen  verengert,  so  dass  sie  bei  U  am  engsten  ist,  während  sie  in  der  Mitte 
durch  Herabziehen  der  Zunge  erweitert  wird.  Sie  nimmt  also  die  Gestalt  einer 
Flasche  ohne  Hals  an ,  deren  Oe&ung  vom  der  Mund  ist.  Der  Ton  einer  sol- 
chen Flasche  ist  um  so  tiefer,  je  enger  die  Oe&ung  ist,  und  dem  entsprechend 
fand  HelmhoUz ,  dass  bei  der  {/-Stellung  des  Mundes  der  Eigenton  der  Mund- 
höhle f  ist,  und  zwar  ziemlich  gleichmässig  bei  männlichen  und  weiblichen 
Mundhöhlen,  bei  welch  letztem  das,  was  der  Höhlung  an  Gei-äumigkeit  ab- 
geht, durch  engem  Verschluss  ersetzt  wird.  Der  Eigenton  der  Mundhöhle 
bei  0  ist  &,.  Geht  man  vom  0  allmählich  durch  Oa  und  Äo  zum  A^  so  wird 
der  Mund  offner,  und  der  Ton  der  Mundhöhle  steigt  um  eine  Octave  bis  &2* 


1)  Ilelmholtz,  Tonempfindungen,  p.  16C  IF. 

2)  Du  Bois  Beymond,  Norddeutsche  ZeitBchrift  von  De  la  Motte  Fouqud  1812. 
HdmhoUz  a.  a.  0.  p.  167. 
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Beim  üebergang  vom  Ä  durch  Äe  m  E  und  I  wird  die  Gestalt  der  Mond* 
höhle  eine  ganz  andere.  Die  Lippen  werden  dabei  zor&ckgezogen  und  geC&et, 
die  Zunge  gehoben,  so  dass  zwischen  Zunge  und  hartem  Gaumen  nur  ein  enger 
Kanal  bleibt,  während  der  Baum  unmittelbar  über  dem  Kehlkopf  durch  Herab- 
drücken der  Zungenwurzel  erweitert  wird.  Die  Mundhöhle  belLommt  also  die 
Gestalt  einer  Flasche  mit  engem  Halse,  den  Bauch  der  Flasche  bildet  der 
Schlund,  den  Hals  der  enge  Kanal  zwischen  Zunge  und  Gaumen,  der  Hals 
ist  am  engsten  bei  7,  seine  LSnge  von  dem  hintern  Bande  der  Flasche  bis  zum 
hintern  Bande  des  Gaumens  fand  Helmholtz  gleich  6  Centimeter. 

Derartige  Flaschen  haben  zwei  Grundtöne ,  den  des  Bauches  für  sich  und 
den  des  Halses ,  den  man ,  besonders  wenn  er  gegen  den  Bauch  sehr  enge  ist, 
als  eine  beiderseits  offene  Bohre  ansehen  kann.  Dem  entsprechend  hat  die 
Mundhöhle  bei  Ae,  E  und  I  zwei  Eigentöne,  bei  Ae  die  Töne  d,  und  ^3  bb 
0^3 ,  bei  E  die  Töne  f^  und  h^  und  bei  I  als  tiefsten  Ton  etwa  /*,  wie  bei  V 
und  als  Ton  des  Halses  d^. 

Die  Yocale  ö  und  Ü  unterscheiden  sich  von  e  und  %  dadurch,  dass  bei 
ihnen  auch  die  Lippen  röhrenähnlich  geformt  werden ,  so  dass  diese  eine  Fort- 
setzung des  engen  Kanales  bei  E  und  /  bilden.  Für  diese  Yocale  ftndert  sidi 
deshalb  nur  der  Ton  des  Halses,  er  wird  tiefer  als  bei  E  und  J,  er  wird  ctf] 
und  <73  bis  as^  wie  bei  Ae,   Die  tiefem  Eigentöne  bleiben  f^  und  f. 

Wie  eben  enyähnt  wurde ,  sind  es  nun  gerade  die  Obertöne  des  Klanges, 
welche  mit  den  Eigentönen  des  Mundes  zusammenfallen  oder  doch  ihnen  nak 
genug  sind,  welche  vorzugsweise  verstärkt  werden,  während  die  andern  ge- 
dämpft werden,  und  eine  Vergleichung  der  zuletzt  gemachten  Angaben  mit 
den  bei  der  künstlichen  Bildung  der  Yocale  angegebenen  charaktenstiscben 
Tönen  der  einzelnen  Yocale  wird  die  üebereinstimmung  beider  und  damit 
erkennen  lassen,  dass  das  Wesen  der  Yocalbildung  in  dem  durch  die  Form 
der  Mundhöhle  bewirkten  Auftreten  der  verschiedenen  Obertöne  bedingt  ist 

Zur  Bildung  der  menschlichen  Sprache  gehört  ausser  jenen  der  Vocik 
auch  die  der  Consonanten;  diese  sind  keine  Selbstlauter,  es  sind  nur  Tot* 
hemmungen  oder  YerzÖgerungen,  welche  durch  das  Anfangen  oder  AbschlieflBi 
eines  Yocallautes  oder  höchstens  als  Geräusche  wahrnehmbar  sind. 

Nach  Brücke  ^)  theilt  man  die  Consonanten  je  nach  dem  Orte  des  Ver 
Schlusses  im  Munde  in  drei  Gruppen,  an  deren  Spitze  die  drei  mutae  j>,  i^  ^ 
stehen. 

Die  erste  Gruppe  bilden  p,  5,  /*,  t;,  «?,  m;  den  Yerschluss  bilden  ent- 
weder die  beiden  Lippen  oder  eine  der  Zahreihen  mit  den  Lippen.  P  entstekt 
durch  ein  plötzliches  Oeffhen  der  vorher  fest  verschlossenen  Lippen,  wShr«^ 
ein  Luftstrom  aus  dem  Kehlkopf  gegen  die  Mundöffiiung  dringt,  l  entsteht 
gerade  so ,  nur  sind  die  Lippen  etwas  weniger  gespannt  und  das  Oeffhen  ge- 
schieht etwas  weniger  energisch.     F  wird  gebildet,   indem  wir  die  nnta« 


1)  Ludwig,  Lehrbuch  der  Physiologie.  S.  589. 
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Lippe  an  die  oberen  Schneidezähne  legen  und  einen  Luftstrom  hindurchsenden, 
desgleichen  t;,  ein  mildes  /",  und  w^  bei  dem  zugleich  eine  Hemmung  des 
Luftstromes,  ein  dichterer  Verschluss  stattfindet,  welcher  das  lo  dem  h 
n^ert. 

Das  m  entsteht  schliesslich,  indem  man  die  Lippen  wie  zu  &  stellt  und 
die  Luft  mit  tönender  Stimme  zur  Nase  hinausströmen  lässt. 

Die  zweite  Oruppe  umfasst  f,  c2,  die  verschiedenen  5,  l  und  n.  Für  diese 
bildet  die  Zunge  den  Verschluss,  indem  sie  sich  entweder  an  die  obem  Schneide- 
zähne oder  an  den  vordem  Theil  des  harten  Oaumens  anlegt.  T  wird  gebüdet 
durch  Anstemmen  der  Zunge  an  die  Schneidezähne  und  plötzliche  Fortnahme 
derselben,  d  verhält  sich  zum  ^,  wie  h  zum  jp. 

Das  harte  5,  sz^  ss  bildet  sich,  wenn  bei  der  dem  t  zugehörigen  Zungen- 
Stellung  eine  kleine  Spalte  geöffnet  und  durch  diese  Luft  ausgestossen  wird, 
durch  schwächeres  Anstemmen  entsteht  das  weiche  s.  Das  l  entsteht,  wenn 
nian  den  Verschluss  der  Zunge  vom  wie  bei  d  lässt,  dagegen  hinten  neben 
den  Backzähnen  beiderseitig  eine  kleine  Oef&iung  lässt,  durch  welche  die  Luft 
hiudurchstreicht.  Wird  femer  die  Zunge  wie  bei  t  gestellt  und  lässt  man  die 
Luft  durch  die  Nase  entweichen ,  so  entsteht  n. 

In  die  dritte  Gruppe  gehören  die  Gaumenlaute  A;,  ^,  chy  j  und  das 
Gaumen-n  (vor  g  in  ng).  K  entsteht  wie  t  und  jp,  nur  dass  der  Verschluss 
hier  von  dem  hintern  Theile  der  Zunge  und  dem  Gaumen  gebildet  wird. 
G  entsteht  aus  k  wie  h  und  d  aus  p  und  ^,  ch  wie  s  und  /*,  nur  dass  auch  hier 
zwischen  dem  tiefem  Theile  der  Zunge  und  dem  Gaumen  die  enge  Oe&ung 
bleibt,  zwischen  der  der  Luftstrom  hindurchgeht. 

J  bildet  sich ,  indem  die  Zunge  mehr  nach  der  Mitte  hin  sanft  gegen  den 
Gaumen  angelegt  und  Luft  durchgehaucht  wird,  und  schliesslich  das  Gaumen-n, 
indem  die  Zunge  wie  beim  ch  nur  feslier  gegen  den  Gaumen  gelegt  wird  und 
die  Luft  bei  tönender  Stimmritze  durch  die  Nase  entweicht. 

Der  noch  übrigbleibende  Consonant  r  kann  labial ,  lingual  und  guttural 
Bein;  er  entsteht,  indem  wir  einen  der  leichtschwingenden  Mundtheile  mit- 
tels des  Luftstromes  in  schwingende  Bewegung  versetzen,  deren  einzelne 
Stösse  so  langsam  auf  einander  folgen,  dass  wir  die  einzelnen  Stösse  gesondert 
wahrnehmen;  diese  Schwingungen  können  die  Lippen,  die  Zungenspitze,  wenn 
sie  wie  zum  t  gestellt  ist,  und  das  Zäpfchen  vollflihren. 
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Zweites  Kapitel. 
Von  der  Ausbreitong  nnd  Wahmehmnng  das  Schalles. 

§.  162. 

Ausbreitung  des  Schalles  in  der  Iiuft.  Wir  sahen  in  §.  145 ,  dass 
es  zur  Wahmehmimg  des  Schalles  erforderlich  sei,  dass  die  Schwingungen 
des  festen  Körpers  oder  die  andern  tonerzeugenden  Schwingungen  auf  ein 
elastisches  Medium  übertragen  und  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  werden. 
Da  in  einem  jeden  solchen  Mittel  die  Schallschwingungen  longitudinale  wer- 
den ,  wie  alle  unsere  Entwicklungen  über  den  Schall  zeigen ,  oder  da  eg  die 
longitudinalen  Schwingungen  der  elastischen  Medien  sind,  welche  wir  dureb 
die  gegen  unser  Gehörorgan  ausgeübten  Stösse  als  Schall  wahrnehmen,  so 
müssen  die  Gesetze  der  Ausbreitung  des  Schalles  mit  den  Gresetzen  der  Ver- 
breitung longitudinaler  Wellen  übereinstimmen,  welche  wir  im  vorigen  Ab- 
schnitte entwickelt  haben. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Frühem,  dass  der  Schall  sich  von  einem  er- 
regenden Mittelpunkte  aus  in  kugelförmigen  Wellen  nach  allen  Bichttmgen 
ausbreiten  muss. 

Mit  dem  Abstände  von  der  Quelle  des  Schalles  muss  dann  die  Intensität 
desselben  abnehmen ,  und  zwar  nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Die  schwin- 
gende Bewegung,  welche  von  einem  Mittelpitnkte  ausgeht,  theilt  sich  immer 
grossem  und  grossem  Kugel  wellen  mit,  und  nach  der  Zeit  f  sind  alle  Lofl- 
theilchen  auf  einer  Kugelschalo  in  Bewegung,  deren  Radius  r  gleich  ä  ist 
Das  Maximum  der  Geschwindigkeit,  welches  diese  Theilchen  beim  Verlassen 
ihrer  Gleichgewichtslage  besitzen,  sei  «gleich  v.  Die  Masse  der  zugleich  be- 
wegten Theilchen  ist  nun  proportional  der  Grösse  :der  Fläche,  auf  der  dk 
Theilchen  zugleich  bewegt  werden  oder  proportional  der  Oberflftche  der  En- 
gel inr^. 

Nach  der  Zeit  t'  werden  ebenso  alle  Theilchen  auf  einer  KugelflSche  Y<»n 
Radius  r'  ^==  et'  eine  Geschwindigkeit  v'  erhalten  und  die  Masse  der  zugleich 
bewegten  Theilchen  ist  Aitr\ 

Nach  einem  Satze  der  analytischen  Mechanik  ist  nnn  die  lebendige  Kraft 
eines  bewegten  Systems  constant,  wenn  die  Bewegung  nur  Folge  ist  von  innen 
zwischen  den  einzelnen  Punkten  des  Systemes  thätigen  Kräften.  Die  schwin- 
gende Bewegung  ist  nun  eine  solche ,  bei  welcher  die  Bewegung  der  einzelnen 
Punkte  nur  Folge  der  Elasticitätskräfto  ist,  demnaclf  ist  ihier  jener  Satz  an- 
wendbar, oder  es  muss  die  Gleichung  bestehen 

47tr^  .  y*  =  4rcr'^  .  v'^ 
oder 

V  :  V  =r  :  r. 
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Die  Geschwindigkeit,  welche  den  einzelnen  schwingenden  Thoilchen  in 
verschiedenen  Abständen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingung  ertheilt  wird,  ist 
dem  Abstände  der  Theilchen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingung  umgekehrt 
proportional.   Nennen  wir  demnach  die  Geschwindigkeit  im  Abstände  1 ,  t> ,  so 

ist  sie  im  Abstände  r  vom  Mittelpunkte  —  • 

Wir  haben  nun  bereits  bemerkt,  dass  wir*  die  Intensität  des  Schallos  der 
Stärke  des  Stosses  gleichsetzen,  welchen  unser  Gehörorgan  von  den  schwin- 
genden Lufttbeilchon  erhält.  Die  Stärke  des  Stosses  ist  aber  der  lebendigen 
Kraft  der  stossenden  Theile  proportional,  da  dieselbe  durch  die  Grösse  dos 
Weges  gemessen  wird ,  durch  welchen  der  widerstehende  Körper  wirken  muss, 
um  die  Geschwindigkeit  des  stossenden  zu  vernichten.  Da  nun  die  Geschwin- 
digkeit der  schwingenden  Theile  abnimmt  in  demselben  Yerhältniss,  wie 
sie  weiter  vom  erregenden  Mittelpunkte,  entfernt  sind ,  und  da  wir  den  Schall 
bei  der  constanten  Grösse  unseres  Gehörorgans  immer  durch  den  Stoss  einer 
gleichen  Menge  Lufttheilchen  vernehmen,  so  folgt,  dass  die  Intensität  des 
Schalles  abnimmt,  wie  die  Quadrate  der  Entfernung  von  der  Quelle  des  Schal- 
les wachsen. 

Dass  der  Schall  schwächer  wird ,  wenn  wir  uns  von  der  Quelle  desselben 
entfernen,  ist  eine  bekannte  Thatsache,  auch  dass  er  rascher  schwächer  wird, 
als  die  Entfernungen  wachsen ,  ist  bekannt. 

Genaue  Messungen  über  die  Abnahme  der  Schallstärko  mit  der  Ent- 
fernung wie  überhaupt  über  die  Stärke  des  Schalles  gibt  es  nicht,  da  es  für 
den  Schall  keinen  exakten  Messapparat  gibt  und  die  vorhandenen  Sonometor 
nnr  dazu  dienen  können,  ein  Mehr  oder  Minder  der  Schallstärke  zu  zeigen, 
nicht  aber  genaue  Messungen  anzustellen.  Es  liegt  das  im  Wesen  des  Schallos, 
der  eigentlich  nur  in  einer  Empfindung  besteht,  da  er  nur  eine  besondere 
Wahrnehmung  einer  bestimmten  Bewegungsart  ist,  und  nur  insofern  Schall 
ist,  als  ¥rir  diese  Bewogungsart  mit  unserem  Ohre  wahrnehmen;  wir  können 
denselben  daher  nur  nach  seinem  Eindrucke  auf  das  Ohr  beurthcilen.  Auch 
beim  Licht  ist  das  zwar  der  Fall,  dass  wir  es  nur  durch  die  Eindrücke  auf 
das  Auge  beurtheilen  können,  dort  können  wir  aber  mehrere  Lichtwirkungon 
gleichzeitig  beurtheilen ,  wir  können  sie  compensiren ,  indem  wir  Flächen  zu- 
gleich von  entgegengesetzten  Seiten  beleuchten  und  auf  manche  andere  Weise 
vergleichen.  Schalle  gleicher  Qualität  können  wir  aber  nur,  wenn  sie  nach 
einander  wirken,  mit  einander  vergleichen,  und  dadurch  ist  jode  Messung 
ausgeschlossen. 

Da  der  Schall  eine  Wellenbewegung  ist,  so  muss  die  Geschwindigkeit 
seiner  Verbreitung  mit  derjenigen  der  Wellenbewegung  übereinkommen. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  ist  in  einem  und 
demselben  Mittel  constant,  sie  hängt  nur  ab  von  der  Dichtigkeit  und  Elasti- 
dtät  des  Mittels  nach  der  Gleichung 


/; 


c-' 
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also  nicht  von  der  Oäcillationsdauer  der  schwingenden  Bewegung  oder  ihrer 
Wellenlänge,  bei  transversalen  Wellen  vorausgesetzt,  dass  die  Länge  der  Wel- 
len gegen  den  Abstand  der  Moleküle  sehr  gross  ist.  Für  die  Töne  der  Musik, 
deren  Wellenlänge  kaum  unter  4  Centimeter  herabgeht,  wird  man  letzteres 
annehmen  dürfen ,  alle  Töne  müssen  sich  daher  in  einem  und  demselben  Mittel 
mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Es  ist  das  auch  eine  bekannte 
Erfahrung,  auf  der  allein  die  Möglichkeit  einer  harmonischen  Musik  beruht 
Selbst  in  der  grössten  Entfernung  wird  die  Harmonie  derselben  nicht  gestört, 
ein  Beweis,  dass  die  höchsten  wie  die  tiefsten  Töne  sich  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzen. 

Ganz  vollkommen  gleich  scheint  indess  nach  den  neuem  Versuchen  von 
Kegnault  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  tiefen  und  hohen  Töne  nicht 
zu  sein.  Bei  den  gleich  näher  zu  besprechenden  Versuchen  über  die  Fort- 
Pflanzung  des  Schalles  Hess  Begnault  an  dem  einen  Ende  des  auf  dem  Boule- 
vard St.  Michel  zu  Paris  befindlichen  Wasserleitungsrohres,  welches  einen 
Durchmesser  von  l"^,!  und  eine  Länge  von  1417'",95  hatte,  eine  Zungenpfeife 
tönen,  deren  Grundton  03  war,  und  welche  ein  kegelförmiges  Ansatzrohr  be- 
sass.  In  dem  andern  Ende  des  Bohres  waren  acht  Helmholtz'sche  Besonatoren, 
die  C2  und  seinen  harmonischen  Obertönen  entsprachen,  angebracht,  welche 
durch  Kautschukröhren  mit  einem  grossem  Kasten  von  Holz  verbunden  waren, 
an  dessen  Oeffnung  man  das  Ohr  anlegen  konnte.  Die  den  Besonatoren  ent- 
sprechenden Töne  wurden  deutlich  und  klar  gehört.  Man  hörte  dann  bei 
diesen  Versuchen  constant  zuerst  den  Grundton  Cj  >  ^^  diesen  folgte  erst  die 
Octave,  die  Quint  derselben  und  dann  erst  die  hohem  Partialtöne,  so  dass 
stets  die  tiefem  vor  den  hohem  Tönen  gehört  wurden.  Die  tiefem  Töne 
haben  demnach  eine  etwas  grössere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  als  die  ho- 
hem, und  ein  Klang  verändert  deshalb  in  grosser  Entfernung  einigermassen 
seine  Farbe.  Der  Unterschied  in  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  in- 
dess so  klein,  dass  er  sich  nicht  weiter  messen  liess. 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  der 
Luft  wurde  unser  Ausdruck 


«-/t-/^"'('+'") 


-/ 


9,808     0,76.  13^a    ^  ^^   ^  ^^^  _  33 j  ^  y^-^ 

0,001298  »VI/  >         r  I 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  muss  daher 
bei  0"  gleich  331 '",2  sein,  oder  allgemein,  da  a,  wie  wir  in  der  Wärmelehre 
nachweisen  werden ,  gleich  0,003666  ist , 


c  =  331™, 2  j/l  -f-  0,003666  t. 

Die  Versuche,  welche  man  angestellt  hat,  um  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  direkt  zu  messen,   geben  ein  mit  der  Theorie  vollkommen  überein- 
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stimmendes  Resultat.  Die  ersten  genauem  Versuche  waren  die  berühmten 
Versuche  der  Mitglieder  der  Pariser  Akademie,  Cassini,  Maraldi  und  La 
Caille  im  Jahre  1738  ^).  Als  Stationen  waren  das  Observatorium  zu  Paris, 
der  Montmartre ,  Fontenay-aux-Boses  und  Monthlery  gewählt.  Die  Beobach- 
tungen wurden  des  Nachts  angestellt  und  begannen  auf  ein  vom  Observatorium 
gegebenes  Signal. 

Man  löste  von  10  zu  10  Minuten  auf  einer  der  Stationen  eine  Kanone 
und  beobachtete  apf  allen  andern  die  Zeit,  welche  verfloss  zwischen  der  Wahr- 
nehmung des  Lichtblitzes  beim  Abfeuern  der  Kanone  und  der  Ankunft  des 
Schalles.  Da  der  Abstand  der  einzelnen  Stationen  vorher  genau  gemessen  war, 
so  erhielt  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  durch  Division 
des  Abstandes  durch  die  beobachtete  Zeit. 

Diese  Beobachtungen  wurden  längere  Zeit  unter  sehr  verschiedenen  at- 
mosphärischen Verhältnissen  fortgesetzt,  und  man  fand  der  Theorie  gemäss: 

1.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  unabhängig  von  dem  Drucke 
der  Luft. 

2.  Sie  wächst  mit  der  Temperatur  der  Luft. 

3.  Sie  ist  dieselbe  in  jeder  Entfernung  von  der  Schallquelle,  das  heisst, 
der  Schall  pflanzt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort. 

4.  Mit  dem  Winde  pflanzt  sich  der  Schall  rascher  fort  als  gegen  den 
Wind,  und  zwar  ist  sie  im  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle  die 
Differenz  der  Geschwindigkeiten  des  Schalles  und  des  Windes. 

5.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ist  in  ruhiger  trockner 
Luft  bei  0®  1038  pariser  Fuss  oder  337  Meter. 

Da  durch  den  Einfluss  des  Windes  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  ge- 
ändert wird,  so  ist  zur  Erzielung  genauer  Resultate  erforderlich,  dass  man 
an  beiden  Enden  einer  Standlinie  den  Schall  errege  und  beobachte;  in  der 
einen  Richtung  wird  dann  der  Schall  so  viel  beschleunigt,  als  er  in  der  andern 
verzögert  wird ,  und  das  Mittel  aus  beiden  Resultaten  gibt  dann  die  vom  Ein- 
fluss des  Windes  befreite  Zahl  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  in  ruhiger  Luft. 

Mit  dieser  Vorsicht  wurde  im  Jahre  1822  bei  Paris  zwischen  Monthlery 
und  Villejuif  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Sqhalles  aufs  neue  be- 
stimmt^). Es  wurden  an  beiden  Orten  von  10  zu  10  Minuten  Kanonen  gelöst, 
die  so  gestellt  waren,  dass  von  jedem  Orte  die  Explosion  der  andern  Kanone 
gesehen  wurde.  Man  war  überein  gekommen,  dass  die  Kanonenschüsse  zu 
Monthlery  5  Minuten  früher  anfangen  sollten,  als  zu  Villejuif.  Die  Beobachter 
waren  zu  Monthlery  Humboldt,*  Gby-Lussac  und  Bouvard,  zu  Villejuif  Arago, 
Mathieu  und  Prony.  Die  Kanonenschüsse  von  Monthlery  wurden  zu  Villejuif 
alle  gut  gehört,  zu  Monthlery  wurden  von  den  12,  die  gelöst  wurden,  nur  7 


1)  M^moires  de  TAcad.  de  Paris  1738  und  1739. 

2)  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XX,  210.  Poggend.  AnnaL  Bd.  V.  p.  477. 
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wahrgeuommen.  Dieser  unaufgeklärte  umstand  gestattete  die  Correctnr  wegen 
Bewegung  der  Luft  nicht  so  vollständig,  als  man  wünschte;  indess  ergaben 
die  beiderseitigen  Beobachtungen  nahezu  übereinstimmende  Resultate.  Die 
Beobachtungen  zu  ViUejuif  nahmen  im  Mittel  54,84  Sekunden  nach  dem  Licht- 
blitze den  Schall  wahr,  diejenigen  zu  Monthlery  nach  54,43  Sekunden.  Das 
Mittel  aus  beiden  Zahlen  ist  54,63. 

Die  Distanz  beider  Stationen  bestimmte  Arago  zu  18622,27  Meter,  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  ist  darnach 

18622,27        QiAQUi. 

Die  Tcmpei'atur  der  Luft  bei  diesen  Beobachtungen,  war  IC  C,  die 
Geschwindigkeit  bei  0^  wird  daher 

^  yi  +0,(W3666.  16 

Kurz  nachher  wurde  mit  noch  grösserer  Vorsicht  von  den  hollfindisdben 
Physikern  Moll,  van  Beek  und  Kuytenbrouwer ')  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  bei  Amsterdam  nochmals  bestimmt  und  diese  erhielten  als  Besuliat 
für  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  ruhiger  und  trockner  Luft  bei  0^  C. 

c^  =  332,26  Meter 

oder  nach  einer  neuen  Berechnung  von  Schröder  van  der  Kolk') 

(^  =  332,77. 

Nach  der  Theorie  muss  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft,  da 

ET 

sie  nur  von  dem  Quotienten  der  einander  proportionalen  Grössen  —  abhängt) 

unabhängig  sein  von  der  Dichtigkeit  der  Luft ,  also  dieselbe  sein ,  wenn  sieh 
der  Schall  aufwärts  in  dünnere  Luft  oder  abwärts  in  dichtere  Lnft  fortpflanzt 
Dies  ist  durch  die  Versuche  von  Bravais  und  Martins  bei  einem  bedeutenden 
Höhenunterschiede  am  Faulhom  bestätigt  worden  ').  Die  eine  Station  war 
am  Faulhom,  die  andere  am  Brienzer  See,  ihre  schiefe  Entfernung  betrug 
9560  Meter,  der  Höhenunterschied  2079  Meter,  so  dass  die  Nei^rcmg  der  vom 
Schall  durchlaufenen  Linie  12^  26'  betrug.  Es  wurde  mit  Anwendung  wechsel- 
seitiger Schüsse  auf  dem  Berge  von  A.  Bravais  und  Martins,  am  See  von 
C.  Bravais  beobachtet,  die  beiden  Erstem  hörten  18,  der  Letztere  14  Schüsse 
im  Ganzen  an  drei  Tagen.  Die  direkt  beobachtete  Geschwindigkeit  des  Schalle« 
war  aufwärts  337«  92,  und  abwärts  338",10,  also  im  Mittel  338'",01  Meter. 
Auf  0^  und  trockne  Luft  reducirt,  wird  daraus 


1)  Poggend.  AnnaL  Bd.  V.  p.  351. 469.  In  einem  Anhange  zu  dieser  Abhandhog 
sind  auch  die  sonstigen  auf  grossere  Genauigkeit  Anbruch  machenden  Versndtf 
xus;UDmenge«tollt« 

S^  .ScfcAHicr  fYiH  dar  KM,  Poggend.  AnnaL  Bd.  CXXIV. 

3^  l»'mnii5  und  Martins,   Annales  de  chim.  et  de  phjB.   HL  S^e,   T.  XJU. 
PogV^iud,  Ann,  Hd.  LXYL  p.  .H5I. 
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Co  =  332,37, 

eine  Zahl,  die  fast  vollkommen  mit  der  von  Moll  und  van  Beek  erhaltenen 
übereinstimmt. 

Gegen  die  mitgetheilte  Beobachtungsmethode  hat  Begnault  ^ )  den  Ein- 
wurf erhoben,  dass  dieselbe  keine  absolut  genauen  Resultate  liefern  könne, 
da  es  bei  derselben  dem  Beobachter  unmöglich  sei,  den  Moment  der  Schall- 
erzeugung und  den  der  Wahrnehmung  mit  absoluter  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
Der  Beobachter  werde  stets  durch  den  aufflackernden  Lichtblitz,  wie  durch 
den  ankommenden  Schlag  überrascht,  und  ebenso  sei  es  keineswegs  sicher, 
dass  bei  dem  Markiren  des  Sekundenzählers  zwischen  der  Wahrnehmung  und 
der  dadurch  hervorgebrachten  Willensäusserung  eine  durchaus  unmessbare  Zeit 
liege.  Deshalb  sei  dieses  Verfahren  nur  statthaft  bei  sehr  grossen  Standlinien 
und  deshalb  sehr  intensiven  Schallen. '  Bei  sehr  intensiven  Schallen  sind  aber, 
wie  schon  Schröder  van  der  Kolk  ^)  hervorgehoben  hatte ,  die  Voraussetzungen 
der  Theorie ,  welche  als  Maass  der  Elasticität  den  augenblicklichen  Luftdruck 
setzt,  nicht  mehr  gestattet,  da  dann  in  den  Verdichtungs wellen  eine  merk- 
liche Verdichtung  stattfindet,  bei  welcher  die  Oase  dem  Mariotte'schen  Gesetze 
nicht  mehr  folgen.  Bei  grossen  Standlinien  und  im  freien  Baume  ist  allerdings 
nach  den  Bestimmungen  von  Schröder  dieser  Einfiuss  unmerkbar,  indess 
bleibt  immer  die  erste  Unsicherheit  bestehen.  Die  nahe  Uebereinstimmung  der 
gefundenen  Werthe  unter  einander  und  mit  der  Theorie  beweist  deren  Richtig- 
keit auch  nicht,  da  der  Werth  von  k  sich  nicht  direkt  mit  Sicherheit  bestim- 
men Iftsst,  vielmehr,  wie  wir  im  dritten  Theile  sehen  werden,  am  besten  aus 
der  Schallgeschwindigkeit  abgeleitet  wird.  Wir  haben  oben  fdr  h  den  aus 
Versuchen  von  Massen,  Hirn  und  Weissbach  abgeleiteten  Werth  für  k  ein- 
gesetzt, welche  ^unter  sich  zwischen  1,419  und  1,3845  schwanken. 

Regnault  hat  deshalb  neuerdings  eine  ausgedehnte  Untersuchung  über 
die  Fortpflanzung  des  Schalles  durchgeführt  und  dabei  die  Wasserleitungs- 
röhren benutzt,  welche  in  den  Jahren  1862  und  1863  in  Paris  neu  gelegt 
wurden;  gleichzeitig  suchte  er  auch  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  freier 
Luft  durch  Kanonenschüsse  zu  bestimmen. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  Regnault'schen  Methode  von  den  frühem 
ist  der,  dass  er  den  Moment  der  Erzeugung  des  Schalles  und  den  der  Ankunft 
am  Orte  der  Beobachtung  nicht  durch  den  Beobachter  selbst  bestimmen ,  son- 
dern ihn  an  einem  selbstthätigen  Registrirapparate  sich  aufzeichnen  liess.  Er 
benutzte  dazu  die  elektrische  Telegraphie,  in  einer  Weise,  wie  sie  das  Schema 
Fig.  272  deutlich  macht.  Der  Schall  wurde  erzeugt  bei  den  Röhren  durch 
den  Schuss  einer  Pistole ,  in  freier  Luft  durch  den  einer  Kanone.  Von  dem 
Orte  -4,  wo  sich  das  Geschoss  befand  (Fig.  272),  war  eine  Telegraphenleitung 
zur  Station  B^  wo  beobachtet  wurde,  geführt.    Von  der  Leitung  ging  bei  B 


1)  Begnault,  M^moires  de  TAcad.  de  France.  T.  XXXVII. 

2)  Schröder  van  der  Kolk,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXIV. 
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ein  Draht  zu  dem  Elektromagnet  M  und  von  diesem  zu  dem  einen  Pol  der 
Batterie  P.   Der  andere  Pol  der  Batterie  war  durch  die  Platt«  E,  mit  der  Eide 


in  leitender  Verbindung.  Wurde  nnn  noch  wn  anderer  Funkt  der  Lütnng 
mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gebracht,  so  wurde  der  Strom  geschloesen, 
der  Magnet  magnetisch,  und  der  Anker  a  angesogen,  wurde  die  Leitung  wieder 
unterbrochen ,  so  wurde  der  Anker  wieder  von  dem  Magnete  entferat.  Wu 
der  Anker  angezogen,  so  schrieb  der  Stift  S  auf  einem  geschwfinEten  Cjlisder, 
der  ebenso  wie  bei  den  Fhonautf^raphen  mit  glddunässiger  Geschwindi^eit 
gedreht  wurde. 

Eine  solche  Verbindung  der  Leitung  T  T  mit  der  Erde  wurde  nun  bei 
dem  B^inne  der  Versuche  bei  A  hergestellt,  indon  in  der  Ldcke  ff  der  Lei- 
tung, die  7*  mit  E^  verband,  unmittelbar  vor  der  VOndmig  des  Geschoasei 
ein  feiner  Metalldraht  ansgespaimt  wurde.  Diese  Verbindung  wurde  dann  ii 
dem  Moment  unterbrochen,  in  welchem  das  Gescboes  abgefeuert  wurde,  in- 
dem ein  fester  auf  die  Ladung  gesetzter  Fil^fropf  d^  Draht  ff  zerriss.  Die 
Unterbrechung  des  Stromes  ent(»nte  den  Stift  s  von  der  geschwlixtrai  Waln, 
ao  dass  das  AnfhOren  des  tihi  s  geschriebenen  Striches  den  Moment  der  Schall- 
eixeogung  angab.  In  dem  Augenblicke  nun,  in  welchem  der  Schall  in  £  la- 
kam,  wurde  der  Strom  wieder  ge?chloäsen,  so  dass  durch  einen  neuen  roa 
dem  Stift  ^  anf  der  Walie  gezogenen  Strich  dieaer  Moment  markirt  wurde.  Zb 
dem  Ende  war  bei  £  in  poissender  Weise  eine  sdir  fetne  Membran  ■  sb- 
gcdpannt,  welche  durch  die  ankommende  Schallwelle  in  Schwingnngrai  nr 
setil  wurde.  Die  Membran  trug  in  ihrer  Mitte  «in  kleirtes  FUtinpUtteho. 
weli'hes  durch  einen  (ünen  ioäserfi  biegsamen  Draht  mit  der  in  die  Erde  tv 
senkten  Platte  £.  in  Veiinndung  stand.    Canittelbar  Tor  d^  Platie  be^ 
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sich  ein  Stift jp,  welcher  mit  der  Leitung  T  durch  plB  in  metallischer  Ver- 
bindung war.  Die  bei  m  ankommende  Welle  gab  der  Membran  einen  Stoss 
und  bewirkte  dadurch,  dass  der  Stift  p  mit  dem  Platinplättchen  in  Contact 
kam  und  damit ,  dass  der  Strom  geschlossen  und  der  Stift  5  wieder  gegen  die 
geschwärzte  Walze  gedrückt  und  ein  Strich  gezogen  wurde.  Der  Abstand  der 
beiden  Striche  gab  dann  die  zwischen  Abgabe  und  Ankunft  des  Schalles  ver- 
strichene  Zeit,  wenn  man  die  Zeit  bestimmte,  welche  die  Walze  zu  der  be- 
obachteten Drehung  gebraucht  hatte.  Zu  dem  Ende  wurden  auf  der  Walze 
durch  ein  schwingendes  Pendel  die  einzelnen  Sekunden  markirt,  und  gleich- 
zeitig von  einer  schwingenden  Stimmgabel  eine  Wellenlinie  gezogen.  Diese 
drei  Linien,  die  des  Pendels,  der  Stimmgabel  und  die  von  dem  Stifte  s  ge- 
zogenen, waren  unmittelbar  unter  einander.  Man  hatte  deshalb  nur  die  Wellen 
vom  ersten  Aufhören  des  von  s  gezogenen  Strichs  bis  zum  ersten  folgenden 
Sekundenzeichen,  und  von  dem  letzten  Sekundenzeichen  vor  dem  zweiten 
von  s  gezogenen  Strich  bis  zu  diesem  Strich  selbst  zu  zählen,  um  in  selbst 
tausendstel  Sekunden  die  Zeit  zu  erhalten,  welche  der  Schall  gebraucht,  um 
von  ^  bis  ^  sich  fortzupflanzen.  Eine  genaue  Messung  des  Abstandes  AB 
gab  dann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles. 

In  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  der  Ausführung  und  der  Versuche  selbst 
müssen  wir  auf  die  Abhandlung  Begnault's  verweisen,  wir  benügen  uns  hier, 
die  erhaltenen  Resultate  mitzutheilen. 

Zunächst  ergab  sich  aus  den  Versuchen  in  den  Wasserleitungsröhren, 
dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  That  mit  der  In- 
tensität des  Schalles  abnimmt.  Bei  diesen  Versuchen  wurde  das  Geschoss  bei  Ä 
in  das  eine  Ende  der  Wasserleitungsröhre  hineingesteckt,  welches  im  üebrigen 
ganz  verschlossen  war  und  das  andere  Ende  bei  B  ebenfalls  ganz  geschlossen. 
Die  Schallwelle  kam  dann  zunächst  direkt  von  A  nach  By  wurde  bei  B  re- 
flectirt  und  kehrte  dann  nach  einer  zweiten  Reflexion  bei  A  wieder  nach  B 
zurück,  nachdem  sie  das  Bohr  dreimal  durchlaufen  hatte  u.  s.  f.  Dabei  zeigte 
sich,  dass  trotzdem  sich  der  Schall  in  cylindrischen  Röhren  ausbreitete,  seine 
Intensität  sehr  rasch  abnahm,  und  zwar  um  so  rascher,  je  enger  die  Röhre  war, 
in  welcher  der  Schall  sich  ausbreitete.  So  wurde  der  von  einer  mit  1  Gramm 
Pulver  geladenen  Pistole  erzeugte  Schall  nicht  mehr  gehört,  als  er  in  einer 
Röhre  vom 

Durchmesser  0*^,108  durchlaufen  hatte  1150  M. 

0",300  „  „     3810  „ 

1"*,100  „  „     9540  „ 

Durch  die  Bewegung  der  Membran  m  konnte  man  indess  die  Rückkehr 
der  Welle  viel  länger  beobachten ,  man  erkannte  sie  in  den  drei  eben  genann- 
ten Röhren  und  unter  den  angegebenen  Umständen  noch,  nachdem  sie  resp. 
4056"*,   11430™  und  19851™  durchlaufen  hatte. 

Entsprechend  der  Abnahme  der  Intensität  zeigte  sich  nun  auch  eine  Ab- 
müime  der  Geschwindigkeit  des  Schalles,  wie  folgende  Zahlen  zeigen: 
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Eöhre  von  0™,i08  Durchmeßser  Röhre  von  0",300  Durchmesaer 

dnrchUuf.  Weg  Ge«chw.  durchlauf  W©g  Gescliw. 


566™,74 

330,99 

3810",3 

332,18 

1700™,22 

328,21 

762(y»,6 

330,43 

2833",70 

327,62 

1143(y»,0 

329,64 

4065™,90 

326,66 

15240",0 

328,96 

Röhre  von  l">,io 

Üurchmesder 

- 

durchlftul  Weg 

Geichw. 

749",l 

334,16 

1417»,9 

332,60 

5671°\8 

331,24 

11343™6 

330,68 

19851V 

330,62. 

Die  Zahlen  zeigen  somit  eine  beträchtliche  Abnahme  der  Schallgeschwin 
digkeit  mit  der  Intensität,  gleichzeitig  ergeben  sie  aber  auch ,  dass  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  Bohren  verschiedener  Weite  äne 
sehr  verschiedene  ist.  Sehr  deutlich  tritt  dieser  unterschied  bei  der  Verglei- 
chung  der  drei  in  jeder  Reihe  letzten  Werthe  hervor,  welche  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit des  Schalles  geben  von  dem  Momente  seiner  Erzeugung  \ns 
zum  Momente,  in  welchem  der  Schall  nicht  mehr  wahrnehmbar  ist. 

Aus  diesen  Erfahrungen  ergibt  sich ,  dass  die  Wände  der  Bohren ,  in  wel- 
chen die  den  Schall  fortpflanzende  Luft  eingeschlossen  ist ,  auf  die  ElastidtÜ 
der  Luft  vermindernd  einwirken  müssen,  ohne  die  Dichtigkeit  zu  yermindem, 
oder  dass  die  Dichtigkeit  vermehrt  wird ,  ohne  dass  gleichzeitig  die  Elasticitit 
vergrössert  wird.  Dass  zwischen  der  schwingenden  Luft  und  den  Wänden  eine 
Wechselwirkung  besteht,  das  ergibt  sich  schon  ans  der  raschen  Abnahme  der 
Schallintensität  beim  Fortpflanzen  des  Schalles  durch  die  Bohren.  Denn  da 
hier  die  fortschreitende  Welle  immer  vneder  dieselbe  Luftmasse  in  Bew^nog 
versetzt,  so  kann  die  Abnahme  der  Schallstärke  nur  von  einer  Abgabe  der 
Bewegung  an  die  Böhrenwände  herrühren,  eine  Abgabe,  die  auch  dadurch 
constatirt  wurde,  dass  man  neben  der  Bohre  auf  ihrer  «ganzen  Länge  des 
Schall  zu  hören  im  Stande  war. 

Um  den  Einfluss  der  Böhrenwände  ganz  zu  eliminiren,  müsste  m^n  Bfib- 
ren  von  unendlich  grossem  Durchmesser  anwenden.  Begnault  glaubt  indesseOf 
dass  bei  der  Bohre,  deren  Durchmesser  gleich  1,1  M.  ist,  der  Einfluss  der 
Wände  schon  ganz  unmerkbar  gewesen  sei,  dass  man  deshalb  die  aus  der 
letzten  Versuchsreihe  sich  ergebende  Zahl  330"\6  als  die  mittlere  Geschwindig- 
keit des  durch  einen  Pistolenschuss  erzeugten  Schalles  von  dem  Entstehongs- 
momente  bis  zu  dem,  in  welchem  er  verschwindet,  ansehen. könne. 

Die  unserer  Gleichung  entsprechende  (Jeschwindigkeit  ist  das  noch  niebt 
genau,  da  unsere  Gleichung  voraussetzt,  dass  die  Dichtigkeitsänderung  der 
Luft  unendlich  klein  ist,  somit  strenge  genommen  für  den  Schall  eine  unend- 
lich kleine  Intensität  voraussetzt.  Man  erhält  die  bei  diesen  Versuchen  aas  den 
Zwischenräumen,  welche  bei  den  letzten  unmittelbar  Tor  dem  Verschwinden  dei 
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Schalles  gemachten  Beobachtungen  zwischen  einer  und  der  folgenden  Bückkehr 
des  Schalles  verstreichen.   Regnault  erhält  hierfür  die  nur  wenig  kleinere  Zahl 

Cq  =  330,30. 

In  freier  Luft  erhielt  Begnault  für  die  Geschwindigkeit  eines  durch  Ka- 
nonenschüsse erzeugten  Schalles  in  der  That  fast  genau  die  in  der  weitesten 
Bohre  gefundene  Zahl,  nämlich  als  mittlere  Geschwindigkeit 

C(j  =  330,70  Meter, 
eine  Zahl,  welche  nur  um  O"*,!  von  der  in  der  Bohre  gefundenen  sich  unter- 
scheidet. 

Begnault  hat  gleichzeitig  die  Frage  geprüft,  ob  denn  in  der  That  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  bei  allen  Drucken  dieselbe  sei,  ein 
Satz ,  der  strenge  nur  so  weit  gültig  sein  kuin ,  als  die  Gase  dem  Mariotte'- 
schen  Gesetze  folgen.  Es  gelang  ihm  nicht,  einen  messbaren  unterschied  in 
der  Schallgeschwindigkeit  zu  erhalten,  trotzdem  er  den  Druck  der  in  einer 
Bohre  des  College  de  France  eingeschlossenen  Luft  von  247™"»  bis  1267"»"*, 
also  bis  zum  Fünffachen  des  Anfangsdrucks  steigerte. 

Schliesslich  hat  Begnault  in  den  Bohren  auch  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  einigen  andern  Gasen  als  in  der  Luft,  nämlich  in  Wasserstofl:*, 
Kohlensäure ,  Stickoxydul  und  Ammoniak  bestimmt.  Nach  unserer  Gleichung 
für  die  Geschwindigkeit  dos  Schalles 

in  welcher  s  die  Dichtigkeit  des  Gases  bedeutet ,  erhalten  wir  für  das  Verhält- 
niss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  Schalles  in  zwei  verschiedenen 
Gasen  somit 

oder  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  und  die  Dichte 
der  Luft  gleich  1  setzen 

Der  Werth  von  c\  hängt  also  nur  ab  von  dem  Verhältnisse  der  Werthe  k 
des  Gases  und  der  Luft,  sowie  von  der  Dichte  des  betreflenden  Gases.  Für 
die  erwähnten  Gase  fand  nun  Begnault 

SO  dass  also  für  diese  /:  =  /.*,  ist.    Die  von  Begnault  erhaltenen  Werthe  sind: 


/i 


c 

Luft 1  1 

Wasserstoff  .  .  .  3,801  3,682 

Kohlensäure . . .  0,8009  0,8087 

Stickoxjdul  . . .  0,8007  0,8100 

Ammoniak 1,2279  1,3025. 

Wl'LMlBii;  I'h>Hik  I.    2.  Aufl.  40 
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Aus  diesen  von  Begnault  erhaltenen  Resultaten  ergibt  sich  somit  zunächst 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  nicht  unbeträchtlich  kleiner 
als  nach  den  frühem  Versuchen,  nämlich  zu  330,7  anstatt  332,7,  und  gleich- 
zeitig, dass  die  Geschwindigkeit  der  Ausbreitung  wesentlich  abhängig  ist 
von  der  Stärke  des  Schalles.  Aus  der  von  Begnault  gefundenen  Zahl  f&r  die 
Ausbreitung  in  freier  Luft,  bei  welcher  wegen  der  raschen  Abnahme  der- 
selben die  Intensität  keinen  merklichen  Einfluss  hat,  würde  für  k  ein  etwas 
kleinerer  Werth  folgen  als  der  von  uns  angenommene,  nämlich  1,3946  an- 
statt 1,40.  Aus  der  Erfahrung,  dass  auf  die  Geschwindigkeit  die  IntensitSt 
von  Einfluss  ist,  ergibt  sich  dann,  dass  wir  diesen  Coefflcienten  nicht  als 
constant,  sondern  als  von  der  Compression  der  Luft  abhängig  ansehen  müssen. 
Denn  da  andererseits  Regnault  gefunden,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
von  dem  Drucke  ddr  Luft  unabhängig  ist,  kann  eine  Abweichung  der  Gase 
vom  Mariotte'schen  Gesetz  diesen  Umstand  nicht  erklären.  Die  Bedeutung 
der  Veränderlichkeit  dieses  Coefflcienten  wird  in  der  Wärmelehre  hervortreten, 
wo  wir  dann  auch  die  Gleichung  für  die  Fortpflanzung  des  Schalles  ergänzen 
werden  *). 

§.  163. 

Indirekte  Messung  der  Schallgeschwindigkeit.  Wir  haben  im 
vorigen  Kapitel  nachgewiesen,  dass  jede  Säule  irgend  eines  'Körpers,  wenn 
sie  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt  wird ,  eine  Beihe  von  Tönen  gibt 
Für  Luftsäulen  in  Pfeifen  eingeschlossen  erhielten  wir  als  Ausdruck  für  die 

Schwingungszahl  diöser  Töne 

„_(2n-l)_c 
4{l  +  x) 

für  gedeckte  Pfeifen,  und 

N  = 


2(1  + x  +  y) 

für  offene  Pfeifen;  worin  l  die  Länge  der  Pfeifen,  x  die  Correction  wegen  diT 
Mundöfinung  und  y  die  Correction  bei  den  offenen  Pfeifen  wegen  des  Hervor- 
ragens  der  schwingenden  Luftsäule  aus  der  obem  Ocfihung  der  Pfeife  bedeutet. 
Nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnittes  ist  die  Grösse  r  in  die- 
sem Ausdruck  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  oder 
(los  Schalles  in  dieser  Luftsäule,  indem  JV^  der  reciproke  Werth  der  Schwingungs- 
dauer der  stehenden  Welle  von  der  Länge  2  {l  -\-  x),  resp.  (^  -f-  ar  -f-  .v)  »^^ 
Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erhielten  wir  aber  früher  den  Quo- 
tienten aus  der  doppelten  Länge  der  stehenden  Welle  und  der  Schwingungs- 
daiier  der  Bewegung,  oder* 

c  =  ^^  =  2LK 

Die   Schwingungszahlen  von  Tönen  können   wir  nun  aber  mittels  de^ 
iMonocbordes  oder  der  Sirene  auf  das  Genaueste   erhalten.     Da  wir  nun  die 

1;  Mau  sehe  im  dritten  Theile :  Verhilltniss  der  a]»eciti8cheii  Wannen  d«T  <ia«? 
iM'i  ooiiHtaiitem  Druck  und  coustautAJui  Volumen. 
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Länge  l  der  Bohre  direkt  messen  und  die  Grössen  x  und  y  entweder  nach  der 
Dulong'schen  Methode  beobachten  oder  nach  der  Wertheim'schen  berechnen 
können,  so  können  wir  aus  den  beobachteten  Tönen  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  sofort  erhalten.  Bei  Anwendung  gedeckter  Pfei- 
fen erhalten  wir,  wenn  N^  die  entweder  direkt  erhaltene  oder  aus  einem  der 
harmonischen  Töne  bestimmte  Schwingungszahl  des  Grundtones  ist,  für  wel- 
chen n  =  1 , 

und  ftlr  offene  Pfeifen 

c  =  2{l  +  x  +  y)N^. 

Dulong's  Versuche ')  fllhrten  auf  die  Zahl  333»"  für  0^  als  Mittel  aus  einer 
sehr  grossen  Zahl  von  Versuchen;  indess  glaubte  Dulong  doch,  dass  sich  die 
absolute  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  freier  Luft  durch  die  Töne  der  Pfei- 
fen nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  lasse,  und  die  Zahlen,  welche  er  mittheilt, 
zeigen  auch  besonders  mit  dem  richtigen  Werthe  von  a  in  der  Correction  fttr 
die  Temperatur  berechnet  Abweichungen  bis  zum  Werthe  von  10  Meter. 

Wertheim  ^)  indess  hat  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  mittels 
der  Pfeifentöne  fast  genau  mit  der  Theorie  in  üebereinstimmung  gefunden. 
Seine  Versuche  sind  bei  sehr  verschiedenen  Temperaturen  angestellt,  die  ver- 
schiedenen von  ihm  erhaltenen  Werthe  sind  die  folgenden: 


Temperatur 
t 

Schalles  bei  der 
Temperatur  t 

Geschwindigkeit  bei  0^ 

Co=  ^1  +  0,003665  t 

I.  Reihe 

t)'>,5C. 

331,98 

331,70 

2,0 

332,74 

331,53 

4,5 

332,75 

330,04 

8,0 

335,43 

330,62 

8,5 

338,05 

332,91 

9,0 

338,01 

332,54 

12,0 

339,46 

332,23 

12,3 

343,01 

335,53 

16,0 

338,68 

329,17 

26,0 

347,82 
n.  Reihe 

332,01 

9,9 

338,85 

332,87 

16,0 

337,20 
111.  Reihe 

327,35 

21,0 

341,15 
IV.  Reihe 

329,12 

9,3 

334,65 

329,09 

11,5 

336,50 

329,61 

17,0 

342,3 

332,11 

Mittel  aller  Versuche  331,33. 

Ißj  Dulong,  Untersuchungen  über  die  specifische  Wurme  der  elastischen  Flüssig- 
keiten. Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XLI.  Poggeud.  Annal.  Bd.  XVI. 

2)  Wertheim,  Ueber  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten.  Annales 
^^  cbim.  et  de  phys.  III.  S^r.  T.  XX  HI.  Poggend.  Annal.  Bd.  LXXVIL 
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Die  von  Wertheim  erhaltene  Zahl  ist  somit  um  0",7  oder  0,002  des  yon 
Begnault  gefundenen  Werthes  .grösser  als  der  letztere,  trotzdem  die  von 
Wertheim  angewandten  Pfeifen  im  Maximum  einen  Durchmesser  von  40" 
hatten,  also  nur  etwa  0,33  der  von  Regnault  benutzten  engsten  Bohre.  Es 
scheint  indess  auch  bei  Wertheim  der  Einfluss  der  Pfeifenweite  unverkennbar. 
Die  Versuche  sind  mit  vier  verschiedenen  Pfeifen  angestellt,  deren  Durch- 
messer  waren  10,  20,  20,  40°^"*,  drei  waren  von  Messing,  die  vierte,  derm 
Durchmesser  20*""'  betrug ,  von  Glas.  Nimmt  man  anstatt  aus  allen  Versuchen 
nur  aus  den  zu  jeder  Pfeife  gehörigen  Zahlen  das  Mittel,  so  erhält  man 

Messingpfeife  von  40'""  Durchmesser  332,10  aus  Beihe  I , 

„    20°-  „  330,11  „      „     n, 

Glaspfeife         „    20™™  „  330,23   „       „IV, 

Messingpfeife   „    10"""  „  329,12   „       „     m. 

Wie  man  sieht,  nimmt  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Pfeifendurchmesser 
nicht  unbeträchtlich  ab,  während  die  beiden  Pfeifen  gleicher  Dicke  auch  die- 
selbe Zahl  ergaben.  Die  Werthe  der  Zahlen  selbst  unterscheiden  sich  aller- 
dings von  den  Begnault' sehen ,  man  kann  das  indess  sehr  leicht  durch  die  Un- 
sicherheit der  Correctionen  x  und  y  erklären,  welche  die  absoluten  Weithe 
der  Zahlen  leicht  in  etwas  ändern  kann. 

Wenn  man  deshalb  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ihrem 
absoluten  Werthe  nach  auch  aus  den  Tonhöhen  der  Pfeifen  nicht  mit  aller 
Sicherheit  bestimmen  kann ,  so  sind  sie  doch  sehr  geeignet ,  die  Geschwindig- 
keit des  Schalles  in  verschiedenen  Gasen  zu  vergleichen. 

Um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  andern  Gasen  zu  bestimmen, 
legte  Dulong  *)  die  Pfeifen  horizontal  in  einen  grossen  von  innen  und  aussen 
mit  Blei  beschlagenen  Holzkasten ,  der  ganz  vollständig  mit  dem  wohl  aoi- 
getrockneten  zu  untersuchenden  Ga^e  crfQllt  war.  Ein  Gasometer,  mit  dem- 
selben Gase  angefüllt,  stand  mit  dem  Fusse  der  Pfeife  in  Verbindung  and 
trieb  das  Gas  unter  constantem  Drucke  in  die  Pfeife  hinein.  Sobald  der  Strom 
anfing,  wurde  in  einer  Wand  des  Kastens  ein  Loch  geöffnet,  imi  das  an- 
dringende Gas  wieder  abströmen  zu  lassen. 

War  nun  bei  einer  und  derselben  Pfeife  N  die  Schwingungsplil  ^ 

Tones  in  einem  Gase,  X'  die  in  einem  andern,  so  ist  bei  Anwendung  einer 

gedeckten  Pfeife 

c  =  4  (/  +  x)  N 
und 

c'  =  4(/  +  ir)  A^ 
also 

c  N 

C  iV 

Das  Verhältniss  der  beiden  Schallgeschwindigkeiten  erhalten  wir  also 
«elböt  ohne  Kenntniss  der  anzubiingenden  Correction  a*,  und  somit,  wenn  wir 

1)  Dulmigü..  a.  0. 
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die  Geschwindigkeit  c  in  Luft  als  anderweitig  bestimmt  annehmen,  auch  die 
Geschwindigkeit  c'  des  Schalles  in  jedem  andern  Gase. 

Die  Versuche  Dulong's  geben  daher,    wenn  auch  für  Luft  nicht  voll- 
kommen genaue ,  für  die  andern  Gase  durchaus  zuverlässige  Besultate. 

Die  von  Dulong  erhaltenen  Zahlen  sind  folgende: 


Name  des  Gases 

Schwingungszahl 

N 

Geschwindigkeit 
c  in  Luft  =  333«» 

Dichte 
s 

1 

Werth  1 
fürifc 

1,421 

Atmosphärische  Luft 

500,4  bei  22»  C. 

333»" 

Sauerstoff-  Gas 

474,9   „   21     „ 

317,17 

1,1026 

1,415 

Wasserstoff-  Gas 

1882,3   „    17     „ 

1269,5 

0,0688 

1,407 

Kohlensäure 

393,1   „    22     „ 

261,6 

1,542 

1,338 

Eohlenoxyd-Gas 

502,3   „15     „ 

337,4 

0,974 

1,427 

Stickoxjd-Gas 

392,7    „    20,6  „ 

261,9 

1,627 

1,343 

Oelbildendes  Gas 

466,9   „    16     „ 

314 

0,981 

1,240 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Werthe  ist  wohl  ohne  Weiteres  klar.  Die 
Werthe  für  c  sind  mit  Dulong's  Werth  für  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft 
333"*  berechnet  und  aus  diesen  dann  die  Werthe  von  k  nach  der  Gleichung 


'--(v)'-T-*- 


Die  Methode  der  Geschwindigkeitsmessung  durch  Pfeifentöne  beruht 
eigentlich  auf  Messung  der  Wellenlängen,  welche,  wie  wir  schon  mehrfach 
hervorhoben,  keineswegs  vollkommen  sicher  ist;  eine  Beobachtung  hat  nun 
vor  Kurzem  Kundt  ^)  in  den  Stand  gesetzt,  die  Länge  der  Wellen  in  den 
Gasen  direkt  zu  messen  und  so  eine  sehr  bequeme  Methode  zur  Vergleichung 
der  Schallgeschwindigkeiten  zu  geben. 

Wenn  man  eine  an  beiden  Seiten  offene  Röhre  in  longitudinale  Schwin- 
gungen versetzt,  so  geräth  die  in  der  Röhre  vorhandene  Luft  nicht  mit  in 
Schwingungen;  bringt  man  deshalb  in  eine  solche  Röhre  Lycopodium  oder 
Kieselsäure,  so  bewegt  sich  dies  zu  den  in  den  Röhren  wänden  sich  bildenden 
Savart'schen  Knotenlinien  (§.  139).  Anders  dagegen,  wenn  man  die  Röhren 
an  den  Enden  verschliesst ,  sei  es,  dass  man  sie  zustöpselt  oder  zuschmilzt. 
Da  die  freien  Enden  eines  den  tiefsten  Longitudinalton  gebenden  Rohres  stet^ 
ein  Schwingungsmaximum  haben,  so  stossen  die  Endflächen  des  Rohres  ganz 
periodisch  auf  die  eingeschlossene  Luft,  und  versetzen  dieselbe  in  Schwingun- 
gen, welche  mit  denen  der  Röhre  isochron  sind.  Da  nun  diese  Schwingungen 
von  beiden  Enden  der  Röhre  gegen  einander  sich  fortpflanzen,  so  müssen 
sich  stehende  Wellen  bilden,  an  deren  Knotenpunkten  das  Lycopodium  oder 


1)  Kundt,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXVJI  und  Bd.  CXXXV. 
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die  Kieselsäure  sich  ansammelt.  Die  Länge  dieser  stehenden  Wellen  hängt 
lediglich  von  der  Höhe  des  erzeugenden  Tones  und  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Wellen  in  dem  die  Köhre  erflillenden  Gase  ab,  oder  wenn  wir 
nach  und  nach  dieselbe  Bohre  mit  verschiedenen  Gasen  ftlllen,  so  ist  die  LSnge 
der  Wellen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Gasen 
direkt  proportional. 

Eine  ganz  eben  solche  Bildung  von  stehenden  Wellen  in  der  in  einer 
Röhre  eingeschlossenen  Luftsäule  tritt  ein,  wenn  man  die  Bohre  an  einem 
Ende  schliesst  und  durch  das  andere  ofl'ene  Ende ,  wie  Fig.  273  zeigt,  in  die- 

Flg.  273. 

ß  Da 


selbe  den  tönenden  Stab  einführt.  Klemmt  man  die  Böhre  bei  D  ein  und 
bringt  den  Stab,  der  bis  zu  seiner  Mitte  in  die  Bohre  eingeführt  ist,  dard 
Streichen  in  der  Bichtung  von  D  nach  Ä  zum  Schwingen,  so  sind  es  die 
Stösse  des  freien  Endes  B  gegen  die  eingeschlossene  Luft,  welche  die  Luft  in 
Schwingung  versetzen;  die  Schwingungen  werden  bei  C  reflectirt,  so  dass 
auch  hier  stehende  Wellen  sich  ausbilden ,  in  deren  Knoten  der  Staub  sich  an- 
sammelt. Bei  dieser  Art  der  Erzeugung  der  Luftschwingungen  werden  die 
Knotenlinien  durch  nichts  alterirt,  was  bei  der  ersten  Art  der  Erregung,  bei 
der  die  Bohre  selbst  schwingt,  immerhin  durch  die  Savarf sehen  Linien  noch 
möglich  ist.  Man  kann  deshalb  bei  dieser  Art  der  Erregung  die  Länge  der 
stehenden  Wellen  leicht  messen  und  so  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Bohren  verschiedenen  Durchmessers  und  bei  verschiedenen  Gasen  mit  einander 
vergleichen,  oder  auch,  wenn  man  die  Schwingungszabl  des  Stabtones  be- 
stimmt, ihrem  absoluten  Werthe  nach  erhalten. 

Auf  die  Einzelnheiten  des  Verfahrens  einzugehen,   würde  uns  hier  zu 
weit  fuhren,  wir  verweisen  deswegen  auf  die  Arbeiten  von  Kundt ^). 

Kundt^s  Versuche  bestätigen  nun  zunächst  das  vorhin  aus  denen  von 
Wertheim  gezogene  Besultat,  dass  die  Geschwindigkeit  auch  hoher  Töne  von 
dem  Durchmesser  der  Bohre  abhängig  ist,  und  liefern  gleichzeitig  die  Erkli- 
rung,  weshalb  Begnault  in  Bohren  von  0,108  Durchmesser  noch  eine  so  bedeu- 
tende Verzögerung  des  Schalles  fand,  während  wir  aus  den  Zahlen  Wertheims 
schon  für  Pfeifen  von  0,04  M.  Durchmesser  die  volle  Geschwindigkeit  erhiel- 
ten. Kundt  fand  nämlich,  wie  folgende  kleine  Tabelle  zeigt,  dass  die  Ver- 
zögerung der  Geschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge  des  Tones  zunimmt;  die 
Geschwindigkeit  in  einer  Bohre  von  13'""'  Durchmesser  ist  stets  gleich  1 
gesetzt. 


J)  Ausfilhrlich  sind  dieselben  dargelegt  in  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXXV. 
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Durchmesfier 

Geschwindigkeit  des  Schalles  für  Töne, 

der 

deren  Wellenlänge 

Röhren 

180°""                 90°""                  eO"»" 

nm 

55,0  • 

1,01010 

1,00885 

1,00584 

26,0 

1,00908 

1,00842 

1,00781 

13,0 

1,00000 

1,00000 

1,00000 

6,6 

0,98031 

1,99170 

0,99176 

1           3,5 

0,92628 

0,96666 

Für  den  tiefsten  Ton,  der  nahezu  dem  ais^  entspricht,  nimmt  also  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  bis  zu  dem  Rohrdurchmesser  0,055  so  merklich 
zu,  dass  die  Grenze  der  Zunahme  wohl  noch  nicht  erreicht  ist,  während  für 
den  eine  Octave  höheren  Ton  die  Grenze  der  Röhrenweite ,  bis  zu  welcher  die 
Geschwindigkeit  wächst,  schon  bei  26"^"*  liegt.  Der  Pistolenschuss  Regnaul t's 
gab  nach  Versuchen  von  König  einen  Ton ,  dessen  Wellenlänge  etwa  3,6  M.  ^), 
dessen  Höhe  somit  fast  g  war;  da  somit  die  Länge  der  Welle  20  mal  grösser 
ist,  kann  es  nicht  auffallend  erscheinen,  dass  der  Einfiuss  der  Röhren  wände 
erst  bei  so  viel  grösserm  Durchmesser  unmerkbar  wurde. 

Gleichzeitig  fand  Kundt ,  dass  die  Beschaffenheit  der  innem  Röhren  wand 
auf  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  von  Einfluss  war,  bei  rauhen  Wänden  ist 
die  Geschwindigkeit  kleiner;  einen  Einfluss  der  Intensität  vermochte  Eundt 
dagegen  nicht  zu  erkennen. 

Vergleichungen  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  verschiedenen  Gasen 
hat  Kundt  bisher  nur  wenige  gegeben  '^) ,  er  erhält  für  Kohlensäure  0,80 ,  für 
Wasserstoff  3,56 ;  erstorer  Werth  lässt  entsprechend  den  Versuchen  von  Dulong 
den  Werth  k  für  Kohlensäure  etwas  kleiner  werden  als  für  Luft. 

§.  164. 

Oesohwindigkeit  des  Schalles  in  festen  Körpern.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  muss  nach  dem  Frühern  mit 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  übereinstimmen. 
Für  Stäbe  erhielten  wir  für  diese  im  vorigen  Abschnitt  den  Ausdruck 


-  /"  ."• 


worin  E  den  Elasticitätscoefflcienten  und  s  die  Dichtigkeit  des  Stabes  bedeutet. 
Direkte  Messungen  dieser  Geschwindigkeit  sind  nur  für  Gusseisen  von 
Biot  vorhanden**),  welcher  sie  an  einer  Verbindung  von  376  Röhren,  die  zu- 
sammen eine  Länge  von  951,25  Meter  hatten,  ausführte.    In  eine  der  Mün- 


1)  Regpiault,  M^moires  de  l'Acad.  T.  XXX VII.  p.  437. 

2)  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXVll. 

3)  Bioi,  Experimentalphysik,  übers,  von  Fechncr.  Leipzig  1829.  Bd.  II.  x».  15. 
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dangen  diese«  BghrenVanaln  ward  ein  Bsenring ,  der  mit  deradben  gleiclien 
Dnrcbmeeser  hatte ,  angefiigt  und  in  seiner  IGtte  dordi  Sübe  Ton  Eisen  eine 
Glocke  und  ein  von  einer  Stahlfeder  gehaltener  Hammer  befestigt,  vermöge 
deren  man  den  letztem  nach  Belieben  an  die  Glocke  anschlagen  lassen  konnte. 
Dann  pflanzte  sich  der  Schall  der  Glocke  zur  Bohre  durch  die  StSbe  und  Ringe 
von  Eisen  fort ,  und  stellte  man  sich  an  das  andere  Ende  der  Böhrenleitang, 
so  musste  man  einen  doppelten  Schall  hören,  einen,  der  durch  das  Metall  der 
R/)hre  in  der  Zeit  z  hindurchgegangen  war,  den  andern,  da-  durch  die  Luft 
hindurch  sich  fortgepflanzt  hatte.  Man  nahm  in  der  That  sehr  deutlich  zwei 
l>estimmte  Schläge  wahr,  zwischen  denen  eine  Zeit  von  2,5  Sekunden  lag. 
Hieraus  V>erechnet  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c'  des  Schalles  im 
Eisen  aus  derjenigen  in  der  Luft  wie  folgt.     Die  Zeit,   welche  der  Schall 

brauchte,  um  in  der  Luft  sich  fortzupflanzen,  war  — —  ^  die  Zeit  x,  die  er 

951^5 
im  Eisen  brauchte,        >-,  die  Differenz  beider 


951,25  951,25  ß  ^ 

-  -  —  — ,—  =^  £  b 
c  c  ' 


und  darauK 


c'  =    J^l^^llS.  _    =  10,5  c  .  =  3475,5», 

951,25  —  2,5  .  c  '  '       ' 


HO  dass  also  der  Schall  im  Eisen  in  einer  Sekunde  nahe  an  3500  Meter  zurück- 
legt, wenn  wir  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft  in  runder  Zahl  gleich  331* 
setzen. 

Man  kann  tlbrigens  die  Schallgeschwindigkeit  in  festen  Körpern  sehr 
loicht  durch  indirekte  Beobachtungen  gerade  so  erhalten,  wie  bei  der  Luft 
und  den  Gasen,  durch  Beobachtung  der  Longitudinaltöne  eines  Stabes.  Wenn 
man  einen  an  beiden  Enden  freien  Stab  in  longitudinale  Schwingungen  yer- 
setzt ,  so  ist  die  Schwingungszahl  des  entstehenden  Grundtones : 

^^         21  f^     8  21 

und  daraus 

c  =  21 .  N, 

worin  l  die  Länge  dos  Stabes  bedeutet. 

Mit  Htüfe  dieser  Methode  ist  von  Wertheim  *)  die  Fortpflanzongs- 
goschwindigkoit  des  Schalles  für  eine  grosse  Reihe  von  Metallen  bestimnit 
worden.  Ein  Vergleich  der  experimentell  erhaltenen  Werthe  mit  den  theore- 
tisch berechneten  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Theorie  auf  das  Vollständigste. 


1)  Wcrthcitn,  Annalea  de  chim.  et  de  phys.  111.  S^r.  T.  XII.    Poggend.  Amol 
Ergänzungsband  11. 
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Name  des  Metalles 

Geschwindigkeit 
in  Luft  s=  1 

E 

8 

y'v 

Blei  ausgezogen 

4,257 

1803 

11,16 

• 

3,787 

Zinn         „ 

7,480 

— 

Gold         „ 

6,424 

8131,5 

18,61 

6,247 

Silber       „ 

8,057 

7357,7 

10,36 

7,940 

Zink  destillirt.  gegossen 

9,683 

„     gewöhnl.  ausgez. 

1 1 ,007 

8734 

7,008 

10,524 

Kupfer  ausgezogen 

11,167 

12449 

8,93 

11,128 

Platindraht  mittl.  Dicke 

8,467 

17044 

21,27 

8,437 

Eisen  (Berry)  ausgez. 

15,108 

20869 

7,74 

15,472 

Gussstahl  ausgezogen  * 

.  15,108 

19549 

7,71 

15,003 

Stahldraht  engl,  ausgez. 

14,961 

18809 

7,71 

14,716 

Sehr  bequem  zur  Vergleichung  der  Schallgeschwindigkeit  in  festen  Kör- 
pern mit  derjenigen  in  der  Luft  ist  die  Methode  von  Kundt,  die  wir  im  vorigen 
Paragraphen  besprachen  ^).  Wendet  man  in  der  Fig.  273  gegebenen  Anord- 
nung irgend  einen  tönenden  Stab  an,  so  entspricht  die  Länge  des  Stabes  der 
Länge  einer  stehenden  Welle ,  während  uns  die  Länge  der  in  dem  mit  Staub 
versehenen  Rohr  vorhandenen  Welle  die  Länge  der  stehenden  Welle  von  genau 
derselben  Schwingungsdauer  in  der  Luft  gibt.  Ist  nun  c  die  Geschvnndigkeit 
des  Schalles  im  Stabe,  l  die  Länge  des  Stabes,  N  seine  Schwingungszahl, 
so  ist 

Ist  C}  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft,  l^  die  Länge  der  in 
dem  Glasrohr  gemessenen  Wellen ,  so  ist 


somit 


l 


Das  Verhältniss  der  Schallgeschwindigkeiten  ist  gleich  dem  der  Stab- 
länge und  der  in  dem  Glasrohre  gemessenen  Wellen. 

Drei  Versuche,  bei  denen  ein  Messingstab  von  941'"'",5  Länge  angewendet 
wurde,  gaben  flir  die  Länge  der  Wellen  in  dem  Rohre  e^  =  43,30;  43,29; 
43,36.    Daraus  folgt  c  =  10,87 ;   10,87;   10,86. 

Für  drei  Stahlstäbe  aus  demselben  Stahl  erhielt  Kundt 

C=  15,345;    15,334;    15,343. 

Für  einen  Glasstab  erhielt  Kundt  c  =  15,24,  und  für  einen  Kupferdraht 
c  =  11 ,960. 


1)  Kundt,  Poggend.  Anual.  Bd.  CXXVII. 
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Die  Zahlen  stimmen  mit  den  von  Wertheim  und  den  för  dieselben  Sub- 
stanzen theoretisch  berechneten  so  vortrefflich,  dass  die  Genauigkeit  der  Me* 
thodo  dadurch  unzweifelhaft  bewiesen  wird. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles,  wie  wir  sie  soeben 
bestimmten,  gilt  nur  für  stabförmige  feste  Körper,  für  nach  allen  Achtungen 
des  Baumes  ausgedehnte  muss  sie  nach  Wertheim  grösser  sein^). 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  dem  §.  52  betrachteten  Zusammen- 
hange zwischen  dem  Elasticitätscoefficienten  E  und  der  beim  Zuge  eintretenden 
Volumänderung.  Wir  erhielten  damals  für  das  Gewicht  ir,  welches  einen 
Stab  vom  Querschnitte  und  der  Länge  1 ,  der  an  dem  einen  Ende  aufgehängt 
ist,  am  andern  das  Gewicht  trägt,  imi  die  Länge  d  ausdehnt, 

w  =  E6. 

Andererseits  erwähnten  wir,  dass  nach  der  Theorie  von  Cauchj  für  da&- 
selbe  Gewicht  die  Beziehung  besteht 

w  =  kö  -{-  Kv  ....  (flf) , 

worin  v  die  Veränderung  der  Volumeinheit  des  Stabes  bei  jenem  Zuge  bedeutet 
Die  Aonderung  der  Volumeinheit  bei  der  Verlängerung  i  ist  nun  nach  Wertheim 
Yj  tf ;  daraus  ergab  sich  gemäss  der  Gleichung 

"  =  k  +  TK  •  *' 
dass  Je  =  K  und  schliesslich 

w  ==  V3  kd. 

Für  den  Elasticitätscoefficienten ,  jenes  Gewicht,  welches  die  Verlänge- 
rung d  gleich  1  macht,  erhält  man  dann 

Diese  Grosso  E  wandten  wir  bisher  als  Maass  der  Elasticität  an.  Nehm» 
wir  aber  jetzt  einen  Stab  an,  der  nicht  nur  an  seinem  Ende  fest  ist,  sondern 
auf  dessen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  Kräfte  wirken,  welche  eine  Acmle- 
rung  des  Querschnittes  hindern ,  so  wird  jetzt  die  Verlängerung  d  durch  ein 
anderes  Gewicht  w'  bewirkt  werden,  für  welches,  da  auch  jetzt  noch  ük 
Verlängerung  der  Grösse  des  Gewichtes  proportional  sein  muss , 

w'  =  E'  6 

und  auch  jetzt  muss  für  w'  die  Beziehung  bestehen 

w'  =  k{6  +  v)  ....{ß), 

da  die  Gleichung  (cc)  für  jeden  Zug  oder  Druck  besteht,  welchen  man  auf 
einen  Körper  wirken  lässt,  und  da  weiter  k  und  K  zwei  nur  von  der  Substanz 
der  Körper  abhängige  Constanten  sind ,  somit  die  füi*  einen  bestimmten  Fall 
zwischen  ihnen  nachgewiesene  Gleichheit  bestehen  muss,  väe  auch  die  KrSiU 


1)  Wertheim,  Annales  de  chim  et  de  phys.  III.  S^r.  T.  XXIII. 
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auf  den  Körper  wirken  mögen.  Wenn  nun  aber  der  Stab  sich  um  6  verlängert, 
nimmt,  da  jetzt  eine  Aenderung  des  Querschnittes  nicht  eintreten  kann,  auch 
sein  Volumen  um  6  zu ,  oder  es  wird 

V  ==  d;  w'  =  2kd 

und  daraus  für  den  Coefficienten  E' 

E'  =  2k, 

Dieser  Coeffibient  ist  aber  als  das  Maass  der  elastischen  Kraft  in  diesem 
Falle  zu  betrachten,  da  uns  das  Produkt  E'  d  die  Kraft  gibt,  welche  wir  zu 
einer  Ausdehnung  ö  aufwenden  müssen,  also  auch  die  Kraft,  mit  welcher 
die  um  ö  von  einander  entfernten  Schichten  sich  wieder  einander  anziehen. 

Aus  dem  Obigen  folgt 

E:E'  =  Va  A; :  2A-, 
E'  =  %  E. 

unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  die  Kraft,  mit  welcher  sich  die  von 
einander  entfernten  Schichten  anziehen,  die  elastische  Kraft  des  Körpers,  das 
Anderthalbfache  von  derjenigen,  welche  bei  Verlängerung  um  die  gleiche 
Grösse  eines  nur  an  seinen  Enden  festen  Stabes  auftritt. 

Wenn  wir  nun  in  einer  ausgedehnton  Masse  des  festen  Körpers  einen 
Cylinder  dieser  Masse  verlängern  oder  verkürzen  wollten,  so  würde  in  dem 
Falle,  da  die  Wand  dieses  Cylinders  rings  von  der  gleichen  Masse  des  um- 
gebenden Körpers  festgehalten  und  angezogen  wird ,  das  Maass  der  Elasticität 
durch  die  Grösse  E'  gegeben  sein. 

Dad  ist  nun  der  Fall,  wenn  sich  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen 
Körpers  der  Schall  ausbreitet.  In  der  Richtung  jedes  Radius  einer  um  die 
Quelle  des  Schalles  gelegten  Kugel  pflanzen  sich  longitudinale  Wellen  fort, 
in  jedem  Radius  treten  also  Verdichtungen  und  Verdünnungen  ein.  Da  aber 
hier  jeder  dieser  Radien  von  der  gleichen  Masse  umgeben  ist,  können  bei 
diesen  Ausdehnungen  und  Zusammendrückungen  der  Länge  nach  keine  Con- 
tractionen  oder  Dilatationen  des  Querschnittes  stattfinden;  das  Maads  der 
Elasticität  ist  also  E'  und  nicht  E, 

Da  wir  nun  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  haben 


-/ 


e 


SO  wird  dieselbe  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen  Körpers 

oder  nennen  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  einem   Stabe  dieses 
Körpers  c' 


-«•/!■ 


Fl&r  du;j«iiig«ii  Küryer  also,  f&r  vekfae  die  Wertlieim'sdie  Annahme 
mfatig  iil,  rerfallt  »cfa  die  FortpflaamngfgeKliinndigkeit  des  Schalles  in 
^innr  KUf^^l  fß'ltr  in  einer  unbegrenzten  Maase  zn  derjenigen  in  einem  Stabe 


'■"/i 


wie  1/    -  zu  l. 


hi  die  Voltun\reiftndening  niekt  ^, ,  der  Terllngemng  bei  einem  auf  einen 
Hiali  den  Körper»  anagefibten  Zuge,  sondern  folgen  wir  der  allgemeinem,  Yon 
una  veriheiiligten  Annahme,  dasä 

t?  =  ^  =  —  •  ^, 

tut  geht  die  CSleichung,  aus  welcher  wir  im  §.  52  mit  Hülfe  der  Wertheim'- 
»chen  Annahme  ableiteten,  k  =  K 

k         . 

über  in 

•  1^ k__     . 


und  duruuH 


und 


if==4^-A= 


t«;  cs=  M  +  Äit;  =  M  -| •  W, 


3m  —  1     ,  jt 

Da  aber  nun  jedenfalls,   wenn  der  Stab  keine  Aenderung  des  Quer- 
schnittes erhalten  kann ,  J  =  t; ,  so  ist  auch  immer 


tU^o 


F/'^k  +  K^^f^'k, 


und  dtiraus 


c  =  7/w(m  +  l)      pi;  _     .     j/m  (m  +  i) 
f     3m -1     •  "S     ""  ^      r     3m  - 1    » 

so  diujs  also  t*  immer  grösser  ist  als  c',  ausser  wenn  m  =  1. 

Diese  Ausführungen  lassen  sich  nicht  leicht  durch  Versuche  prüfen,  ^ 
man  nicht  leicht  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  dorch  aus- 
gedehnte Massen  beobachten  kann;  sonst  wSre  das  eine  sichere  Methode  nr 
Bestimmung  von  m. 


_/. 
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§.  165. 

Gtosohwindigkeit  des  Sohallea  in  flüssigen  Körpern.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  Flüssigkeiten  muss  nach  dem  Frü- 
hem mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Longitudinalwellen  in  den 
Flüssigkeiten  übereinstimmen.  Bedeutet  II  den  Druck  der  Atmosphäre  in 
Millimeter  Quecksilberdruck,  c  das  speciflsche  Gewicht  des  Quecksilbers,  s  die 
Dichtigkeit  und  fx  die  Compressibilität  der  betreffenden  Flüssigkeit,  so  erhiel- 
ten wir  für  c  in  §.  140 

Für  Wasser,   für  welches  fx  =  0,0000499,.  5=1    bei  A^  C.  ist,   wird 

dieser  Ausdruck 

c  =  1424,8  Meter. 

Dieses  Resultat  ist  durch  direkte  Versuche  von  CoUadon  und  Sturm  im 
Jahre  1827  auf  dem  Genfersee  bestätigt  worden  *).  Zwei  Schiffe  wurden  in 
einer  bestimmten,  gemessenen  Entfernung  festgelegt.  Das  erstere  trug  eine 
in  das  Wasser  getauchte  Glocke,  welche  mittels  eines  an  einem  Hebel  befestig- 
ten Hammers  angeschlagen  werden  konnte.  An  dem  andern  Ende  des  Hebels 
befand  sich  eine  brennende  Lunte,  welche  in  demselben  Augenblicke,  in 
welchem  der  Hammer  die  Glocke  schlug,  eine  Quantität  Pulver  entzündete. 
Von  dem  andern  Schiffe  reichte  ein  Hörrohr  in  das  Wasser,  an  dessen  aus 
dem  Wasser  hervorragenden  Ende  der  Beobachter  sein  Ohr  anlegte ,  um  den 
im  Wasser  fortgepflanzten  Schall  wahrzunehmen.  Aus  der  gemessenen  Distanz 
der  Schiffe  und  der  beobachteten  Zeit,  welche  zwischen  der  Wahrnehmung 
der  Flamme  und  des  Schalles  verflossen  war ,  ergab  sich  bei  einer  Temperatur 

von  8^,1  Celsius 

c  =  1435  Meter. 

Setzen  wir  bei  8®  C.  nach  den  Beobachtungen  von  Grassi  fi  =  0,000049 
und  nach  Kopp  .<?  =  0,999  776 ,  so  wird 

c  =  1437  Meter, 

so  dass  das  experimentelle  Resultat  mit  dem  theoretischen  fast  identisch  ist. 

Andere  direkte  Beobachtungen  über  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Flüssigkeiten  sind  nicht  vorhanden.  Dagegen  hat  Wertheim  ^)  auch  hier  die 
Töne  der  offenen  Pfeifen  benutzt,  um  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen.  Das  Verfahren,  welches  er  anwandte,  um  die 
Töne  hervorzubringen,  sowie  die  noth wendigen  Berichtigungen  zu  erhalten, 
haben  wir  an  den  betreffenden  Stellen  beschrieben.     Berechnete  Wertheim 


1)  Colladon  und  Sturm,  Poggend.  Annal.  Bd.  XXL 

2)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.    III.  S^r.    T.  XXIII.     Poggend. 
Annal.  Bd.  LXXVIl. 
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indess  aus  seinen  Versuchen  nach  der  für  offene  Pfeifen  gültigen  Gleichung 
ans  den  beobachteten  Schwingongszahlen  N  die  SchallgeschwindigJLeit  c 

c  =  21N, 

so  ergab  sich  eine  weit  kleinere  Geschwindigkeit  als  die  Yersnche  tob  CoUadcm 
und  Btarm  und  die  Theorie  ergeben,  n&mlich  bei  15*  C.  als  Mittel  ans  9efar 

vielen  Versuchen 

c=  1173,4  Meter. 

um  dieses  Resultat  mit  der  Theorie  in  Einklang  zu  bringen,  nimmt 
Wertheim  an,  dass  sich  in  Flüssigkeiten  nicht,  wie  man  gewöhnlich  annimmt, 
der  Druck  momentan  nach  allen  Richtungen  gleichmäßsig  übertrSgt,  dass  abo 
nicht  für  einen  momentanen  Druck  ani  die  eine  Endfliche  eines  in  einer  toD- 
kommen  ausdehnsamen  Wand  eingeschlossenen  Flüssigkeitscjlinders  die  Qoer- 
dilatation  gleich  sei  der  durch  den  Druck  hervorgebrachten  Verkürzung,  das 
heisst,  dass  das  Volum  unge&ndert  dasselbe  sei,  sondern  dass  auch  dort  ein« 
Volum&nderung  eintrete  und  zwar  gerade  so,  wie  bei  den  festen  Körpern. 
Ist  diese  Annahme  gestattet,  so  muss  die  Verbreitung  des  Schalles  in  einer 
Flüssigkeitss&ule  sich  zu  derjenigen  in  einer  unb^renzten  Flüssigkeit  ver- 
halten wie  diejenige  in  einem  Stabe  zu  der  Geschwindigkeit  in  einer  unbe- 
grenzten Masse.  Wertheim  beobachtete  nun  die  (jeschwindigkeit  des  Schalles 
in  einer  Flüssigkeitssäule.  Die  Versuche  von  Colladon  und  Sturm  sowie  die 
Theorie  gaben  die  Geschwindigkeit  in  einer  unb^renzten  Flüssigkeit.    Die 

Wertheim'sche  Zahl  mit  j/  -^  multiplicirt,  muss  dann  mit  den  frühem  Zahlen 
übereinstimmen. 

In  der  That  ist  nun 

1173,4  .  J/f  =  1437,1  Meter, 

so  dass  diese  Coincidenz  der  auf  diese  Weise  von  Wertheim  berechneten  Zahl 
dafür  spricht ,  dass  das  von  ihm  für  feste  Körper  theoretisch  abgeleitete  Ge- 
setz auch  für  Flüssigkeiten  gültig  ist,  dass  demnach  die  Gleichheit  des  Druckes 
in  allen  Richtungen  nicht  bei  den  Schallschwingungen  stattfindet,  vielmehr 
eine  flüssige  Säule,  welche  longitudinal  vibrirt,  denselben  Ton  gibt  wie  ein 
starrer  Körper,  dessen  Materie  dieselbe  kubische  Compressibilität  besitzt  wie 
die  Flüssigkeit. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  starrer  Körper  auch 
für  Flüssigkeiten  gelten ,  während  eines  sehr  kurzen  Zeitabschnittes  nach  An- 
legung äusserer  Kräfte. 

Ist  dieses  Verhältniss  zwischen  den  beiden  Geschwindigkeiten  einmal 
festgestellt,  so  können  wir  für  alle  übrige  Flüssigkeiten  aus  der  Schall- 
geschwindigkeit in  einer  Säule  die  Geschwindigkeiten  in  einer  unb^renzten 
Masse  und  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  berechnen.  Diese  letztere  ist 
fOr  eine  grosse  Menge  von  Flüssigkeiten  bereits  direkt  bestimmt*;  der  Ver 
gleich  der  nach   beiden   Methoden    erhaltenen  Werthe  der   CompressibüitiU 
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würde  also  ein  neues  Mittel  sein,  die  Wertheim'schen  Voraussetzungen  und 
die  theoretische  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  zu  bestätigen. 

Wertheim  hat  für  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  die  Schallgeschwindig- 
keiten bestimmt  und  daraus  die  Compressibilität  der  Flüssigkeiten  berechnet. 
Seine  Resultate,  mit  denen  von  Grassi  (§.  63)  zusammengestellt,  geben  fol- 
gende Tabelle : 


Schallgeschwindigkeit 

Compressibilit&t 

Flüssigkeit 

Tempe- 
ratur 

Dichte 

in 
Säule 

der 

unbegrenzten 
Flüssigkeit 

nach 
Wertheim       Orassi 

Meter 

Meter 

Seinewasser 

l5^o 

0,9996 

1173,4 

1437,1 

0,0000491 

— 

do. 

30,0 

0,9963 

1250,9 

1528,6 

0,0000433 

do. 

40,0 

0,9931 

1324,8 

1622,5 

0,0000388 

do. 

60,0 

0,1 

1408,2 

1724,7 

0,0000346 

— 

Meer  Wasser 

20,0 

1,0264 

1187,0 

1453,8 

0,0000467 

0,0000445 

Lösung  von  Kochsalz 

36,90  0/^ 

18,0 

1,1920 

1276,0 

1561,6 

0,0000349 

0,0000821 

Lösung  V.  schwefeis. 

" 

Natron  13,35  % 

20,0 

1,1089 

1245,2 

1625,1 

0,0000393 

„       20,27  0/^ 

18,8 

1,1602 

1292,9 

1583,5 

0,0000348 

» 

Lösung  von  kohlens. 

Natron  20,7  % 

22,2 

1,1 

1301,8 

1694,4 

0,0000337 

0,0000303 

Lösung  V.  Salpeters. 

Natron  37,6  ^j^ 

20,9 

1,2066 

1363,6 

1669,9 

O4OOOO3OI 

0,0(y00306 

Lösung    von    Chlor- 

% 

calcium  76,5  »/^ 

22,5 

1,4322 

1616,3 

1979,6 

0,0000181 

0,0000209 

Alkohol  36^  B. 

20,0 

0,8362 

1049,9 

1286,9 

0,0000733 

Alkohol  absol. 

23,0 

0,7960 

947,0 

1159,8 

0,0000947 

0,0000991 

Terpentinöl 

24,0 

0,8622 

989,8 

1212,3 

0,0000800 

— 

Schwefeläther 

0,0 

0,7529 

946,3 

1259,0 

0,0001002 

0,000111 

Man  sieht,  wie  die  direkt  erhaltenen  Zahlen  mit  den  Wertheim'schen 
sehr  gut  stimmen,  so  dass  wir  berechtigt  sind,  dessen  Angaben  über  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  in  den  betreffenden  Flüssigkeiten  als  richtig  an- 
zunehmen. 

§.  166. 

Beflexion  des  Schallea.  Wenn  eine  schwingende  Bewegung  sich  in 
einer  unbegrenzten  Punktreihe  oder  einem  Punktsystem  fortpflanzt,  so  kehrt 
sie  nicht  zurück ,  indem  jeder  Punkt  an  den  folgenden  seine  ganze  Bewegung 
überträgt;  wenn  aber  die  Bewegung  an  eine  Grenze  ankommt,  wo  die  Elasti- 
cität  oder  die  Dichtigkeit  des  Punktsystems  sich  ändert,  so  .tritt  an  dieser 
Stelle  eine  Theilung  der  Bewegung  ein,  ein  Theil  geht  in  das  zweite  Mittel 
über,  ein  Theil  kehrt  als  reflectirte  Bewegung  in  dem  ersten  Mittel  zurück. 
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Die  Gesetze  dieser  Beflexion  haben  wir  §.  127  keimen  gelernt  und  gesehen, 
dass  eine  kugelförmige  Welle  von  einer  ebenen  Grenzfläche  so  zurQckgeworfen 
wird,  als  käme  sie  von  einem  Thinkte,  der  ebensoweit  hinter  der  Fläche  liegt, 
als  der  Mittelpunkt  der  Bewegung  vor  der  Fläche  liegt.  Jeder  Badius  der 
zurückgeworfenen  Kugel  bildet  daher  mit  der  Grenzfläche  denselben  Winkel 
als  der  die  Fläche  an  derselben  Stelle  treffende  Badius  der  einfallenden  Kugel, 
oder  der  Winkel ,  welchen  der  einfallende  Wellenstrahl  mit  der  Normale  der 
reflectirenden  Fläche,  mit  dem  Einfallslothe  bildet,  ist  gleich  dem  Winkel, 
welchen  der  reflectirte  Wellenstrahl  mit  derselben  Bichtung  bildet. 

Da  nun  der  Schall  eine  Wellenbewegung  eines  elastischen  Mittels  ist,  so 
muss  das  Beflezionsgesetz  des  Schalles  ganz  mit  dem  der  Wellen  identisch 
ßein.  Ein  an  einer  festen  Wand  in  der  Luft  ankonmiender  Schall  wird  so  zu- 
rückgeworfen, dass  der  zurückgeworfene  Schallstrahl  mit  dem  Einfallslothe 
denselben  Winkel  bildet  als  der  ankommende  Schallstrahl. 

Trifft  demnach  ein  Schallstrahl  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand»  so 
wird  er  genau  in  derselben  Bichtung  zurückgeworfen.  '  Es  ist  bekannt,  dass 
man  im  Echo  den  zurückgeworfenen  Schall  wahrnehmen  kann.  Steht  man  in 
einiger  Entfernung  vor  einer  festen  Wand  und  ruft  man  gegen  dieselbe,  so 
hört  man  nach  einiger  Zeit  denselben  Ton  von  der  Wand  zurückkehren.  Da- 
mit^ man  nun  aber  den  zurückgeworfenen  Ton  unterschieden  von  dem  direkten 
Tone  wahrnimmt,  ist  eine  gewisse  Zeit  nothwendig.  Die  Erfahrung  zeigt, 
dass  man  in  einer  Sekunde  10  Töne  nach  einander  wahrnehmen  kann,  oder 
vielmehr  deutlich  unterscheiden  kann,  dass  aber,  wenn  mehr  Töne  unser  Ohr 
treffen ,  der  Eindruck  ein  verworrener  wird. 

Es  muss  daher  zwischen  dem  direkten  und  reflectirten  Schalle  0,1  Sekunde 
liegen,  wenn  wir  das  Echo  deutlich  von  dem  primär  erzeugten  Tone  unter- 
scheiden sollen.  Der  Schall  durchläuft  nun  in  1  Sekunde  331  Meter  in  der 
Luft,  in  0,1  Sekunde  also  33,1  Meter;  befinden  wir  uns  also  17  Meter  von 
einer  festen  Wand ,  so  wird  der  Ton ,  um  zur  Wand  und  wieder  zu  uns  zurück 
zu  gelangen,  0,1  Sekifnde  brauchen,  wir  hören  also  das  Echo;  rücken  wir 
näher,  so  fällt  es  zum  Theil  mit  dem  direkten  Tone  zusammen,  wir  hören 
daher  nur  ein  Verhallen  des  direkten  Tones ;  entfernen  wir  uns  von  der  Wand. 
so  verfliesst  eine  grössere  Zeit,  in  einer  Entfernung  von  34  Meter  0,2  Sekun- 
den und  so  fort.  In  der  Entfernung  von  34  Meter  können  wir  daher  auf  den 
ersten  Ton  noch  einen  zweiten  folgen  lassen,  der  0,1  Sekunde  dauert  und  erst 
0,1  Sekunde  später  wird  der  erste  zurückgeworfene  Ton,  also  noch  deutlich 
unterscheidbar,  zu  uns  gelangen.  In  der  Entfernung  von  34  Meter  von  der 
festen  Wand  wird  also  das  Echo  ein  sogenanntes  zweisilbiges ,  in  noch  grösse- 
rer Entfernung  ein  drei-  und  mehrsilbiges. 

Ein  mehrfaches  Echo,  das  heisst  die  mehrmalige  Wiederkehr  desselben 
Tones  tritt  dann  auf,  wenn  eine  Anzahl  reflectirender  Flächen  vorhanden  ist, 
welche  alle  von  den  in  einem  bestimmten  Punkte  erzeugten  Schallwellen 
senkrecht  getroffen  werden.     Wie  die  Mächen  dazu  gegen  einander  stehen 
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müssen,   und  dass  im  Allgemeinen  nur  ein  be.stimmter  Ort  das  mehrmalige 
Echo  hört,  ist  ohne  Weiteres  klar. 

Was  früher  von  der  Reflexion  der  Wellen  an  krummen  Flächen  gesagt 
wurde,  gilt  auch  von  der  des  Schalles,  das  Reflexionsgesetz  bleibt  dasselbe. 
Daraus  erklärt  sich  die  bekannte  Erscheinung,  dass  in  einem  elliptischen  Ge- 
wölbe der  an  einem  Brennpunkte  erregte  Schall  in  dem  andern  Brennpunkte 
mit  fast  ungeänderter  Stärke  vernommen  wird. 

Eine  Folge  der  Reflexion  des  Schalles  ist  das  Verhallen  der  Töne  in  einem 
rings  begrenzten  grossen  Räume  und  die  daraus  hervorgehende  Undeutlichkeit 
einer  geordneten  Reihe  von  Tönen,  z.  B.  einer  Rede.  Das  gesprochene  Wort 
wird  von  den  entfernten  Wänden  so  zurückgeworfen,  dass  der  reflectirte 
Schall  zum  Theil  noch  mit  dem  direkten,  zum  Theil,  wenn  nicht  sehr  lang- 
sam gesprochen  wird,  mit  dem  des  folgenden  Wortes  zusammenfallt,  und  be- 
sonders das  letztere  undeutlich  macht.  Alles  was  den  reflectirten  Schall  stört, 
wird  daher  die  Deutlichkeit  des  Hörens  in  solchen  Räumen  vermehren.  Ist  der 
Raum  mit  Menschen  gefüllt,  so  hört  man  deutlicher,  da  dann  die  reflectirten 
Wellen  selbst  wieder  vielfach  reflectirt  werden,  und  so  ihre  Regelmäesigkeit 
gestört  wird.  Je  kleiner  ferner  der  Dichtigkeitsunterschied  zwischen  der  Luft 
und  den  Wänden  des  Raumes  ist,  um  so  schwächer  sind  die  reflectirten  Wel- 
len. Eine  Bekleidung  der  Wände  mit  weichen,  wenig  dichten  Stoffen  schwächt 
daher  die  reflectirten  Wellen  und  vermehrt  die  Deutlichkeit  des  Hörens.  Indess 
wird  dadurch  auch  die  Stärke  des  Schalles  durch  den  Mangel  der  sofort  zu 
betrachtenden  Resonanz  geschwächt,  deshalb  ist  das  Mittel  in  Räumen,  in 
welchen  der  Schall  zugleich  kräftig  und  deutlich  sein  soll,  wie  in  Concert- 
sälen ,  Theatern ,  nicht  anzuwenden. 

Verhindert  man,  dass  die  von  den  verschiedenen  Wänden  reflectirten 
Schallwellen  nach  der  gleichen  Richtung  zurückgeworfen  werden,  so  können 
sich  dieselben  nicht  verstärken,  sie  werden  daher  in  dem  Falle  möglichst  wenig 
stören.  Das  erreicht  man,  indem  man  dem  Räume  einen  rechteckigen  Grund- 
riss  ertheilt  und  nur  gerade  Wände  gibt.  Von  geraden  Wänden  werden  die 
von  einem  Punkte  ausgehenden  Schallwellen  alle  divergirend  zurückgeworfen. 
Es  ist  indess  ein  noch  ungelöstes  Problem,  welches  die  Form  eines  Raumes 
ist ,  in  welchem  eine  Reihe  erzeugter  Töne  am  besten  und  deutlichsten  klingt. 

Eine  vielfach  gebrauchte  Anwendung  der  Reflexionsgesetze  ist  das  Sprach- 
rohr. Dasselbe  hat  den  Zweck,  Rufe  in  Entfernungen  noch  deutlich  hörbar 
zu  machen,  in  denen  sie  bei  ungehinderter  Verbreitung  des  Schalles  zu  schwach 
werden.  Die  einfachste  Form  eines  solchen  Apparates  ist  ein  konisches  Rohr 
von  Pappe  oder  Metall ,  die  Materie  ist  ohne  Einfluss.  Man  legt  die  Lippen 
in  ein  Mundstück  (Fig.  274),  welches  sich  an  der  Spitze  des  Kegels  befindet, 
und  man  spricht  in  das  Rohr  hinein,  indem  man  es  nach  der  Seite  hinrichtet, 
nach  welcher  hin  man  den  Schall  werfen  will.  Sei  z.  B.  der  Ton  in  dem  Mittel- 
punkte C  des  Mundstückes  erzeugt,  so  wird  sich  der  Theil  CAB  der  Schall- 
welle, welcher  durch  den  Kegel  begrenzt  ist,  dessen  Mittelpunkt  Cund  dessen 
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pflanxen  und  den  Schall 
nach  der  lEUditong  der  Aie 
des  Bohres  yerstärkeiL 
Gleiches  gut  Ton  dem  Strahlenkegel  BCD\  und  man  sieht,  dass  schUeeslicli 
der  ganze  zwiM^faen  IßC'D'  liegende  Thdl  der  Welle  in  einem  kleinem  Kegel 
condenüirt  iüt,  dada  dieser  Thefl  der  SchaU welle,  anstatt  sieh  im  Baume  DCJ) 
aojftznbieiten ,  den  Schall  in  der  Axe  des  Kegels  Yerst&rk»i  wird.  Diejenigoi 
.SchalUtrahlen ,  welche  die  Wand  noch  nSher  bei  M  treffen  als  der  Strahl  CD, 
könncfn  doreh  mehrmalige  Reflexion  zunächst  an  der  Wand  MAy  dann  an  der 
Wand  MB  und  wieder  an  der  Wand  MÄ  nack  derselben  Bichiung  geworfen 
werden ,  und  so  ebenfalls  zur  Verstärkung  des  Schalles  beitragen. 

Lambert '  r  bat  den  Vorschlag  gemacht,  das  koniscbe  Sprachrohr  durch 
ein  anderes  zu  ersetzen,  das  aus  zwei  krummen  Flächen,  einem  fUlipsoid  dbcI 
einem  Paraboloid  zusammengesetzt  ist.  Das  Mundstück  ist  so  eingeriditd 
(Fig.  275;,  dasä  der  Mund  des  Buf enden  sich  in  dem  einen  Brennpunkte  F 
den  Ellipioi'les  befindet,  die  sämmtlichen  ßchallstrahlen  werden  dann  indem 

andern  Brennpunkte  des  EUipsoi- 

Fig.  275.  w  .    . 

des   ir    vereinigt   und    schrehn 


von   diesem   fort   auf   die  Waad 

des  paraboloidischen  Stückes  de» 

/T  5l  Sprachrohrs.  Der  Brennpunkt  F 

ist  zugleich  der  Brennpunkt  der 
Parabel,  und  da  die  sämmtliebeo 
Leitstrahlen ,  welche  man  von  F 
an  die  verschiedenen  Punkte  des  Paraboloides  zieht,  mit  den  an  eben  dieses 
Punkton  gezogenen  Normalen  der  Fläche  dieselben  Winkel  bilden,  weicht' 
durch  diese  Punkte  parallel  mit  der  Axe  gezogene  Linien  mit  der  Nonnalf 
üinschliessen ,  so  werden  alle  von  F'  ausgebenden,  das  Paraboloid  treffendeo 
Schallstrahlen  parallel  der  Axe  reflectirt.  Der  Schall  wird  also  ohne  grosse 
Schwächung  nach  der  Richtung  der  Parabelaxe  sich  fortpflanzen. 


\)  Lambert,  Menioireii  der  Berliner  Akademie  ITfiS. 
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Uebergang  des  Schalles  in  andere  Mittel;  Resonanz.  Wenn  eine 
schwingende  Bewegung  an  der  Grenze  zweier  Mittel  ankommt,  so  geht,  wie 
wir  früher  sahen ,  die  schwingende  Bewegung  nicht  nur  in^  ersten  Mittel  als 
reflectirt  zurück,  sondern  sie  geht  auch  in  das  zweite  Mittel  hinüber  und 
pflanzt  sich  dort  mit  der  für  dieses  Mittel  gehörigen  Geschwindigkeit  weiter 
fort.  Koramt  die  Welle,  welche  wir  als  eben  voraussetzen  wollen,  in  einer 
gegen  die  Grenzfläche  geneigten  Stellung  an,  so  ist  die  Wellenebene  im  zwei- 
ten Mittel  nicht  derjenigen  im  ersten  Mittel  parallel,  sondern  dagegen  geneigt. 
Der  Wellenstrahl  wird  also  gebrochen,  das  Gesetz,  nach  welchem  das  ge- 
schieht ,  war  folgendes : 

1)  Der  gebrochene  Wellenstrahl  liegt  mit  dem  einfallenden  iS  derselben 
Ebene. 

2)  Der  Sinus  des  Winkels  /,  den  der  einfallende  Wellenstrahl  mit  dem 

Einfallslothe  bildet ,  verhält  sich  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  r  wie  die 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  im  ersten  Mittel  c  zu  der  im 

zweiten  Mittel  c',  oder 

sin  i c 

sin  r         c 

Dass  der  Schall  nach  diesem  Gesetze  gebrochen  wird,  hat  durch  aus- 
gedehnte Versuchsreihen  Hajech  ^)  nachgewiesen.  Hajech  führte  eine  Röhre 
von  77  Millimeter  Weite  und  veränderlicher  Länge  durch  die  Scheidewand 
zweier  benachbarter  Säle.  Die  beiden  Enden  dieser  Bohre  wurden  durch  Mem- 
branen geschlossen.  Eine  zweite  Röhre ,  deren  Axe  in  der  Verlängerung  der 
ersten  lag,  auf  welche  sie  eingestellt  war,  endigte  in  einer  Büchse,  in  wel- 
cher das  tönende  Instrument,  Glocken  verschiedener  Grösse,  eingeschlossen 
wurde.  Der  Beobachter  hielt  sich  in  dem  zweiten  Saale  ^uf,  auf  dessen  Parket- 
boden  ein  Kreisbogen  gezogen  und  graduirt  war,  dessen  Mittelpunkt  sich 
vertical  unter  dem  Ende  der  Röhre  befand.  Bei  einer  ersten  Reihe  von  Ver- 
suchen wurden  die  Membranen  senkrecht  zur  Axe  der  Röhre  gestellt,  welche 
sie  verschlossen  und  die  Röhre  mit  Luft  oder  andern  Gasen  gefüllt.  Der  Schall 
wurde  nicht  abgelenkt,  sondern  am  stärksten  in  der  Verlängerung  der  Röhren- 
axe  wahrgenommen.  Da  der  Schall  in  der  Axe  der  Röhre  sich  bewegte ,  so 
traf  er  senkrocht  auf  beide  Grenzflächen  der  Röhre;  nach  dem  Brechungs- 
gesetz darf  keine  Ablenkung  eintreten. 

Darauf  wurde  die  Membran  in  dem  dem  Beobachter  zugewandten  Ende 
der  Röhre  gegen  die  Axe  geneigt,  an  der  andern  Seite  blieb  sie  senkrecht. 
Dort  traf  also  der  in  der  Axe  ankommende  Schallstrahl  wieder  senkrecht  auf 
die  Grenzfläche,  der  Einfallswinkel  war  0,  also  auch  der  Brechungswinkel, 
der  Schall  bewegte  sich  einfach  in  der  Axe  der  Röhre  weiter,  mit  welcher 


l)  Hajech ,  Nuovo  Cimento  März  1867.  Poggendorffe  Annalen.  Bd.  CHI. 
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• 
Substanz  dieselbe  auch  gefüllt  war.     Der  Strahl  traf  dann  die  zweite  Fläche 

unter  demselben  Winkel,  den  die  Membran,  mit  der  Axe  bildete;  der  Einfalls- 
winkel war  also  der  Winkel,  der  diesen  zu  90*^  ergänzte,  er  wurde  einfach 
durch  eine  Messung  des  ersten  Winkels  erhalten. 

Wurde  nun  die  Bohre  mit  Luft  gefHUt,  so  trat  auch  dann  keine  Ab- 
lenkung ein ,  da  innerhalb  und  ausserhalb  der  Röhre  dal^selbe  Mittel  war ,  der 
Schall  sich  also  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortbewegte.  Wurde  aber 
das  Rohr  mit  einem  andern  Gase  oder  einer  Flüssigkeit  gefüllt,  so  trat  eine 
Ablenkung  ein.  Dieselbe  wurde  beobachtet  dadurch ,  dass  der  Beobachter  sein 
Ohr  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Ende  der  Röhre  hielt  und  auf  dem  Kreisbogen 
so  lange  seine  Stelle  veränderte ,  bis  er  den  Schall  am  stärksten  wahrnahm, 
dann  von  seinem  Ohre  ein  Loth  auf  den  Kreisbogen  herabliess  und  den  Winkel 
bestimmt^  den  der  zu  dem  getroffenen  Punkte  gehörige  Radius  des  Kreises 
iiüt  dem  Einfallslothe  bildete.  Da  dieser  Radius  die  Richtung  des  austretenden 
Schalles  angab ,  so  bestimmte  dieser  Winkel  den  Brechungswinkel. 

Hajech  erhielt  auf  diese  Weise  folgende  zugehörige  Einfalls-  und  Bre- 
chungswinkel ;  die  letzte  Columne ,  welche  die  nach  der  Formel 

sin  r  =  —  -sin  i 
c 

aus  den  gegebenen  Winkeln  i  berechneten  r  enthält,  zeigt  die  Uebereinstim- 
mung  der  Resultate  mit  dem  Brechungsgesetz : 

Substanzen  in  der  Einfalls-  Brechungswinkel 

Röhre  Winkel  beobachtet  berechnet 

Wasserstoff 35«  50'  8»  8<>  50' 

25»  7»  6»  22' 

Ammoniakgas 41«  29»  20'  30«  22' 

35*^  50'  25«  26«  50' 

Leuchtgas   35«  50'  25«  40'  — 

Kohlensäure    35«  50'  49«  50'  48«  19' 

25«  33«  20'  32«  33' 

Brunnenwasser 35«  5o'  7«  40'  7«  58' 

25«  5«  40'  5«  37' 

Gesätt.  Kochsalzlösung  .  .  .  35«  50'  6«  15' 

...  25«  5«  10' 

Man  sieht,  wie  die  Beobachtung  das  Gesetz  bestätigt,  welches  sich  aus 
der  Theorie  der  Wellenbewegung  ergeben  hat. 

Wenn  eine  schwingende  Bewegung  in  eine  dünne  Schicht  eines  zweiten 
Mittels  tibergeht  und  sich  in  derselben  bis  an  die  Grenze  fortgepflanzt  hat,  so 
tritt  beim  Austritt  in  das  erste  Mittel  aus  der  zweiten  Grenze  eine  theilweise 
Reflexion  der  Bewegung  ein  und  die  reflectirte  Welle  kehrt  in  der  Schicht  zur 
ersten  Grenze  wieder  zurück;  wenn  nun  durch  die  erste  Grenze  immer  neue 
und  neue  Bewegungen  in  das  zweite  Mittel  übergehen ,  so  können  sieh  tliese 
mit   den  in  dem  Mittel  reflcctirten  zusammensetzen  und  stehende  Wellen  der- 
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selben  Periode  als  die  ankommende  Welle  erzeugen,  gerade  so  wie  in  einem 
longitudinalscbwingenden  Stabe  solcbo  stehende  Wellen  durch  Interferenz  der 
direkt  erregten  Wellen  und  der  an  der  einen  Grenze  reflectirten  entstehen. 

Man  kann  sich  davon  durch  eine  ganze  Reihe  von  Versuchen  überzeugen. 
Spannt  man  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  vollständig  im  Einklang  auf 
und  setzt  dann  unter  die  eine  einen  Steg ,  so  dass  man  V4  der  Saite  absondert 
und  streicht  dann  dieses  V4  mit  dem  Bogen  an,  so  erhalten  wir  die  zweite 
Octave  des  Tones  der  ganzen  Saite,  indem  dadurch  sich  die  ganze  Saite  in 
vier  gleiche  schwingende  Theile  zerlegt.  Sofort  zeigt  sich  dann ,  dass  auch  die 
zweite  nicht  abgetheilte  Saite  mit  der  ersten  isochron  schwingt,  denn  hält 
man  die  erste  rasch  fest,  so  hört  man  noch  eine  Zeit  lang  genau  denselben 
Ton  auf  der  zweiten  Saite ,  und  bringt  man  auf  die  zweite  Saite  kleine  Papier 
Reiterchen,  so  werden  dieselben  abgeworfen,  ausser  an  den  Stellen  der 
Schwingungsknoten. 

Wenn  man  in  einem  Räume  ein  Klavier  oder  eine  Violine  oder  irgend  ein 
Saiteninstrument  aufstellt  und  bringt  nun  in  deren  Nähe  einen  Ton  hervor, 
der  ein  harmonischer  Ton  einer  der  Saiten  dieser  Instrumente  ist,  so  hört 
man  sie  auf  das  Deutlichste  mitklingen.  Bei  Anwendung  eines  Klavieres  be- 
kommt man  bei  gehobenem  Dämpfer  auf  jeden  hineingesungenen  Ton  einen 
Nachhall,  der  nicht  nur  diesen  Ton,  sondern  auch  die  harmonischen  Obertöne 
deutlich  enthält. 

Ebenso  geben  Pfeifen  und  Gläser,  tlberhaupt  eingeschlossene  Luftsäulen 
Töne  an,  wenn  man  einen  ihrer  harmonischen  Töne  in  der  Nähe  erzeugt. 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  durch  den  Einfluss  einer  schwingenden  Be- 
wegung in  benachbarten  Körpern  stehende  Schwingungen  erzeugen,  so  ist 
unmittelbar  ersichtlich ,  dass  an  jeder  Grenzstelle  die  Erscheinungen  sehr  com- 
plicirt  werden,  und  dass  sich  deshalb  nicht  leicht  eine  Theorie  geben  lässt 
über  die  Form  der  Schwingungen  in  den  mitschwingenden  Körpern.  Das  aber 
zeigt  die  Erfahrung ,  die  Tonhöhe  ist  in  dem  mitschwingenden  Körper  immer 
dieselbe,  wenn  er  nicht  in  einem  besonders  widerstehenden  Mittel  schwingt« 
Femer  ergibt  sich  aus  den  Versuchen  von  Savart  *)  der  wie  es  scheint  all- 
gemeine Satz,  dass  die  mitgetheilten  Schwingungen  stets  parallel  sind  den 
ankommenden.  Von  den  vielen  Versuchen  Savart's  führen  wir  nur  folgenden 
an.  Ein  feiner  Streifen  von  Holz  wird  an  seinem  einen  Ende  an  einem  auf 
einem  Boden  aufgesetzten  Holzstück  befestigt  (Fig.  276),    an  seinem  andern 

Fig.  276. 


Ende  ist  eine  gespannte  Sait%  befestigt.    Wenn  man  nun  der  gespannten  Saite 
mittels  eines  Violinbogens  eine  schwingende  Bewegung  ertheilt,  senkrecht 


1)  Savart,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XIX. 
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zur  Ebene  des  Streifens,  so  geräth  der  Streifen  in  transversale  Schwingungen, 
wie  man  aus  der  hüpfenden  Bewegung  des  Sandes  auf  dem  Streifen  ersieht 
Wenn  man  aber  die  Saite  in  einer  mit  der  Ebene  des  Streifens  parallelen  Rich- 
tung in  Schwingung  versetzt,  so  schwingen  die  Theile  des  Streifens  in  der 
Ebene  desselben  hin  und  her.  Sand  auf  den  Streifen  gestreut,  erhält  keine 
hüpfende ,  sondern  nur  eine  gleitende  Bewegung. 

Da  die  Tonhöhe  durch  die  an  andere  Körper  übertragenen  Mitschwin- 
gungen nicht  geändert  wird ,  so  benutzt  man  in  der  Musik  diese  Erscheinung, 
um  schwachen  Klängen  durch  Besonanz  eine  bedeutende  Stärke  zu  verleihen. 
Eine  Saite  einfach  in  Schraubstöcke  von  Blei  eingespannt,  gibt  nur  einen 
schwachen,  kaum  hörbaren  Ton.  Wenn  man  sie  dagegen  auf  einer  Platte 
elastischen  Holzes  ausspannt,  mittels  elastischer  Halter  daran  befestigt  und 
mittels  Stege  von  elastischem  Holze  damit  in  Verbindung  setzt ,  so  wird  durch 
die  Besonanz  der  Platte  der  Ton  sehr  bedeutend  verstärkt. 

Der  Klang  einer  Geige  verdankt  seine  Kraft  nur  der  Resonanz  des  Bo- 

•  

deils ,  auf  welchem  die  Saiten  ausgespannt  sind ;  ebenso  ist  beim  Klaviere  die 
Stärke  des  Tones  wesentlich  abhängig  von  der  Güte  des  mitschwingenden 
Resonanzbodens,  mit  welchem  die  Saiten  durch  den  Steg,  durch  welchen  sie 
gezogen  sind ,  in  Verbindung  stehen.  Ebenso  eine  Stimmgabel  gibt  einfach  in 
der  Luft  gehalten  einen  äusserst  schwachen  kaum  hörbaren  Ton,  derselbe  wird 
aber  sehr  kräftig ,  wenn  man  die  Gabel  wie  in  Fig.  244  auf  einen  Resonanz- 
kästen  stellt,  einen  Kasten  von  elastischem  Holz,  dessen  Luftsäule  den  Ton 
der  Gabel  gibt,  oder  wenn  man  sie  auf  den  Resonanzkasten  einer  Geige  oder 
Überhaupt  auf  eine  elastische  Platte  stellt. 

Diese  tonverstärkende  Wirkung  der  mitschwingenden  Platte  erklärt  sich 
unmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik.  So  lange  Saiten  oder  transversal 
schwingende  Stäbe  von  kleiner  Ausdehnung  allein  in  der  Luft  schwingen, 
setzen  sie  nur  kleine  Luftmengen  in  Bewegung,  wenn  sie  aber  mit  aasgedehn- 
ten elastischen  Flächen  in  Verbindung  diese  in  isochrone  Mitschwingongen 
versetzen,  wird  durch  diese  Schwingungen  eine  viel  grosse  Luftmenge  in 
Schwingung  versetzt,  und  mit  der  Masse  der  schwingenden  Theilchen  wächst 
die  Intensität  des  Tones. 

Was  aber  an  Litensität  des  Tones  gewonnen  wird,  das  geht  an  Dauer 
verloren;  eine  Stimmgabel  oder  eine  gespannte  Saite  behalten,  wenn  sie  iiir 
sich  schwingen,  ihre  Bewegung  lange  bei,  mit  einem  Resonanzboden  ver- 
bunden, verlieren  sie  ihren  Ton  sehr  rasch. 

Nach  dem  Vorigen  sieht  man  nun  auch,  welche  Instrumente,  um  khn- 
gend  zu  werden,  mit  einem  Resonanzboden  verbunden  werden  müssen,  welche 
nicht;  alle  diejenigen,  welche  den  Ton  durch  Schwingungen  von  elastischen 
Streifen  oder  gespannten  Saiten  hervorbringen,«  brauchen  einen  Resonanx- 
kasten  oder  Resonanzboden,  diejenigen  aber,  bei  denen  die  Luft  direkt  in 
Bewegung  gesetzt  wird,  wie  bei  den  Blaseinstrumenten,  bedürfen  eines  ton- 
verstärkenden Mittels  nicht. 
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Die  BeäODBDz  verändert  die  HQhe  eines  erregten  Tones  nicht,  wohl  aber 
Imt  sie  wesentlichen  Einfluee  auf  den  Klang,  da  die  in  einem  Klange  vorban- 
deneu Partialtöne  durch  Besonanz  nicht  in  demselben  YerbUltniss  verstärkt 
werden.  Der  Klang  einer  Geige  ist  deshalb  ein  ganx  anderer  als  der  einer 
freien  mit  dem  Bogen  gestrichenen  Saite.  Ja  der  Klang  der  Geige  wird  ganz 
wesentlich  von  der  GOte  des  Resonanzkastens  bedingt,  indem  nur  ein  sehr 
flastischtT  gut  gearbeiteter  Kasten  die  hohem  Partialtöne  ebenso  verstärkt 
aIü  die  tiefern. 

§.  168.- 

Das  meoBohllohe  Ohr.  Durch  die  Mittheilung  der  schwingenden  Be- 
wegung der  Luft  an  die  die  Gehörnerven  umgebenden  elastischen  Medien  und 
dadurch  an  den  Gehörnerv  selbst  nehmen  wir  den  Schall  wahr. 

Das  Gehörorgan  des  Menschen  umfasst  drei  Abtheilungen  von  Hohl- 
räumen, welche  zum  gröbsten  Theil  in  dem  festen  Knachen  des  Schläfenbeines 
eingeschlossen  sind,  das  äussere,  mittlere  und  innere  Ohr;  die  beiden  erstem 
sind  mit  Luft,  das  innere  Ohr  ist  mit  Wasser  angefüllt. 

Zum  äussern  Ohr  gehört  die  Ohrmuschel  und  der  äussere  Gebörgang, 
zum  mittlem  Ohre  die  Paukenhöhle  und  die  Ohrtrompete,  die  tuba  Eustachii. 

Der  äussere  Gebörgang  a  (Fig.  "271)  igt  durch  das  Trommelfell  b,  welches 
in  seinem  ganzen  umfange  an  Knochen  angeheftet  ist,  von  der ^aukenliShle  c 


getrennt,  diese  verengert  sich  weiterhin  zur  Ohrtrompete  d,  welche  in  der 
Nasenhöhle  mündet.  Die  Höhle  des  innem  Ohres,  von  der  Figur  278  einen 
AbgDsa  in  natürlicher  Grösse  darstellt,  liegt  in  dem  Knochen,  welcher  die 
hintere  Wand  der  Paukenhöhle  bildet.  Zwischen  ihr  und  dem  Trommelfell 
liegt  in  der  Paukenhöhle  die  Reihe  der  Gehörknöchelchen. 

Der  Hammer  (mallens)  e  ist  mit  seinem  langen  Fortsalz  oder  Stiel  im 
Centrum  des  Trommelfelles,  femer  in  einer  Linie  von  da  zum  obem  Aasaia.- 
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rande  hinauf  und  nahe  dem  letztem  noch  einmal  mit  seinem  kurzen  Foii^tze 
am  Trommelfell  angeheftet.  Ausserdem  ist  er  noch  durch  einen  kurzen  Fort- 
satz, der  gerade  nach  vom  über  dem  Bande  des  Trommelfelles  hin  liegt  (und 
deshalb  in  der  Figur  abgeschnitten  ist)  an  der  Enochenwand  der  Paukenhöhle 
angeheftet. 

Sein  Kopf,  der  den  obem  Rand  des  Paukenfelles  überragt,  steht  durch 
ein  Gelenk  mit  dem  zweiten  Knochen,  dem  Ambos  (incus)  /"(Fig.  277)  in  Ver- 
bifldung.  Der  Ambos  ist  ausserdem  mit  einem  kurzen  (in  der  Figur  hinter 
dem  Hammer  liegenden)  Fortsatz  an  der  hintern  Wand  der  Paukenhöhle  an- 
gestützt. 

Vom  Ambos  geht  ein  langer  Fortsatz  parallel  dem  Stiele  des  Hammers 
nach  unten;  an  seinem  Ende  ist  der  dritte  Knochen,  der  Steigbügel  </  (Fig.  277) 
befestigt,  der  horizontal  nach  hinten  liegt.  Die  Platte,  in  der  seine  beiden 
Leisten  zusammenstosscn ,  der  Fusstritt,  ist  an  ihrem  Bande  herum  häutig 
mit  dem  Bande  des  ovalen  Fensters  h  (Fig.  278)  verbimden ,  welches  in  der 
Mitte  des  hintern  Theiles  der  Paukenhöhle  in  die  Höhle  des  innem  Ohres 
führt. 

Das  innere  Ohr  steht  durch  zwei  Oeffhungen  mit  der  Paukenhöhle  in 
Verbindung  durch  das  ovale  Fenster  /*,  welches  von  der  Platte  des  Steig- 
bügels bedeckt  ist,  und  das  unterhalb  demselben  liegende  runde  Fenster  i, 
welches  durch  eine  einfache  feine  Membran  geschlossen  ist.  Das  ovale  Fenskr 
führt  zum  mittlem  Theilo  des  innem  Ohres,  zum  Vorhof  (vestibulum)  k 
(Fig.  278),  in  welchem  dem  Fenster  und  somit  der  Platte  dos  Steigbügels 
gerade  gegenüber  ein  Zweig  des  Gehömerves  einmündet.  Vom  Vorhof  geht 
nach  der  einen  Seite  der  spiralig  gewundene  Gang  der  Schnecke  ( Cochlea)/ 
(Fig.  278)  aus ,  in  welchem  sich  ein  besonderer  Ast  des  Nerven  von  der  Axe 
aus  vertheilt.    Zur  Schnecke  führt  ausserdem  direkt  von  der  Paukenhöhle  auä 

0 

das  runde  Fenster  /. 

Nach  der  andern  Seite  gehen  vom  Vorhofe  die  drei  halbzirkel förmigen 
Kanäle  m ,  in  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  gebogen ,  in  je  zwei  Mün- 
dungen aus.  Auch  diese  erhalten  durch  die  eine  etwas  erweiterte  Mündung 
Aesto  des  Gehörnerven. 

Das  Trommelfell  ist  mit  seinem  Centrum  ein  wenig  trichterförmig  in  die 
Paukenhöhle  hinein  vertieft  und  dadurch  gespannt.  Diese  Spannung  kann 
durch  eine  Drehung  des  Hammers  um  die  den  obem  Band  des  Trommelfelles 
tangirende  (zur  Ebene  der  Figur  senkrechte)  Axe  des  Fortsatzes ,  mit  dem  er 
an  die  Wand  der  Paukenhöhle  befestigt  ist,  etwas  vermehrt  werden.  Dadurch 
rückt  das  untere  Ende  seines  Stieles  dem  ovalen  Fenster  näher,  und  da  die 
andern  Gehörknöchelchen  seiner  Bewegung  einigermassen  folgen,  so  wird 
dadurch  der  Fusstritt  des  Steigbügels  etwas  in  das  ovale  Fenster  hinein- 
getrieben. 

Das  Wasser  des  Labyrinthes  kann  diesem  Drucke  nur  dadurch  aasweicbent 
dass  es  die  das  runde  Fenster  verschliessende  Membran  gegen  die  PaukcnhÖhlf 
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hinausdrängt,   so  dass   mit  der  stftrkcrn  Spannuo;^  dte  1  fium^-t:  .i^     ^^,. 
diejenige  dieser  Membran  wächst. 

Im  Grossen  und  Ganzen  geht  aus  der  anairmiitodM«  tU^f^Ai^tAi^^^/   '^^ 
Gehörorgans  die  Art  der  Schall  Wahrnehmung  hinlftnglich  d^^tJi^^  i««9#i^/#      ij^ 
Schwingungen  der  Luft  thellen  sich  zunächst  dem  Troronu;lfdl«  mü*    ^a^  »^ 
durch  entweder  in  longitudinale  Schwingungen,  wie  Johanne«  MQlW  MiüU4«iü 
oder  in  transversale  Schwingungen,  bei  denen  die  Membran  al»  h^tUA»^  ^'JLwu,^ 
wie  andere  wollen,  versetzt  wird.    Die  Schwingungen  des  Tromm^lMU  i^n^: 
zen  sich  dann  durch  die  Beihe  der  Gehörknöchelchen  zum  ovalen  V*m>AArf  vjud 
so  in  die  Flüssigkeit  des  Vorhofes,  und  durch  die  Luft  der  Paukenh^bl^  rM*n 
runden  Fenster  und  in  die  Flüssigkeit  der  Schnecke  fort.    In  beiden  KIümii/ 
keiten,  der  des  Vorhofes  sowohl,  dem  ovalen  Fenster  gerade  gcgenQbcr,  «l« 
auch  jener  der  Schnecke  endigen  Theilo  des  Gehörnerven. 

Aber  auch  in  den  halbzirkelförmigen  Kanälen  endigen  Zweige  den  innMr' 
norves,  auch  diese  müssen  daher  zum  Hören  beitragen.  Es  ist  nun  eine  wahr' 
scheinliche  Hypothese,  dass  die  durch  den  Ton  erregton  Schwingungen  der 
Kopfknochen  sich  der  Flüssigkeit  in  den  halbzirkelförmigen  Kanälen  mit- 
theilen, und  dass  diese  dann  durch  die  in  denselben  mündenden  Nerven- 
endigungen percipirt  werden. 

Die  neuem  anatomischen  Entdeckungen  über  den  Bau  des  innern  Ohres, 
besonders  die  Art,  wie  die  Nerven  dort  endigen,  von  Max  Schnitze  und  dem 
Marchese  Corti  haben  Helmholtz')  in  den  Stand  gesetzt,  die  Perception  des 
Schalles  genauer  zu  erkennen.  Es  würde  die  uns  in  diesem  Buche  gesteckten 
(irenzen  weit  überschreiten,  wollten  wir  diese  Fragen  hier  ausführlich  be- 
sprechen ;  nur  einen  Punkt  müssen  wir  etwas  genauer  hervorheben ,  nämlich 
wodurch  nach  der  Hypothese  von  Helmholtz  das  menschliche  Ohr  in  den  Stand 
gesetzt  wird,  jeden  Klang  in  seine  einzelnen  Partialtöne  zu  zerlegen.  Diese 
Zerlegung  findet  wahrscheinlich  in  der  Schnecke  statt  und  wird  ermöglicht 
durch  die  eigenthümlichen  Gebilde,  mit  welchen  dort  die  Nervenendigungen 
in  Verbindung  stehen.  Die  Schnecke  ist  nämlich  ihrer  ganzen  Länge  nach 
durch  eine  theils  knöcherne,  theils  membranöse  Scheidewand  in  zwei  Hälften 
getheilt,  eine  obere  und  eine  untere,  die  eine  mündet  im  Vorhof,  die  andere 
läuft  gegen  die  Paukenhöhle  aus  und  ist  durch  die  Membran  des  runden  Fen- 
sters geschlossen.  Der  knöcherne  Theil  der  Scheidewand  befindet  sich  an  der 
innern  Seite  der  Windungen  und  durch  diesen  Theil  derselben  treten  die 
Nervenfasern  in  die  häutige  Membran  über,  und  dort  endigen  sie  an  den 
Corti'schen  Fasern,  membranöse  Streifen,  welche  zwischen  der  knöchernen 
Scheidewand  und  der  Wand  der  Schnecke  ausgespannt  sind.  Diese  Fasern 
werden  nun  höchst  wahrscheinlich  durch  die  in  das  Ohr  dringenden  Schall- 


1)  Helmholtz,  Tonempfindungen,  p.  200  ^,    Helmholtz  gibt  dort  auch  eine  ge- 
naue anatomische  Beschreibung  der  Corti'schen  Fasern  und  der  übrigen  Gebilde 
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wellen  in  Schwingung  versetzt,  und  diese  Schwingungen  theilen  sich  dem 
Gehörnerv  mit.  Für  diese  Corti'schen  Fasern ,  deren  Zahl  nach  Koelliker  etwa 
3000  beträgt,  nimmt  nun  Helmholtz  an,  dass  sie  für  bestimmte  TonhOhen 
abgestimmt  sind,  so  dass  also  einem  bestimmten  Tone  auch  eine  bestimmte 
Faser  entspräche ,  welche  durch  diesen  Ton  am  leichtesten  in  Mitschwingung 
versetzt  würde.  Wenn  deshalb  ein  einfacher  Ton  dem  Ohre  zugeleitet  wird, 
80  mtlssen  diejenigen  Corti'schen  Fasern,  welche  mit  ihm  ganz  oder  nahezu 
im  Einklang  sind,  stark  erregt  werden,  alle  andern  schwach  oder  gar  nicht 
Es  wird  also  jeder  einfache  Ton  von  bestimmter  Höhe  nur  durch  gewisse 
Nervenfasern  empfunden  werden,  und  verschieden  hohe  Töne  werden  ver- 
schiedene Nervenfasern  erregen.  Wenn  ein  zusammengesetzter  Klang  oder 
ein  Accord  dem  Ohre  zugeleitet  wird,  so  werden  alle  diejenigen  Fasern  erregt 
werden ,  deren  Tonhöhe  '-den  verschiedenen  in  der  Elangmasse  vorhandenen 
Tönen  entspricht.  Da  somit  die  Empfindungen  getrennte  sind,  so  wird  bei 
gehöriger  Auftnerksamkeit  das  Ohr  die  einzelnen  Töne  auch  getrennt  auffassen 
können. 

Demnach  muss  unser  Ohr  die  zusammengesetzten  Klänge  gerade  so  in 
ihre  einfachen  Bestandtheile  zerlegen,  wie  eine  Reihe  abgestimmter  Membra- 
nen oder  Resonatoren  durch  die  ihnen  entsprechenden  Töne  eines  zosammen- 
gesetzten  Klanges  zum  Tönen  gebracht  werden ,  und  das  Hören  ist  im  Grunde 
ein  specieller  Fall  des  Mittönens  durch  Resonanz. 

§.  169. 

EinfluBS  der  Bewegung  des  tonenden  Körpers  oder  des  Ohres 
auf  die  Höhe  des  wahrgenommenen  Tones.     Wenn  wir  den  durch  eine 

schwingende  Bewegung  der  Luft  bestehenden  Schall  durch  die  Stösse  dieser 
Schwingungen  gegen  das  Trommelfell  wahrnehmen,  und  die  Tonhöhe  nach 
der  Anzahl  der  empfundenen  Stösse  bestimmen ,  so  muss  es  auf  die  Höhe  de^ 
wahrgenommenen  Tones  von  Einfluss  sein,  ob  der  Beobachter  und  das  tö- 
nende Instrument  gegenseitig  in  Buhe  sind  oder  sich  einander  nfihem  oder  von 
einander  entfernen. 

Doppler  ^)  hat  diesen  Satz  näher  verfolgt  und  kommt  zu  dem  Schlüsse, 
wenn  der  Beobachter  und  das  tönende  Instrument  sich  n&hem ,  so  muss  der 
wahrgenommene  Ton  höher  werden ,  da  dann  die  Eindrücke  auf  das  Ohr  sich 
rascher  folgen,  als  im  Zustande  der  Ruhe.  Ebenso  muss  der  Ton  tiefer  wer- 
den ,  wenn  der  Beobachter  und  die  Tonquelle  sich  von  einander  entfernen. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Welle  mit  l,  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  der  Luft  mit  c,  diejenige,  mit  welcher  der  tönende  Körper  nach 
einer  Richtung  hin  bewegt  wird ,  mit  b ,  so  wird  nach  dieser  Richtung  hin  die 

Länge  der  Welle  um  —  •  l  verkürzt,   nach  der  entgegengesetzten  aber  um 

ebensoviel  verlängert.     Denn  hat  z.  B.   der  von  dem  tönenden  Körper  aus- 

1 )  Dvjfjthr,  Ueber  farbiges  Licht  der  Doppelsterne.  Prag  1842. 
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gehende  Wellenberg  um  die  Länge  einer  Welle  sich  fortgepflanzt,  so  wtlrde 
bei  ruhendem  Instrumente  der  folgende  Wellenberg  das  Instrument  verlassen, 
und  da  er  von  derselben  Stelle  ausgeht,  gerade  um  die  Länge  einer  Welle  von 
dem  ersten  entfernt  sein.  Hat  sich  aber  das  Instrument  während  dieser  Zeit 
in  der  Richtung  der  vorschreitenden  Welle  bewegt,  so  geht  der  zweite  Wellen- 
berg nach  derselben  Zeit  wie  vorhin  von  einem  dem  ersten  Wellenberge  nähern 
Orte  aus ,  er  ist  also  von  dem  ersten  um  weniger  als  die  Länge  der  Welle  bei 
der  Buhe  entfernt,  oder  die  Welle  wird  kürzer.  Nach  der  andern  Seite  wird 
sie  aber  um  ebensoviel  länger. 

Ist  nun  die  Länge  der  Welle  l,  so  ist  die  Zeit,  während  welcher  der  erste 
Wellenberg  um  l  sich  fortpflanzt,  gleich  der  Schwingungsdauer  2\  also,  da 

l 

und  da  wir  di# Geschwindigkeit  des  tönenden  Körpers  mit  h  bezeichneten,  so 
hat  sich  derselbe  in  der  Zeit  T  um  die  Strecke 

c 
in  der  Richtung  der  Welle  fortbewegt,  die  Länge  der  Welle  wird  also  dadurch 

'     '(.Ti)-^-(.+i), 

wenn  wir  mit  n  die  Schwingungszahl  oder  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der 
auf  die  Strecke  c  kommenden  Wellen  bezeichnen ,  wenn  das  Instrument  ruht. 
Die  an  einem  ruhenden  Ort  ankommende  Schwingungsmenge  ist  nun 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  der  Wellen- 
länge ,  also  hier  gleich 

c  c 

n 


--   h\  c  +  b' 


i  (• + n 


wo  das   negative  Vorzeichen  füi*  die  Orte  gilt,    denen  sich  das  Instrument 
nähert  und  das  positive  für  die,,  von  denen  es  sich  entfernt. 

Wenn  andererseits  der  Beobachter  sich  gegen  das  ruhende  Instrument 
bewegt  mit  einer  Geschwindigkeit  a ,  so  werden  in  der  Zeiteinheit  nicht  nur 
die  Schwingungen  in  das  Ohr  kommen,  welche  den  ruhenden  Beobachter 
treffen,  sondern  auch  diejenigen,  welche  auf  der  Strecke  a  liegen,  so  dass 
die  Zahl  der  wahrgenommenen  Schwingungen  wird, 

n   =  «  +  -^  , 

und  entfernt  sich  der  Beobachter 

n   =n-'  -^  , 

/» 
oder  da  Z  =  — , 

n  +  ^  =  n  •  -^~' 
—  i  c 
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In  jedem  Falle  wird  also  die  Schwingungsmonge,  die  das  Ohr  erhält, 
beim  Annähern  von  Beobachter  und  Tonquelle  grösser,  beim  Entfernen  klei- 
ner; findet  das  Erste  statt,  muss  der  Ton  höher,  das  Zweite,  tiefer  werden. 

Diese  Folgerung  ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt. 

A.  Seebeck  ^)  gibt  an,  dass  er  in  den  Papieren  seines  Vaters  eine  dahin 
gehörige  Angabe  gefunden  habe.  Ein  Schlitten,  wie  man  sie  im  Gebirge  2um 
jähen  Herabrutschen  an  Bergabhängen  gebraucht,  gab  dem  Beobachter  Ge- 
legenheit zu  bemerken ,  dass  der  Ton  einer  Pfeife ,  die  auf  dem  Schlitten  ge- 
blasen wurde,  beim  Vortiberfahren  plötzlich  tiefer  wurde. 

Buys  Ballot  ^)  hat  eine  ausgedehnte  Beobachtungsreihe  über  diesen  Punkt 
angestellt.  Auf  der  Eisenbahn  zwischen  Utrecht  und  Maarsen  waren  möglichst 
nahe  der  Bahn  mehrere  Musiker  aufgestellt,  welche  die  Tonhöhe  eines  auf 
einem  mit  der  Locomotive  vorüberfahrenden  Signalhome  gegebenen  Tones 
schätzten;  ein  anderer  auf  der  Locomotive  fahrender  Beobachter  verglich  den 
Ton  der  auf  den  Stationen  geblasenen  Homer  bei  Annäherung  imd  Entfernung 
der  Locomotive  mit  dem  des  mitfahrenden  Homes.  Die  Geschwindigkeit  des 
Wagens  wurde  bestimmt,  indem  nach  zwei  Chronometern  die  Zeit  aufgeschrie- 
ben wurde ,  welche  zum  Durchlaufen  von  100  Metern  gebraucht  war. 

Die  Beobachtungen  bestätigen  im  Allgemeinen  die  Theorie,  indem  fast 
immer  Veränderungen  der  Tonhöhe  in  dem  von  der  Theorie  geforderten  Sinne 
eintraten;  eine  genaue  üebereinstimmung  der  berechneten  Tonänderungen 
mit  den  beobachteten  kann  bei  solchen  Versuchen  nicht  erwartet  werden,  wo 
nur  eine  Schätzung  des  Beobachters  die  Aonderung  der  Tonhöhe  bestimmt. 

§.  170. 

Interferenz  des  Schalles.  Wenn  sich  nach  einer  und  derselben  Rich- 
iimg  zwei  Schallwellen  gleicher  Länge  fortpflanzen,  so  muss  nach  der  Natur 
der  Wellenbewegung  die  Rcsultirendc  aus  den  beiden  Schallwellen  abhängen 
von  der  Phasendifterenz,  mit  welcher  die  beiden  Wellen  zusammentreffen. 

Treffen  zwei  Schallwellen  ohne  Phasen dift'erenz  zusammen,  so  müssen 
sie  sich  verstärken,  treffen  sie  dagegen  mit  einer  Phasendifferenz  von  einer 
halben  Wellenlänge  zusammen,  so  müssen  sie  sich  aufheben.  Dass  letzt^re^ 
in  der  That  der  Fall  ist,  davon  kann  man  sich  durch  einen  einfachen  Versuch 
überzeugen.  Bringt  man  eine  Klangscheibe  zum  Tönen,  so  dass  das  diagonale 
Kreuz  entsteht,  so  schwingen  die  neben  einander  liegenden  Quadranten  gleich- 
zeitig nach  entgegengesetzten  Richtungen,  indem,  wie  wir  sahen,  die  Knoten- 
linien zwei  in  entgegengesetzter  Phase  befindliche  Theile  der  Scheibe  trennen. 
Führt  man  nun  eine  solche  tönende  Scheibe  am  Ohre  vorüber,  so  verschwindet 
der  Ton  jedesmal,  wenn  das  Ohr  sich  vor  einer  Knotenlinie  befindet.  Von 
dem  einen  Quadranten  wird  dann  ein  Wellenberg  ins  Ohr  gesandt  und  zugleich 


1)  Seebrck,  in  Dove's  llepertorium.  Bd.  Vlll.  p.  87. 
•J)  Buys  Ballot,  Poggcndorff's  Annalen.  Bd.  LXVl. 
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von  dem  andern  ein  Wellenthal,  die  Bewegung  des  Trommelfelles  ist  daher 
in  Folge  der  einen  Welle  die  entgegengesetzte  derjenigen  der  andern  Welle, 
die  Bewegung  und  somit  der  Schall  höi*t  auf. 

Diesen  Fall  der  Interferenz  von  Schallwellen  hat  Hopkins  ^)  auf  sehr  ein- 
fache Weise  sichtbar  gemacht.  Er  stellte  eine  Röhre  von  Pappe  oder  Holz  her, 
welche  unten  gabelförmig  in  zwei  Röhren  endigte ,  und  deren  oberes  Ende  mit 
einer  feinen  Membran  überspannt  war.  Bestreut  man  die  Membran  mit  etwas 
trocknem  Sand  und  hält  dann  die  Röhre  so  über  eine  tönende  Klangscheibe, 
dass  die  beiden  offenen  Enden  der  Gabel  sich  über  zwei  neben  einander  lie- 
genden Quadranten  der  Scheibe  befinden,  so  geräth  die  oben  über  die  Röhre 
gespannte  Membran  nicht  in  schwingende  Bewegung,  der  Sand  bleibt  ruhig, 
hält  man  aber  die  offenen  Enden  der  Gabel  über  gegenüber  liegende  Quadran- 
ten, so  geräth  der  Sand  in  eine  hüpfende  Be- 
wegung. Im  ersten  Falle  gehen  von  den  beiden 
Quadranten  zugleich  entgegengesetzte  Bewegun- 
gen in  die  Röhre,  dieselben  heben  sich  auf,  im 
letzten  Falle  aber  gleichgerichtete ,  sie  verstär- 
ken sich. 

In  anderer  Weise  hat  Nörremberg  ^)  die 
Interferenz  der  Schallwellen  gezeigt.  Ein  ver- 
zweigtes Rohr  von  der  Form  Fig.  279  wurde  in 
eine  Wand  eingemauert,  und  auf  der  einen 
Seite  der  Wand  ein  Ton  erzeugt,  der  nur  durch 
die  Luft  des  Rohrs  in  den  durch  die  Wand  abgetrennten  Raum  eindringen 
konnte.  Wurde  nun  eine  der  beiden  Röhren  verstopft,  so  drangen  alle  Töne 
durch  das  Rohr  hindurch,  wurden  aber  beide  geöffnet,  so  blieben  alle  Töne 
aus ,  für  welche  die  Differenz  der  Röhrenlängen  ein  ungerades  Vielfaches  einer 
halben  Wellenlänge  war. 

Eine  sehr  bequeme  Form ,  welche  zu  einer  Reihe  verschiedener  Versuche 
brauchbar  ist,  hat  Quincke^)  dem  ebpn  besprochenen  Interferenzapparat  ge- 
geben. Fig.  280  gibt  eine  dieser  Formen,  Fig.  281  eine  andere.  Die  erste  in 
den  gleich  anzugebenden  Dimensionen  löscht  den  Ton  a^  (440  Schwingungen) 
und  alle  seine  ungeraden  Vielfachen  aus.  Zwei  jT- förmige  Glasröhren  CAC^ 
und  CBC^  sind  an  den  Enden  rechtwinklig  umgebogen  und  bei  G  durch  einen 
kurzen,  bei  6\  durch  r- inen  langen  Kautschukschlauch  verbunden.  Gibt  man 
dem  letztern  eine  Länge  von  etwa  390™"^,  so  entspricht  er  einer  halben  Wellen- 
länge des  Tones  a,  in  Luft.  Das  mit  einem  kurzen  Kautschukschlauch  ver- 
sehene Ende  Ä  des  Apparates  setzt  man  in  den  äussern  Gehörgang  des  einen 


1)  Hopkins,  Poggend.  Annal.  Bd.  XLIV. 

2)  Müller 'Pouilht,  Lehrbuch  der  Physik.  Braunschw.  1856.  p.  382.  Diese  Me- 
thode ist  vorgeschlagen  von  J.  F,  W.  Herschel,  Philosophical  Magazin.  S.ser.  T.III. 
1833.    Poggend.  Annal.  Bd.  XXXI. 

3)  Quincke,  Poggend.  Annal.  Bd.  CXXVIII. 
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Ohres,  verstopft  das  andere  mit  einem  Siegellackpfropf  und  lässt  den  Klang 
der  Stimmgabel  durch  den  langen  Kautschukschlauch  BB^  und  die  verzweigte 


Fig.  280. 


Fig.  281. 


Q. 


Böhrenleitung  ins  Ohr  gelangen,  indem  man  die  Zinken  der  angeschlagenen 
Gabel  vor  das  offene  Ende  B^  des  Schlauches  hält,  oder  auch  den  Stiel  der 
Gabel  in  den  Schlauch  steckt  und  die  Gabel  dann  anschlägt.  Die  dem  Grund- 
ton  der  Gabel  entsprechenden  Wellen  löschen  sich  dann  bei  Ä  aus  und  man 
nimmt  ihn  nicht  wahr.  Drückt  man  aber  bei  G  oder  C^  den  Kautsdiukschlauch 
zu,  so  dass  die  Welle  nur  durch  ein  Bohr  dringen  kann,  do  tritt  der  Ton 
kräftig  in  das  Ohr  hinein. 

Der  Apparat  Fig.  281  unterscheidet  sich  von  dem  eben  beaprocbenen 
dadurch,  dass  der  lange  Kautschukschlauch  durch  das  Glasrohr  PPiQiQ  er- 
setzt ist;  indem  man  eine  Reihe  solcher  Röhren  herstellt,  die  an  Stelle  dieses 
mit  dem  Stücke  BCÄ  verbunden  werden ,  kann  man  die  Interferenxröhre  fftr 
eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  stimmen. 

Von  den  mannichfachen  Versuchen ,  zu  welchen  diese  Röhren  dienen  kön- 
nen, erwähnen  wir  hier  nur  die  Beobachtung  der  Klangfarbe.  Eine  solche 
Röhre  löscht  nicht  nur  einen  bestimmten  Ton  aus,  sondern  auch  alle  seine 
iiiigeradzahligen  Obertöne;  deshalb  löscht  eine  solche  Röhre  den  Klang  einer 
gedeckten  Orgelpfeife  ganz  aus,  es  bleibt  nur  das  Blasegeräusch  zurück,  bei 
oiner  offenen  Orgelpfeife  dagegen  ändert  sie  nur  den  Klang,  da  die  geraden 
Partialtöne  des  Klanges  nicht  ausgelöscht  werden.  Man  kann  deshalb  durch 
eine  solche  Röhre  sofort  erkennen ,  ob  in  einem  Klange  nur  ungerade ,  oder 
ob  auch  gerade  Partialtöne  in  ihm  enthalten  sind. 

Eine  sehr  instructive  Einrichtung  hat  König  diesen  Interferenzröhren  ge- 
geben, indem  er  sie  mit  seinen  manometrischen  Flammen  in  Verbindung 
setzte.  An  die  Stelle  des  Ohres  bei  der  Quincke'schen  Einrichtung  treten  die 
§.  154  Fig.  248  erwähnten  kleinen  Kapseln  mit  den  Flammen.  König*s  Inter- 
forenzröhre  ist  posaunenartig  eingerichtet.  Ist  die  Röhre  ganz  zusammen- 
geschobon,  so  sind  beide  dem  eindringenden  Tone  offene  Wege  ganz  gleich, 
or  dringt  in  die  Kapsel  ein  und  setzt  die  Flamme  in  Vibration;  zieht  man  nun 
ilio  eine  Hälfte  aus,  so  wird  der  eine  Weg  des  Tones  länger,  und  ist  er  gleich 
\.,  Wellenlänge,  so  heben  sich  die  Schwingungen  in  der  Kapsel  auf,  und  dit- 
Munnne  brennt  ruhig.  Indem  man  auf  diese  Weise  die  Länge  der  Welle  eine» 
Tones  von  bekannter  Schwingungszahl  messen  kann,  liefert  der  Apparat  so- 
gar oin  sohr  bequomes  Mittel,  dio  Geschwindigkeit  des  Schalles  zu  bestimmen. 
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Interferenz  des  Schalles  durch  gleichzeitiges  Aussenden  entgegengesetzt 
gerichteter  Impulse  von  zwei  naheliegenden  Orten  hat  Seebeck  ^)  mittels  der 
Sirene  sehr  deutlich  nachgewiesen.  Richtet  man  gegen  eine  Löcherreihe  einer 
Sirene  von  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  her  senkrecht  gegen  die 
Scheibe  zwei  Bohren  und  zwar  so,  dass,  wenn  die  eine  sich  vor  einem  Loche 
befindet,  die  andere  sich  dem  nächsten  gegenüber  befindet,  so  erhält  man  bei 
gleichzeitigem  Anblasen  keinen  Ton,  sondern  hört  nur  das  Geräusch  der  durch- 
strömenden Luft,  indem  sich  die  beiden  Stösse  der  Luft  nach  entgegen- 
gesetzter Richtung  bei  ihrer  Fortpflanzung  zum  Ohre  des  Beobachters  aufheben. 
Schliesst  man  aber  eine  der  Röhren ,  so  tritt  der  der  Umdrehungsgeschwindig- 
keit der  Sirene  entsprechende  Ton  hervor.  Stellt  man  die  Röhren  aber  so, 
dass  die  Stösse  altemirend  erfolgen,  so  also,  dass  der  Abstand  der  Röhren 
gleich  dem  halben  Abstände  der  Löcher  ist,  so  hört  man  denselben  Ton,  nur 
viel  stärker. 

Wenn  man  auf  einer  Scheibe  concentrisch  zwei  Löcherreihen  anbringt, 
von  denen  die  eine  doppelt  so  viel  Löcher  hat,  als  die  andere,  so  gibt  diese 
die  Octave  von  dem  Tone  der  letztem,  und  man  hört,  wenn  beide  gleichzeitig 
und  gleichseitig  angeblasen  werden,  in  der  Regel  beide  Töne  zugleich. 

Geschieht  jedoch  das  Anblasen  von  beiden  Seiten  her  und  zwar  so ,  dass 
jeder  Luftstrom  des  tiefem  Tones  mit  einem  Luftstrome  des  hohem  Tones 
zusanmienfällt^  so  verschwindet  der  höhere  Ton  ganz  und  man  hört  nur  den 
tiefem. 

Es  werden  in  diesem  Falle  die  abwechselnden  Impulse  des  hohem  Tones 
durch  die  gleichzeitigen  des  tiefem  aufgehoben  und  die  Hälfte  der  Impulse  des 
hohem  Tones  erzeugt  den  tiefem  Ton. 

Eine  sehr  interessante  Interferenz  des  Schalles  ist  von  W.  Weber  bei 
transversalschwingenden  Stäben  und  Stimmgabeln  beobachtet.  Gehen  von 
zwei  Punkten  ^  und  B  (Fig.  282),  deren  Abstand  in  Bezug  auf  die  Länge 
der  Schallwellen  nicht  verschwindend  klein  ist,  gleichzeitig  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  aus,  so  werden  sich  diese  rings  um  Ä  und  B  und  zwar, 
wenn  wir  nur  eine  durch  Ä  und  B  gelegte  Horizontalebene  betrachten ,  kreis- 
förmig ausbreiten.  Die  gleichzeitig  von  Ä  und  B  ausgehenden  Kreise  werden 
sich  dann  in  Punkten  C,  C'  schneiden ,  welche  in  einer  zu  AB  senkrechten, 
in  der  Mitte  von  D  errichteten  Linie  liegen.  Die  in  der  Nähe  dieser  Linie 
liegenden  Lufttheilchen  werden  dann  gleichzeitig  immer  von  einem  von  Ä 
ausgehenden  Wellenbcigc  und  von  B  ausgehenden  Wellenthale  getroffen,  sie 
werden  daher  immer  in  Ruhe  sein ,  auf  der  ganzen  Linie  CD  muss  daher  der 
Schall  verschwinden. 

Gehen  aber  jedesmal  die  Wellenberge  etwas  früher  von  Ä  aus  als  die 
Wellenthäler  von  Bj  so  werden  sich  die  Wellenberge  und  Thäler  nicht  mehr 
auf  der  Linie  CD  schneiden,  sondern  auf  der  andern  Linie,  nämlich  auf  einer 


1)  Seebeck,  Dove's  Repertorium.  Bd.  VT. 
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Hyperbel,  deren  Brennpunkte  A  und  5,  deren  Mittelpunkt  der  Punkt  D  ist. 
Man  kann  dieses  mit  Hülfe  unserer  frühem  Gleichungen  über  Interferenz  der 
Wellen  nachweisen,    man  kann  es  aber  leicht  mittels  Folgendem  übersehen. 


/ 


Geht  der  Wellenberg  von  A  um  die  Zeit  t  früher  aus  als  das  Thal  von  B^  sö 
hat,  wenn  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  mit  c  bezeich- 
nen ,  nach  der  Zeit  t ,  gerechnet  von  dem  Augenblicke  an ,  wo  der  Berg  den 
Punkt  A  verliess,  der  Wellenberg  den  Weg  c  .  t  zurückgelegt,  das  Thal  den 
Weg  c{i  —  t).  Berg  und  Thal  werden  nun  dort  zusammentreffen,  wo  >icb 
die  Kreise  schneiden ,  welche  um  A  mit"  dem  Radius  B  =  d  und  um  B  mit 
dem  Radius  R'  =  r  (t  —  t)  =  B  —  et  beschrieben  werden,  wo  also 

AE—  BE=  ex 

die  Differenz  der  Abstände  der  Punkte  E  von  A  und  B  gleich  der  constanten 
Grösse  et  ist. 

Die  analytische  Geometrie  lehrt  nun,  dass  alle  die  Punkte,  welche  st« 
liegen,  dass  die  Differenz  ihrer  Abstände  von  zwei  Punkten  eine  consUnte 
Grösse  ist,  auf  einer  Hyperbel  liegen,  deren  Brennpunkte  jene  beiden  Punkte 
sind. 

Gehen  dagegen  von  B  die  Wellenberge  etwas  früher  aus  als  die  Thaler 

von  A,   so  werden  die  Punkte  E'  auf  einem  andern  Arme  dieser  Hyperkl 

liegen ,  auf  welchem 

B'  —  B  =  CT 

ist,  dessen  Brennpunkte  also  ebenfalls  A  und  B  sind. 

Wenn  nun  von  A  sowohl  als  B  abwechselnd  Berge  und  ThSler,  also  Wel- 
len ausgehen ,  aber  so ,  dass  immer  das  Thal  von  B  um  c  .  t  spftter  ausgeht, 
als  der  Berg  von  A^  der  Berg  von  B  aber  um  ebensoviel  früher,  so  werden 
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Fig.  283. 


dann   anstatt   der  Interferenzlinie  CD   die   beiden  Hyperbelarmß   auftreten, 
welche  wir  soeben  entwickelten. 

Das  hat  nun  W.  Weber ' )  in  der  That  bei  transversal  schwingenden 
parallelepipedischen  Stäben  beobachtet.  Stellen  A  und  B  die  Kanten  eines  in 
der  Bichtung  AB  schwingenden  parallelepipedischen  Stabes  vor,  so  geht, 
wenn  der  Stab  nach  B  hin  sich  bewegt,  von  B  ein  Wellenberg  aus,  von  A 
ein  Wellenthal,  indem  die  an  B  grenzende  Seitenfläche  die  Luft  vor  sich  her- 
treibt, die  an  A  grenzende  Seitenfläche  vor  der  Luft  zurückweicht.  Der  von  B 
ausgehende  Wellenberg  geht  aber  um  ein  sehr  kleines  Zeittheilchen  früher 
aus,  als  das  Wellenthal  von  A^  und  es  gibt  demnach  eine  hyperbolisch-cylin- 
drische  Fläche  EE^  auf  welcher  der  Schall  vernichtet  wird,  deren  Durch- 
schnitt parallel  der  Stabkante  eine  gerade  Linie  ist,  da  von  jedem  Punkte  B 
und  A  der  Kanten  Wellenberge  und  Wellenthäler  ausgehen ,  deren  zur  Stab- 
kante senkrechter  Durchschnitt  aber  eine  Hyperbel  ist,  da  der  Berg  von  B 
dem  Thale  von  A  etwas  voreilt. 

Wenn  nun  umgekehrt  der  Stab  nach  A  hin  schwingt,  eilt  dort  der  Berg 
dem  dann  von  B  ausgehenden  Thale  etwas  voraus ,  und  es  entsteht  der  zweite 
Hyperbelarm  E'  E\ 

Gleiches  findet  nach  der  andern  Seite  von  AB 
in  Bezug  auf  die  dort  liegenden  Kanten  des  Stabes 
statt,  um  einen  solchen  Stab  gibt  es  also  vier  Inter- 
ferenzflächen. 

Am  leichtesten  lassen  sich  diese  Interferenzen 
an  einer  Stimmgabel  beobachten.  Dort  schwingen 
die  ^Zinken  gegen  einander,  von  jeder  Zinke  gehen 
also  vier  Hyperbelarme  aus.  Dreht  man  aber  die 
Stinamgabel  sehr  rasch  vor  dem  Ohre  um  den  Stiel 
derselben  als  verticale  Axe  herum ,  so  hört  man  den 
Ton  nicht  8mal,  sondern  nur  4mal  verschwinden, 
entsprechend  den  Hyperbelästen  /, ,  Jj »  *^3  >  «^4 
(Fig.  283).  Die  vier  von  den  innem  Kanten  der  Zin- 
ken ausgehenden  hyperbolischen  Interferenzflächen 
werden  durch  die  gleichzeitige  Gegenbewegung  der 
Zinken  verdeckt. 

Da  nämlich  die  Zinken  A  und  B  sich  gleichzeitig  gegen  einander  bewegen, 
so  wird  dadurch  die  zwischen  A  und  B  befindliche  Luft  kräftig  herausgetrie- 
ben ,  und  bei  der  Entfernung  der  Zinken  von  einander  wieder  hineingezogen. 
Die  hierdurch  entstehende  schwingende  Bewegung  verdeckt  die  Interferenzen 
der  innem  Kanten. 


'A 


1)  W.  Weber,  J.  C.  S.  Schweigger  nnd  Schweigger- Seidel.  Jahrbuch  für  Chemie 
und  Physik.  Bd.  XLVIII  (18). 


WCiiLNKR,  Phyaik  I.    2.  Auü. 
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§.  171. 

Interferenz  von  Wellen  ungleicher  Länge.  Stösse.  In  dem  vorigen 
Paragraphen  haben  wir  das  Zusammentreifen  zweier  Wellenzüge  gleicher  Pe- 
riode betrachtet  und  haben  gesehen ,  wie  dadurch  die  den  einzelnen  Wellen- 
zügen entsprechenden  Töne  verstärkt  oder  geschwächt,  oder  selbst  unterdrückt 
werden,  je  nach  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  die  Wellenzüge  gleichzeitig 
in  unserem  Ohr  ankommen.  Die  Besultirende  dieser  Interferenzen  war  aber  eine 
stetig  sich  gleich  bleibende,  die  Verstärkung  oder  Schwächung  des  Tones 
dauerte  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  lange  die  einzelnen  Töne  fortdauerten, 
da  die  Wellen  von  gleicher  Geschwindigkeit  und  Länge  mit  constanter  Phasen- 
differenz immer  an  einem  und  demselben  Orte  ankommen. 

Wie  nun  zwei  Wellenzüge  gleicher  Länge ,  können  auch  zwei  Wellenzüge 
verschiedener  Länge  mit  einander  interferiren,  jedoch  .ist  das  Resultat  der 
Interferenz  ein  wesentlich  anderes,  viel  complicirteres  als  in  dem  vorigen 
FaUe. 

Werden  nämlich  an  einem  und  demselben  Orte  zwei  Töne  mit  verschie- 
dener Schwingungszahl  erregt ,  so  tritt  in  diesen  nicht  inmier  zugleich  Wellen- 
berg oder  Wellenthal  auf,  sondern  in  beiden  Tönen  zu  verschiedenen  Zeiten, 
da  sie  in  dem  einen  Tone  rascher  auf  einander  folgen  als  in  dem  andern. 
Gibt  der  höhere  Ton  in  der  Sekunde  z.  B.  eine  Schwingung  mehr,  und  wir 
nehmen  an ,  dass  beim  Beginne  die  Schwingungen  beider  genau  gleichzeitig 
waren,  so  werden  allmählich  die  Schwingungen  des  tiefem  Tones  gegen  die- 
jenigen des  hohem  zurückbleiben ,  nach  einer  halben  Sekimde  wird  der  tiefere 
Ton  gerade  ein  Thal  aussenden ,  wenn  der  höhere  einen  Wellenberg  aussendet 
Nach  einer  weitern  halben  Sekunde  wird  der  tiefere  Ton  um  noch  eine  halbe 
Schwiugimg  zurückbleiben,  so  dass  am  Ende  der  ersten  Sekunde  wieder 
Wellenberg  und  Wellenberg  zusammentreffen. 

Zwei  derartige  Wellen  können  sich  daher  nicht  dauernd  schwächen  oder 
dauernd  stärken,  da  die  Schwingungen  nicht  gleichzeitig  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind,  sondern  bald  gleichgerichtet,  bald  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Das  Olu*  eines  Beobachters  wird  daher  abwechselnd,  wenn 
zugleich  die  Wellenberge  oder  die  Wellenthäler  das  Ohr  treffen,  die  Somme 
der  Impulse  der  einzelnen  Wellen  erhalten,  oder  wenn  ein  Wellenberg  und 
ein  Wellenthal  zusammentreffen,  die  Differenz  der  Impulse.  Während  dem- 
nach das  Ohr  beide  Töne  wahrnimmt,  wird  es  zugleich  von  Zeit  zu  Zeit  Ver- 
stärkungen und  Schwächungen  des  Tones  wahrnehmen  müssen. 

Die  Erfahmng  bestätigt  diese  Schlüsse  vollkommen,  denn  lässt  man 
zugleich  zwei  Töne,  die  nahezu  gleich  gestimmt  sind,  ansprechen,  so  hört 
man  während  des  Tönens  von  Zeit  zu  Zeit  deutliche  Schläge,  indem  die  In- 
tensität des  Tones  abwechselnd  verstärkt  und  geschwächt  wird. 

Diese  Schläge  nennt  man  StÖsse  oder  Schwebungen.  Beträgt  der  unter- 
schied der  Schwingungszahlen  in  der  Sekunde  eins,  so  fUllt  am  Anfange  jeder 
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Sekunde  Wellenberg  und  Wellenberg  zusammen,  wir  werden  daher  in  jeder 
Sekunde  eine  Verstärkung  des  Tones,  einen  Stoss  wahrnehmen.  Ist  der  unter- 
schied der  Schwingungszahlen  gleich  zwei ,  so  wird  bei  gleichzeitigem  Anfang 
bei4cr  Töne  nach  der  ersten  Viertelsekunde  der  höhere  Ton  dem  tiefem  um 
y^i  TLS^h.  einer  halben  Sekunde  um  eine  ganze  Oscillation  vorgeeilt  sein. 
Schon  nach  einer  halben  Sekunde  werden  also  dann  wieder  zwei  Wellenberge 
zusammentreffen,  wir  werden  in  der  Sekunde  zwei  Stösse  wahrnehmen. 

Dass  die  Zahl  der  Stösse  überhaupt  gleich  der  Differenz  der  Schwingungen 
derjenigen  Töne  sein  muss ,  aus  denen  sie  entstehen ,  entwickelt  Hällström  *) 
in  folgender  Weise.    Seien  r  und  s  die  Schwingungen  der  angestimmten  Töne 

in  der  Sekunde ,  und  x  die  Anzahl  der  Stösse.    In  der  Zeit  —  entsteht  dann 

X 

ein  Stoss,   und  in  dieser  Zeit  macht  der  Ton  mit  der  Schwingungszahl  r 

T  8 

-,  der  andere  Ton  —  Schwingungen,  da  r  und  s  die  Scbwingungszahl  in  der 

X  X 

Zeit  1  ist. 

In  derselben  Zeit  aber,  in  welcher  durch  das  Zusammenwirken  der 
Schwingungen  ein  Stoss  entsteht,  muss,  wie  wir  vorhin  erwähnten,  der 
höhere  Ton  eine  Schwingung  mehr  vollführen,  oder  es  muss 

L  _  L  =  1, 

X  X  ' 

s  —  r  =  a; 

oder  allgemein  die  Anzahl  der  Stösse  in  einer  Sekunde  muss  gleich  der  Diffe- 
renz der  Schwingungszahlen  beider  Töne  sein. 

Man  hat  vielfach  darüber  gestritten ,  ob  die  Stösse  nur  subjectiver  Natur 
seien,  das  heisst,  ob  sie  nur  im  Ohre  durch  Zusammentreffen  der  einzelnen 
Impulse  entständen ,  oder  ob  sie  objectiver  Natur  seien ,  das  heisst ,  ob  wirk- 
lich an  den  Interferenzstellen  eine  stärkere  Bewegung  der  Lufttheilchen  vor- 
handen sei.  Ein  einfacher  vom  Orgelbauer  F.  Lange*)  in  Berlin  construirter 
Apparat  beweist  jedoch  die  objective  Natur  der  Stösse  auf  das  entschiedenste. 
Lange  brachte  in  den  Fuss  einer  Zungenpfeife  mit  gläserner  Wand  zwei  Bohr- 
werke und  setzte  auf  jedes  eine  Pfeife ,  so  dass  er  zwei  Zungenpfeifen  erhielt, 
die  durch  denselben  Luftstrom  angeblasen  wurden.  Die  Pfeifen  werden  nahe 
gleich  gestimmt,  so  dass  die  Stösse  sich  sehr  langsam  folgen.  Bei  Betrach- 
tung der  Zungen  sieht  man  dann,  wie  die  Excursion  derselben  bei  jedem 
Stösse  um  vieles  bedeutender  ist  als  s6nst;  ein  direkter  Beweis,  das^  die  den 
Stoss  erzeugenden  Impulse  in  der  That  sich  zu  grossem  Schwingungen  sum- 
miren,  dass  die  Stösse  nicht  subjectiver,  sondern  objectiver  Natur  sind. 

Eine  sehr  wichtige  Anwendung  der  Stösse  rührt  von  Scheibler')  her. 


1)  Hällström  j  Poggend.  Aonal.  Bd.  XXIV. 

2)  Der  Apparat  wurde  mir  von  Herrn  Lange  im  Jahre  1857  zu  Berlin  gezeigt; 
er  ist  in  manche  Cabinette  übergeg^gen. 

3)  Böber  in  Dove's  Bepertorium.  Bd.  111.  Poggend.  Annalen.  Bd.  XXXIL 
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nämlich  ihre  Anwendung  zum  reinen  Stimmen  zweier  Töne  und  zur  Bestim. 
mung  ihrer  absoluten  Schwingungszahl.  Wie  ersteres ,  was  ein  mehr  prakti- 
sches Interesse  hat,  geschehen  kann,  sieht  man  leicht,  da  die  StÖsse  sich  um 
so  langsamer  folgen,  je  näher  die  Töne  gleich  gestimmt  sind,  je  geringer  ihr 
Schwingungsunterschied  ist.  Jedem  Ton  entspricht  ein  tiefer  liegender  und 
ein  höher  liegender,  der  mit  ihm  in  der  Sekunde  eine  genau  bestimmte  Zahl 
z.  B.  vier  Stösse  gibt.  Dies  benutzte  Scheibler  folgendermassen.  Eine  Stimm- 
gabel gibt  z.  B.  »t  an,  er  stellt  dann  eine  Stimmgabel  her,  die  einen  etwas 
tiefem  Ton  hat  und  mit  der  a, -Gabel  genau  vier  Stösse  in  der  Sekunde  gibt 
Um  nun  die  Saite  eines  Monochords  genau  auf  a|  zu  stimmen,  wird  sie  mit 
der  tiefem  Grabel  verglichen  und  so  gespannt,  dass  sie  mit  derselben  vier 
Stösse  gibt.   Der  Ton  der  Saite  ist  dann  genau  das  eingestrichene  Oj. 

Um  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen,  wandte 
Scheibler  zwei  Methoden  an.   Die  erste  Methode  bestand  in  Folgendem. 

Auf  einem  Monochord  wurde  eine  Saite  aufgespannt,  welche  genau  den 
Ton  einer  aj -Gabel  angab  und  die  Länge  der  Saite  in  2000  Theile  getheüi 
Der  eine  Steg  der  Saite  war  verschiebbar,  so  dass  die  Saite  verlängert  oder 
verkürzt  werden  konnte.  In  beiden  Fällen  gab  der  Ton  der  Saite  mit  dem 
der  Gabel  Stösse.  Scheibler  bestimmte  nun  mit  grösster  Genauigkeit,  um  wie- 
viel die  Saite  verlängert  oder  verkürzt  werden  musste,  damit  sie  mit  der  Gabel 
genau  vier  Stösse  in  einer  Sekunde  gab.  Die  Stellen ,  wo  der  Steg  sich  dann 
befindet,  nannte  er  Nebenstellen. 

Da  nun  die  Anzahl  der  Stösse  gleich  ist  dem  Unterschiede  der  Schwin- 
gungszahlen der  beiden  Töne,  so  ist,  wenn  wir  die  Schwingungszahl  der 
a| -Saite  mit  x  bezeichnen,  die  Schwingungszahl  der  bis  zur  tiefem  Nebenstelle 
verlängerten  Saite  x  —  4,  der  bis  zur  hohem  Nebenstelle  verkürzten  jr  -f-  4. 
Ist  nun  die  Saite  bis  zur  tiefern  Nebenstelle  um  a  länger,  bis  zur  hohem 
um  b  kürzer,  so  ist  nach  den  Schwingungsgesetzen  der  gespannten  Saiten 

x:x—  4:  =  2000  +  a  :  2000 

und 

x:x'\-  A  =  2000  —  h  :  2000, 

oder 

x:  i  =  2000  -{-  a:  a 

und 

X  :  A  =  20Q0  —h:b. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  gibt  uns  x,  so  dass  wir  durch  zwei  solche 

Vorsuche  eine  Controle  des  aus  einem  gefundenen  Werthes  haben. 

Bei  den  Versuchen  mit  seiner  Stimmgabel  fand  Scheibler  a  =  18,*2,  und 

daraus 

X  =  443,56 

als  Schwingungszahl  seiner  a, -Stimmgabel. 

Die  andere  Zählung  der  absoluten  Schwingungszahl  geschieht  nur  durch 
Beobachtung  der  Stösse.     Ihr  Princip  ist  folgendos.    Die  Anzahl   der  Stösse 
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gibt  uns  den  Unterschied  der  Schwingungszahl  beider  Töne.  Kennen  wir  nun 
das  Yerhältniss  der  beiden  Schwingnngszahlen ,  so  können  wir  aus  beiden, 
dem  Yerhältniss  und  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  beide  berechnen. 

Nun  geben  zwei  messbar  verschiedene  Töne  jedoch  keine  Stösse ,  sondern 
Combinationstöne.  Um  daher  den  Schwingungsunterschied  zweier  Töne  zu 
erhalten,  wandte  Scheibler  Zwischentöne  an.  Er  stellte  eine  Reihe  von  Stimm- 
gabeln her,  deren  Töne  möglichst  genau  nach  der  gleichschwebenden  Tempe- 
ratur gestimmt,  die  chromatische  Tonleiter  von  a  gaben.  Dann  verfertigte 
er  eine  Anzahl  sogenannter  Z wischengabeln ,  deren  Töne  zwischen  je  zweien 
der  chromatischen  Tonleiter  lagen ,  deren  jede  mit  der  nächst  tiefem  und  der 
nächst  hohem  eine  messbare  Anzahl  von  Stössen  gab.  So  z.  B.  verfertigte  er 
zwei  Gabeln,  deren  erste  einen  Ton  gab  etwas  höher  als  a,  deren  zweite  einen 
Ton  gab  etwas  tiefer  als  als.  Die  erste  gab  mit  a  in  der  Minute  272,4  Stösse, 
die  zweite  mit  der  ersten  in  der  Minute  270,8  Stösse  und  mit  der  at^-Oabel 
240  Stösse. 

Ist  demnach  die  Schwingungszahl  von  a  =  x,  so  ist  die  Schwingungs- 
zahl der  ersten  Zwischengabel  x  -f"  '^»^4,  die  der  zweiten,  welche  mit  der 
ersten  in  der  Minute  270,8,  in  der  Sekunde  daher  4,52  Stösse  gab,  gleich 
X  -f-  4,54  -f-  4,52  und  die  der  ais-Gabel  x  +  13,06. 

In  der  temperirten  Skala  ist  nun  die  Schwingungszahl  von  als 

12/    - 

X  z^^xy  2  =  X  '  1,05946. 

Zur  Berechnung  von  x  und  x'  haben  wir  daher 

» 

--  =  1,05946, 
x'  —  X  =  13,06, 

13,06  +  a;=  1,05946  .r, 
a;=  1^  =  219,6. 

0,05946  ' 

Um  aber  noch  genauere  Resultate  zu  erhalten ,  schritt  Scheibler  in  dieser 
Weise  durch  die  ganze  Tonleiter  fort  und  bestimmte  den  Schwingungsunter- 
schied zwischen  a  und  a^    Er  fand,  wenn  wir  die  Schwingungszahl  des  Tones 

«1  mit  ü?!  bezeichnen, 

x^  —  X  =  219,6667. 

Nun  ist  aber  zugleich 
und  demnach 


Xt  =  2x 


X    =  219,666, 

x^  =  439,333. 

Diese  Methode,  di(}  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen, 
i.st  zwar  etwas  mühsam,  aber  in  den  Händen  eines  geschickten  Experimenta- 
tors wohl  die  genaueste,  da  man  hier  keinerlei  störenden  Einfluss  zu  befürch- 
ten hat. 
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§.  172. 

CombinationstÖne.  Wenn  man  zwei  musikalische  Töne  verschiedener 
Höhe  gleichzeitig  und  kräftig  tönen  lässt,  so  nimmt  man,  wenn  das  Intervall 
derselben  nicht  zu  klein  ist,  im  Allgemeinen  keine  Schwebungen  wahr,  es 
tritt  dann  aber  eine  andere  Einwirkung  des  gleichzeitigen  Tönens,  ein  neuer 
Ton,  der  sogenannte  Combinationston  hervor.  Töne,  welche  zuerst  von 
Sorge ')  beobachtet  und  später  von  Tartini  allgemeiner  bekannt  gemacht  sind, 
nach  welchem  sie  auch  wohl  den  Namen  Tartinischer  Töne  führen. 

Wie  die  Zahl  der  Schwebungen  gleich  der  Differenz  der  Schwingungszahl 
der  sie  bildenden  Töne  ist,  so  ist  auch  die  Schwingungszahl  dieser  Combinations- 
tÖne gleich  der  Differenz  in  der  Schwingungszahl  der  Töne,  ans  denen  sie  her- 
vorgehen. So  entsteht  z.  B.  aus  Grundton  und  Quinte  als  Combinationston  die 
tiefere  Octave  des  Orundtones ;  da  die  beiden  Töne  die  Schwingungszahlen  2 
und  3  haben ,  so  ist  ihre  Differenz  gleich  1 ,  also  der  halben  Schwingungszahl 
des  Grundtones  oder  die  Schwingungszahl  der  tiefem  Octave.  Aus  Gmndton 
und  Terz,  welchen  die  Schwingungszahlen  4  und  5  entsprechen,  bildet  sich  der 
Combinationston  1,  also  die  zweittiefere  Octave  des  Grundtones,  aus  Grundton 
und  Quarte,  welche  dem  Yerhältniss  3  und  4  entsprechen,  die  Unterquint  der 
tiefem  Octave ,  oder  die  zweittiefere  Octave  der  Quarte. 

Lässt  man  anstatt  zweier  einfacher  Töne  zwei  zusammengesetzte  Klänge 
gleichzeitig  ertönen,  so  liefern  nicht  nur  die  Grundtöne,  sondern  auch  die 
harmonischen  Obertöne  mit  einander  und  mit  den  Grundtönen  Combinations- 
tÖne nach  demselben  Gesetze.  Sind  die  Schwingungszahlen  der  GrundtOne  r 
und  s,  so  sind  die  harmonischen  Obertöne  2r,  3 r  ...  25,  35  ....  und  das 
Schema  der  sich  bildenden  CombinationstÖne  ist  folgendes 

r  und  {>  geben  s  —  r 
2r  „  s  „  2r  —  s 
2s  „  r  „  2s  —  r 
2s    „  2r      „    25  —  2r 

So  geben  Grundton  und  Terz ,  4  und  5 ,  mit  ihren  Obertönen  die  Com- 
binationstÖne 1 ,  3,  6,  2  etc.,  von  denen  der  Ton  3  oft  sehr  deutlich  zu  hören  ist 

Aber  auch  bei  einfachen  Tönen  können  solche  mehrfache  CombinationstÖne 
auftreten,  gerade  als^wenn  die  entstehenden  CombinationstÖne  mit  einander 
und  den  primären  Tönen  wieder  CombinationstÖne  lieferten.  Folgendes  Schema 
stellt  die  so  möglichen  Töne  dar. 

Ursprüngliche  Töue  Combinationßtöne 
r,  5  s  —  r    erster 

s  —  f'y  r  2r  —  5    zweiter 

2r  —  5,  s  2s  —  2r  dritter 

2r  —  5,  5  —  /•  3r  —  25  vierter  u.  s.  f. 


1)  Sorge.   Man  sehe  Helmholtz,  Tonempfindungen,  p.  228. 
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<?  —  r  und  r  sowie  2r  —  ö*  und  r  geben  keine  neuen  Töne ,  sondern  die  schon 
vorhandenen  r  und  s  —  r. 

Die  Combinationstöie  lassen  sich  am  besten  beobachten,  wenn  die  com- 
ponircnden  Töne  ein  und  dieselbe  Luftmasse  in  heftige  Erschütterung  ver- 
setzen, deshalb  ganz  besonders,  wenn  man  eine  mit  mehreren  Löcherreihen 
versehene  Sirene  auf  einen  Windkasten  setzt  und  gleichzeitig  zwei  Löcher- 
reihen anbläst. 

Man  hört  nur  einen  Ton,  wenn  man  eine  Löcherreihe  anbläst,  sobald 
man  die  zweite ,  wie  das  bei  der  mit  einem  Duraccord  versehenen  Dove'schen 
Sirene  sehr  leicht  geht,  öffnet,  hört  man  ausser  dem  zweiten  Tone  noch  eine 
Beihe  von  Combinationstönen. 

Ebenso  erhält  man  die  Combinationstöne  mit  der  Phjsharmonika  oder 
zwei  auf  derselben  Windlade  stehenden  Zungenpfeifen  sehr  deutlich ;  auch  mit 
der  Geige  sind  sie  sehr  gut  zu  erhalten. 

Ausser  den  bisher  besprochenen  hat  Helmhol tz  ^)  noch  eine  zweite  IQasse 
von  Combinationstönen  entdeckt,  welche  er  Summationstöne  nennt,  und  deren 
Tonhöhe  dadurch  gegeben  ist,  dass  die  Schwingungszohl  stets  gleich  ist  der 
Summe  der  Schwingungen  der  sie  bildenden  Töne.  Grundton  und  Quiat  lie- 
fern so  die  Terz  der  folgenden  Octave  2  -j-  3  ==  5 ,  Grundton  und  grosse  Terz 
4  +  5  =  9  die  Sekunde  der  hohem  Octave,  Grundton  und  Sexte  die  Quarte 
der  hohem  Octave.  Die  Bedingung,  dass  man  die  Summationstöne  kräftig 
hört,  ist  dieselbe,  welche  die  erste  Art,  die  Helmholtz  Differenztöne  nennt, 
kräftig  hören  lässt,  beide  Töne  müssen  dieselbe  Luftmasse  in  Bewegung  setzen; 
man  hört  sie  deshalb  mit  der  mehrstinmiigen  Sirene  oder  mit  Orgelpfeifen  am 
besten ,  immer  aber  sind  die  Summationstöne  schwächer  als  die  Differenztöne. 
Nichts  desto  weniger  ist  ihre  Wahrnehmung  nicht  schwer,  da  sie  zu  den  sie 
bildenden  Tönen  und  den  Differenztönen  im  Allgemeinen  in  einem  unharmoni- 
schen Verhältnisse  stehen. 

Die  Combinationstöne  sah  man  früher  als  rein  subjective  Töne  an ,  welche 
aus  den  Schwebungen,  wenn  sie  hinreichende  Schnelligkeit  haben,  im  Ohre 
sich  bilden,  man  glaubte,  wenn  die  Stösse  mit  hinreichender  Schnelligkeit 
erfolgen,  dass  sie  dann  im  Ohre  als  Ton  empfunden  werden.  Helmholtz  hat 
jedoch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  diese  Theorie  der  Combinationstöne 
unrichtig  sei.  Zunächst  nämlich  existiren  die  Combinationstöne  zum  Theil 
objectiv  ausser  dem  Ohr,  denn  man  kann  dieselben  bei  der  Sirene  oder  den 
Orgelpfeifen  durch  für  sie  abgestimmte  Resonatoren  verstärken.  Wie  wir  aber 
früher  hervorgehoben  haben,  wird  die  Luft  eines  Resonators  nur  in  Schwin- 
gungen versetzt,  wenn  dem  Eigenton  des  Resonators  entsprechende  einfache 
Schwingungen  in  denselben  eindringen.  Ebenso  kann  man  mit  einer  Quinoke'- 
schen  Interferenzröhre  den  Nachweis  liefern,  dass  die  Combinationstöne  von 


1)  Helmholtz,  Poggend.  Aimal.  Bd.  XCIX, 
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Orgelpfeifen  oder  einer  Physharmonika  objective  Existenz  haben*).  Stimmt 
man  eine  solche  Röhre  auf  einen  der  beiden  Töne  ab,  so  tritt  der  Combinations- 
ton  auch  dann  deutlich  auf,  obwohl  der  eine  der  beiden  Töne  gar  nicht  zum 
Ohre  dringen  kann.  In  andern  Fällen  bildet  sich  der  Combinationston  aller- 
dings erst  im  Ohr ,  z.  B.  wenn  man  zwei  Stimmgabeln  als  Tonquellen  benutzt, 
indess  auch  in  dem  Falle  kann  man  sie  nicht  als  aus  der  Empfindung  der 
Schwebungen  hervorgehend  betrachten ,  sondern  sie  bilden  sich  am  Trommel- 
fell, welches  den  Combinationstönen  entsprechend  schwingt.  Denn  zunächst 
würde  eine  solche  Entstehungsweise  die  Summationstöne  unmöglich  machen, 
da  diesen  gar  keine  Schwebungen  entsprechen,  dann  aber  auch  widerspricht 
diese  Annahme  der  feststehenden  Erfahrung,  dass  das  Ohr  jedes  Tongemisch 
in  seine  einfachen  Töne  zerlegt.  Würden  deshalb  ausserhalb  des  Ohres  die 
Schwingungen  nur  nach  der  Periode  der  componirenden  Töne  erfolgen,  so 
würde  das  Ohr  niemals  aus  ihnen  einen  neuen  Ton  bilden. 

Helmholtz^)  hat  deshalb  eine  neue  Theorie  der  Combinationstöne  gegeben, 
indem  er  annimmt,  dass  bei  dem  Zusammenwirken  der  Schallwellen  das  ein- 
fache Interferenzgesetz  keine  Gültigkeit  mehr  hat.  Das  einfache  Interferenz- 
gesetz sprachen  wir  dahin  aus  (§.  1 20),  dass  bei  dem  Zusammentreffen  mehrerer 
Schwingungen  die  resultirende  Bewegung  einfach  gleich  der  Summe  der  Theil- 
bewegungen  sei.  Diesem  Gesetze  liegt  aber  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  auch  für  die  resultirende  Bewegung  der  Satz  seine  Gültigkeit  bewahre, 
dass  in  jedem  Momente  die  Kraft,  mit  welcher  das  schwingende  Theüchen 
gegen  die  Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird ,  dem  Abstände  des  Theil- 
chens  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist,   dass  also  die  Gleichnng 

auch  hier  besteht 

9  =  —  ky, 

wenn'y  den  Abstand  des  Theilchens  von  der  Gleichgewichtslage  bedeutet 

Dieser  Satz  gilt  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  sehr  kleiner  Amplitaden. 

Werden  aber  die  Amplituden  der  Schwingungen  gross,  so  dürfen  wir  diese 

Voraussetzung  nicht  mehr  machen,    dann  hängt  der  Werth  von  q>  nicht  nur 

von  der  ersten,    sondern  auch  von  hohem  Potenzen  von  y  ab.     Helmholtz 

nimmt  nun  an,  dass  bei  dem  Zusammenwirken  zweier  Töne  die  Amplitaden 

der  Schwingungen,  sei  es  der  Luft,  sei  es  nur  des  Trommelfells,  eine  solche 

Grösse  erhalten,  dass  auch  die  Quadrate  der  Verschiebungen  einen  merklichen 

Einfluss  auf  die  bewegenden  Kräfte  erhalten ,  und  weist  nach ,  dass  dann  neue 

Systeme  einfacher  Schwingungen  entstehen  müssen,  deren  Schwingungsdaner 

derjenigen  der  Combinationstöne,  und  zwar  sowohl  der  DifferenztOne  als  aer 

Summationstöne  entspricht. 

Bezeichnen  wir  die  Masse  eines  beweglichen  Punktes  mit  m ,  so  wird  die 

Kraft,  wenn  er  sich  im  Abstände  y  von  der  Gleichgewichtslage  befindet,  die 

ihn  gegen  dieselbe  zurückzieht,  durch 

1)  Quimke,  Poggend.  AnnaL  Bd.  CXXVIII.  p.  186. 

2)  Hehnholtz,  Poggend.  Annal.  Bd.  XCIX.  p.  532. 
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—  mip  =  ay  -^bff 

dargestellt;  wirken  nun  gleichzeitig  zwei  schwingende  Bewegungen  auf  den 
Punkt  ein,  welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

y  =  a  '  sin  27t  7p  =  a  •  sin  {p  t) 

/=  ß  '  8ixi2n  ( ip  +  M  =  /^  •  si»  (^  ^  +  ^) > 

so  sind  die  Kräfte,  welche  in  Folge  dessen  auf  den  betrachteten  Punkt  zur 
Zeit  l  wirken,  nach  §.119 

—  m  p^  a  sin  {p  t)  —  m  (j^  ß  sin  {q  t  -{-  c)'^ 

wir  erhalten  demnach  für  die  den  Punkt  zur  Zeit  /  gegen  die  Gleichgewichts- 
lage treibende  Kraft,  wenn  wir  seinen  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage 
zur  Zeit  t  mit  y  bezeichnen , 

—  w  ^f  =  a^  +  %2  +  /•  •  sin  (p  0  +  ^  •  sin  {(Z  ^  +  c), 

wenn  wir  wie  früher  für  tp  =  -^  =  ^  einsetzen  und  die  Coefficienten  der 

beiden  letzten  Glieder  mit  f  und  g  bezeichnen. 

Die  Ijitegralrechnung  leitet  nun  hieraus  folgende  Beziehung  zwischen  y 
und  t  ab. 

y  =  ^  •  sin  (^  •  l/fL  +  Ä)  -(-  w  •  sin  (p  ^)  +  «;  •  sin  (g ^  +  c)  +  w  •  cos  (2p  f) 

r    m 

+  « •  cos  2  ((z  f  +  c)  +  Ä  cos  [(jp  —  q)t  —  c]  +  ^  •  cos  [(|)  -f-  Ö')  ^  +  e]  •  • 

und  jedes  dieser  Glieder  gibt  für  sich  eine  eigene  schwingende  Bewegung, 
deren  Amplituden  A^  u,  t;,  t(7,  i,  A;,  Im  bestimmter  Weise  von  den  Grössen 
<fj  ^1  fi  y^  Py  Q  abhängig  sind.  Das  erste  Glied  gibt  diejenige  Bewegung, 
welche  der  Punkt  anninunt,  wenn  er  einmal  aus  der  Gleichgewichtslage  ge- 
bracht sich  selbst  überlassen  wird;  seine  Schwingungsdauer  ist  gegeben  (§•  119) 
durch 

j/a  2n^       l 1_      7/^ 

das  zweite  und  dritte  Glied  die  ursprüngliche  Bewegung,  das  vierte  und 
fünfte  Bewegungen  von  doppelter  Schnelligkeit,  also  die  Octaven  der  ur- 
sprünglichen Töne,  das  sechste  den  Differenzton  und  das  siebente  den  Sum- 
mationston.   Denn  die  Schwingungszahl  des  sechsten  Gliedes  ist,  da 

p  -  .7 = 2«  (^^  -  y\ = 2«  {N-  Nt), 

gleich  der  Differenz  der  Schwingungen  der  ursprünglichen  Töne.  Ebenso  ist 
die  Schwingungszahl  des  letzten  Gliedes  gleich  N  -\-  N^. 

Ausser  den  hingeschriebenen  Gliedern  liefert  die  ursprüngliche  Gleichung 
noch  weitere ,  deren  Schwingungszahlen  hohem  harmonischen  Tönen  und  dem 
zweiten,  dritten  etc.  Combinationstone  entsprechen.   Es  genüge  indess,  soweit 
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die  Resultate  der  Helmholtz'schen  Rechnung  angedeutet  zu  haben,  deren 
Entwicklung  die  uns  hier  gestatteten  mathematischen  Hülfsmittel  weit  über- 
schreiten  würde. 

Die  Theorie  von  Helmholtz  erklärt  nun  auch  unmittelbar,  weshalb  die 
CombinationstÖne  bei  der  Sirene  so  stark  werden,  da  dort,  wenn  die  Luft 
gleichzeitig  durch  zwei  Löcherreihen  entweicht,  die  Schwingungsamplitude 
wegen  des  Herausstürzens  einer  grossen  Luftmasse  ins  Freie  eine  sehr  grosse 
werden  muss.  Werden  die  Töne  anders,  etwa  durch  Stimmgabeln  erzeugt, 
so  bilden  sich  diese  Schwingungen  erst  am  Trommelfell,  in  welchem  sich 
dann  Schwingungen  finden,  welche  der  Periode  der  Combinatonstöne  ent- 
sprechen. 

'      §.  173. 

Ursachen  der  Consonanz  und  Dissonanx.  Im  §.  149  haben  wir 
das  aus  der  Erfahrung  abgeleitete  Gesetz  mitgei^eilt,  dass  in  der  Musik  die 
Intervalle,  welche  durch  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6  gegeben  sind,  con- 
sonirend  seien,  dass  zwei  von  diesen  Tönen  gleichzeitig  angegeben  auf  das 
Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  während  andere  Töne,  wie  8,  9 
oder  15,  16  oder  1  und  *Vs  ^*  s*  f-  zusanmien  angegeben  dissonant  sind. 
Ueber  den  Grund  der  Consonanz  gerade  jener  Intervalle  und  derlHssonanz 
der  übrigen  konnten  wir  damals  keine  weitere  Angabe  machen.  Erst  die 
Theorie  von  Helmholtz  über  die  musikalischen  Klänge  in  Verbindung  mit  den 
in  den  beiden  letzten  §§.  gemachten  Erfahrungen  über  die  Schwebungen  und 
CombinationstÖne  macht  es  möglich  zu  erkennen ,  weshalb  jene  einfachen  Inter- 
valle Consonanzen  liefern ,  während  die  übrigen  Intervalle  dissonant  sind  ^). 

Die  Grundlage  der  Helmholtz'schen  Theorie  der  Consonanz  und  Dissonanz 
ist  der  Satz ,  dass  eine  Klangmasse  nur  dann  auf  unser  Ohr  einen  angenehmen 
Eindruck  machen  kann,  wenn  sie  gleichmässig  abfliesst,  wenn  die  Töne  neben 
einander  bestehen  ohne  sich  zu  stören;  dass  dagegen  eine  Klangmasse  einen 
unangenehmen  Eindruck  auf  das  Ohr  macht,  dass  sie  dissonant  ist,  wenn 
dieselbe  aus  einzelnen  J^tössen  besteht,  wenn  es  ein  durch  Schwebungen  inter- 
mittirender  Klang  ist.  Die  Schwebungen  können  dabei  so  rasch  erfolgen,  dass 
wir  uns  der  einzelnen  nicht  «leutlich  bewusst  werden,  dass  wir  sie  nicht  zählen 
können.  Helmholtz  vergleicht,  um  diesen  Satz  zu  begründen,  sehr  passend 
die  Tonempfindungen  mit  den  Lichtempfindungen,  die  ganz  ähnliches  bieten. 
Keine  Beleuchtung  macht  auf  das  Auge  einen  unangenehmem  Eindruck  als 
eine  flackernde,  bei  welche  r  in  rascher  Folge  der  Lichtreiz  stärker  und  schwä- 
cher wird.  Ein  knarrender,  intermittirender  Ton  ist  nun  ftlr  die  Gehörnerven 
ganz  dasselbe,  was  ein  flackerndes  Licht  für  die  Gesichtsnerven  ist;  es  wird 
dadurch  eine  viel  intensivere  und  unangenehmere  Reizung  des  Organes  be- 
wirkt wie  durch  einen  gleichmässigen  dauernden  Ton. 


1)  Helmholtz,  TonemplinduDgen.  p.  273  tt'. 
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Früher  glaubte  man,  dass  man  die  Schwebungen  sJs  solche  nur  yemehme, 
wenn  sie  langsam  erfolgen ,  dass  sie  aber  bei  rascher  Folge  sich  zu  dem  ersten 
Differenzton  zusammensetzen ;  die  Unrichtigkeit  dieser  Ansicht  haben  wir  vor- 
hin nachgewiesen ;  Helmholtz  gibt  aber  ausserdem  eine  Beobachtungsmethode 
an,  durch  die  man  sich  überzeugen  kann,  dass  man  die  Schwebungen  noch 
deutlich  wahrnimmt,  wenn  sie  die  Zahl  30  übersteigen.  Man  braucht  nur 
mit  zwei  auf  a '  abgestimmten  Gabeln  oder  gedeckten  Orgelpfeifen  durch  Ver- 
stimmung der  einen  Schwebungen  hervorzubringen,  und  die  Verstimmung  ganz 
allmählich  zu  verstärken.  Anfänglich,  wenn  in  der  Sekunde  nur  4 — 6  Schwe- 
bungen entstehen,  kann  man  sie  einzeln  auffassen  und  zählen,  wird  die  Ver- 
stimmung grösser  und  grösser,  etwa  bis  zu  einem  Halbton,  wo  die  Zahl  der 
Schwebungen  etwa  30  beträgt,  so  gelingt  das  nicht  mehr.  Aber  wenn  man 
so  eine  allmähliche  Steigerung  der  Zahl  der  Stösse  hervorbringt,  so  erkennt 
man  deutlich,  dass  der  sinnliche  Eindruck  derjenige  einzelner  StÖsse  ist,  und 
erkennt  weiter  auch,  dass  eben  dieser  intermittirende  Eindruck  es  ist,  wel- 
cher das  Unangenehme  der  Dissonanz  bewirkt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Stösse  durch  Erweiterung  des  Intervalls  ver- 
grössert,  durch  üebergang  zu  einem  ganzen  Ton  auf  60  oder  zu  einer  kleinen 
Terz  a,  6*2  auf  88  bringt,  so  wird  der  Eindruck  des  intermittirenden  Klanges 
immer  schwächer,  und  bei  der  kleinen  Terz  ist  kaum  eine  Spur  desselben 
mehr  wahrzunehmen,  sie  macht  schon  den  Eindruck  eines  gleichmässig  ab- 
fiiessenden  Tones.  Man  könnte  deshalb  glauben,  dass  wie  bei  dem  Auge 
ein  sich  rasch  wiederholendes  Aufblitzen  eines  Lichtes  den  Eindruck  conti- 
nuirlicher  Beleuchtung  macht,  so  auch  bei  dem  Ohre  ein  etwa  OOmal  in  der 
Sekunde  wiederkehrender  Tonstoss  den  Eindruck  eines  continuirlichen  Tones 
mache.  Dass  indess  dem  nicht  so  ist,  davon  kann  man  sich  leicht  überzeugen, 
indem  man  die  Zahl  der  Stösse  anstatt  durch  Erweiterung  des  Intervalls  durch 
Verlegung  des  engern  Intervalls  in  höhere  Gegenden  der  Skala  vergrössert. 
Der  Halbton  h  c^  gibt  33  Schwebungen ,  die  deutlich  als  intermittirende  Stösse 
erkannt  werden,  gibt  man  unmittelbar  nachher  Ä,  c^  mit  66,  Äj  c^  mit 
132  Stössen  an,  so  erkennt  man,  dass  der  sinnliche  Eindruck  wesentlich 
derselbe  ist.  Die  Wahmehmbarkeit  der  Schwebungen  hängt  also  nicht  allein 
von  ihrer  Anzahl  ab ,  sondern  auch  davon ,  dass  die  sie  erzeugenden  Intervalle 
hinreichend  nahe  liegen.  Den  Grflid  für  den  letztern  Umstand  sieht  Helm- 
holtz darin,  dass  Schwobungen  im  Ohre  nur  dann  bestehen  können,  wenn  die 
Töne  der  Skala  nahe  ^cuug  liegen,  um  dieselben  Nervenanhängsel,  dieselben 
Cortischen  Fasern  in  Mitschwingungen  zu  versetzen.  Wenn  sich  die  beiden 
angegebenen  Töne  zu  weit  von  einander  entfernen ,  werden  die  Schwingungen 
der  von  beiden  gemeinsam  erregten  Fasern  zu  schwach,  ^s  dass  man  deren 
Schwebungen  noch  wahrnehmen  könnte. 

Die  Wahmehmbarkeit  der  Stösse  hängt  also  von  der  Zahl  derselben  und 
der  Weite  des  Intervalls  ab ;  ist  das  Intervall  enge ,  so  nimmt  man  eine  grosse 
Zahl  wahr,  ist  es  weiter,  so  kommt  nur  eine  weit  geringere  Zahl  zur  Empfin- 
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dirng,  und  bei  weiten  Intervallen  wie  Quart  oder  Quint  kommen  sie  gar  nicht 
mehr  zur  Wahrnehmung. 

Aus  diesen  Sätzen  von  Helmholtz  ergibt  sich  zunftchst,  dass  alle  engen 
Intervalle,  grosse  und  kleine  Sekunden  innerhalb  des  in  der  Musik  gebrauchten 
Tonsystems  dissonirend  sein  müssen,  sie  erkl&ren,  weshalb  die  Dissonanzen 
in  den  mittlem  Tonlagen  am  schärfsten  sind ,  und  weshalb  in  den  tiefem  Ton- 
lagen, in-  der  grossen  und  tiefem  Hälfte  der  kleinen  Octave  die  kleinen  Terzen 
schon  merklich  rauh  klingen,  da  sie  in  diesen  zwischen  15  und  30  Schwebnngen 
geben. 

Aus  der  Helmholtz'schen  Theorie  des  Klanges  ergibt  sich  dann  aber 
ebenso,  weshalb  die  grosse  und  kleine  Septime  und  die  verstimmten  conso- 
nirenden  Intervalle  der  musikalischen  Klänge  dissonant  sind.  Wie  wir  n&mlich 
sahen,  sind  die  Klänge  nicht  einfache  TQne,  sondern  Accorde,  die  aus  dem 
Grundton  und  seinen  harmonischen  Obertönen  aufgebaut  sind.  Gerade  so  nun 
wie  die  einfaoJien  Töne  Schwebungen  hervorbringen,  so  thun  es  auch  die 
Obertöne  der  Klänge  mit  einander  und  den  Grundtönen  und  ausserdem  kön- 
nen auch  die  Combinationstöne  Schwebungen  veranlassen.  Wenn  deshalb  zwei 
Klänge,  welche,  wie  fast  alle  in  der  Musik  gebrauchten  Klänge,  deutliche 
Obertöne  haben,  unter  diesen  solche  be£fitzen,  welche  hinreichend  nahe  zu- 
sammenliegen, so  werden  diese  Schwebungen  liefern  und  deshalb  die  beiden 
Klänge  ein  dissonantes  Intervall  bilden. 

Man  erkennt  darnach  sofort,  dass  die  kleine  oder  grosse  Septime  eine 
Dissonanz  sein  muss,  da  der  erste  Oberton  des  Grundtones  mit  den  Septimen 
das  Intervall  eines  Halbtones  oder  eines  ganzen  Tones  bildet.  Die  grosse 
Septime  ist  1  :  *%»  ^®^  ^^^te  Oberton  des  Grundtones  ist  2  oder  *^/g,  man 
sieht,  das  Verhältniss  dieses  zur  Septime  ist  *Vi5>  ^^^  Halbton.  Dasselbe  gilt 
für  die  grosse  und  kleine  None. 

Dem  entgegen  erkennt  man  sofort,  dass  die  Octave  eine  voUkommeuv 
Consonanz  sein  muss,  da  die  Obertöne  der  Octave  auch  alle  Obertöne  des 
Grundtones  sind,  und  deshalb  keine  andern  Schwebungen  auftreten  können 
wie  in  dem  Klange  des  Grundtones  selbst,  Schwebungen,  die  erst  sehr  hohen 
Obertönen  entsprechen,  welche  deshalb  so  schwach  sind,  dass  sie  nicht  mehr 
gehört  werden. 

Die  auf  die  Octave  folgende  ebenfalls  noch  als  vollkommen  zu  bezeich- 
nende Consonanz  ist  die  Quint,  deren  Seh wingungs verhältniss  2  :  3  ist.  Die 
in  diesen  beiden  Klängen  enthaltenen  Obertöne  sind 

Grundton  2,  4,  6,  8,  10,  12 
Quinte  3      6        9         12 

Man  sieht,  der  erste  Oberton  der  Quint  fällt  mit  dem  zweiten  der  Octave 
zusammen  und  der  dritte  Oberton  der  Quint  steht  zu  dem  vierten  und  fünften 
Oberton  der  Octave  im  Verhältniss  eines  ganzen  Tones. 

Eben  weil  es  die  tiefsten  Obertöne  sind,  welche  in  diesen  Intervallen 
zusammenfallen,   in  der  Octave  der  Grundton  des  zweiten  Klanges  mit  dem 
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ersten  Oberton  des  ersten,  in  der  Quint  der  erste  Oberton  des  zweiten  mit 
dem  zweiten  Obertone  des  ersten,  in  der  Duodecime  1  :  3  der  Grundton  des 
zweiten  mit  dem  zweiten  Obertone  des  ersten,  deshalb  sind  die  Consonanzen 
scharf  als  solche  charakterisirt,  denn  die  geringste  Unreinheit  des  einen  der 
Töne  bringt  sofort  Schwebungen  hervor,  da  gleichzeitig  mit  dem  Grundtohe 
die  Obertöne  verstimmt  werden.  Deshalb  hört  man  die  Unreinheit  der  Stim- 
mung bei  keinem  andern  Intervall  so  deutlich  als  bei  der  Octave  und  bei  den 
andern  beiden  ebengenannten  Intervallen.  Da  man  nun  dies  gleichzeitig  als  das 
Charakteristische  der  Consonanzen  ansehen  kann ,  so  kann  man  gleichzeitig  ein 
Intervall  als  um  so  consonanter  bezeichnen,  je  näher  die  zusammenfallenden 
Obertöne  bei  dem  Grundtone  der  Klänge  liegen. 

Nach  diesem  Merkmal  ist  die  Reihe  der  Consonanzen  weiter  Quarte,  deren 
dritter  Oberton  mit  dem  vierten  des  Grundtones,  grosse  Sext,  deren  dritter 
Oberton  mit  dem  fünften  des  Grundtones  zusammenfällt.  Bei  beiden  Inter- 
vallen wird  der  zweite  Oberton  des  zweiten  Klanges  von  dem  dritten  des 
Grundtones  gestört. 

Die  letzten  in  der  Reihe  der  consonanten  Intervalle  sind  grosse  und  kleine 
Terz ,  bei  denen  der  vierte  des  zweiten  mit  dem  fünften  Oberton  zusammen- 
fällt respective  bei  der  kleinen  Terz  der  sechste  mit  dem  fünften.  Bei  der 
grossen  Terz  steht  dagegen  der  dritte  mit  dem  vierten  Oberton  des  Grund- 
tones im  Verhältniss  ^Vi6»  ^^^^  einer  scharfen  Dissonanz.  Bei  der  kleinen 
Terz  stören  sich  schon  die  Grundklänge,  dann  der  dritte  der  Terz  mit  dem 
vierten  des  Grundtones,  die  im  Verhältniss  'Vu  stehen  und  der  vierte  der 
Terz  mit  dem  fünften  des  Grundtones,  die  im  Verhältniss  ^^24  stehen. 

Der  Raum  gestattet  uns  nicht  hier  weiter  auf  die  interessanten  Aus- 
führungen von  Helmholtz  einzugehen,  welche  die  eben  in  kurzem  Umrisse 
angedeutete  Theorie  auch  auf  die  Klassification  der  Consonanzen  in  den  ver- 
schiedenen Klangfarben  und  die  der  Accorde  nach  ihrem  Wohlklange  liefern. 
Nur  sei  schliesslich  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass  Helmholtz  ausser  den 
Schwebungen  der  Obertöne  auch  jene  der  Combinationstöne  mit  in  Betracht 
zieht,  welche  bei  einfachen  Tönen  das  allein  Bedingende  der  Dissonanz  wei- 
terer Intervalle  bilden.  Die  Schwebungen  d^r  Combinationstöne  treten  aber 
nie  so  stark  hervor  als  jene  der  Obertöne,  und  deshalb  sind  die  Intervalle 
einfacher  Töne  auch  durchaus  niclit  so  scharf  charakterisirt  als  die  zusammen- 
gesetzter Klänge. 


Berichtigungen  zum  1.  Bande. 

Seite  68  Zeile  1  v.  u.  liesp  »i  P .  cos  a  ^ 

B  Q  statt  PQ. 

der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung 
0  statt  8 

Silicium  statt  Silirium 
V4  Btatt  V, 
Badius  statt  Querschnitt 

„    196  muss  das  letzte  Glied  der  obersten  Gleichung  heissen:  „ — —      ^    -"  und 

2  ^    B 


„   70 

3  „  0. 

)) 

»,   97 

7  „  u. 

»» 

M  164 

9  „  0. 

»> 

iy     164 

18  „  0. 

»» 

„  184 

6  „  0. 

»» 

„  190 

8  „  n. 

>» 

ebenso  die  zweite  Gleichung == :sp 


•    2  '    f 

200  Zeile  18  v.  u.  lies  mN  statt  rmN 

387      „         9  V  0.     „     y    p    SCaU  y  p 

TL'  TL" 

361      „        4  „  U.    „    rw  ßtatt  Y  ' 

TL" 

351     „       3  „  u.    „    Ä  =-  F  —  t; ,  #  ^  . ,,  • 

409  „  7  „  0.  „  c*  «  statt  e    *  2  . 

419  „  6  ,,  0.  „  a  =  n  1  statt  u^^n  X. 

422  ,,  1  ,,  u.  ,,  a  s  n  1  statt  x  =  n  ;i. 

428  „  19  „  0.  „  (y  -  y)  -  (y  -  y") 

429  „       7  ,,  0.    „    in  der  Gleichung  sin  2ir  7^,  statt  sin  e  9c  ^^  • 

429     „       9  „  0.  füge  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  den  Coefficienten 

2a  bei. 
441  neben  Fig.  198  c  lies  6  =■  y,  a  statt  5  =  2  a. 
446  Zeile  1  v.  0.  lies  Fig.  200 13  statt  Fig.  198 1}. 

486     „     3  ,,  0.  füge  auf  der  rechtenSeite  derGleichung  den  Coefficienten  2«  bei. 
494     ,,     7  ,,  u.  lies  Schwingungszahl  statt  Schwingungsdauer 
501     „     12  „  o.    ,,    umgekehrt  wie  die  homologen  Dimensionen. 
510     ,,      16  „  u.  setze  vor  das  erste  Glied  in  der  Klammer  auf  der  rechten 

Seite  der  Gleichung  das  negative  Vorzeichen. 
523     „      10  „  o.  lies  §.  116  statt  §.117. 

532     „      16  M  u.    „    c=*  7/|  stattc=»  l/-|:  • 

594  „  7  „  u.  schalte  ein  nach  proportional  „der  Quadratwurzel  aus*- 

619  „  6  „  u.  lies  Hahn  n  statt  Hahn  n, 

619  „  5  „  u.    „    Hahn  u      «,     Hahn  n. 

620  „  1  ,,  0.    „    Hahnes  m  statt  Hahnes  v. 
633  „  2  „  u.    ,,    V«  statt  V,. 

654  füge  in  der  Figur  neben  dem  über  dem  Magnet  M  schwebenden  Anker  den 

Buchstaben  a  hinzu. 


